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1. Dynamika systému s jedním stupněm volnosti

Úvod

Aby bylo možné pochopit, co se děje v průběhu dynamického výpočtu složité konstrukce, je dobré nejdříve porozumnět chování velmi jednoduché konstrukce. 

V této kapitole bude popsáno chování systému s jedním stupněm volnosti. V našem případě se budeme zabývat hmotou m, která se může pohybovat podél jedné osy (tzn. soustava má pouze jeden stupeň volnosti odpovídající poloze hmoty na ose). Hmota je připojena k pružině s tuhostí k a je tlumena tlumičem s kapacitou c. 
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Následující odstavce mají za úkol připomenout základní vzorce a vztahy používané při dynamických výpočtech. Ty budou v následujících kapitolách rozvedeny do složitějších vztahů používaných při řešení soustav s více stupni volnosti. 

VlastNí frekvence a perioda
Pro netlumenou volně kmitající soustavu můžeme zapsat následující rovnici podmínek rovnováhy:
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Řešením této diferenciální rovnice je : 
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Dosazením do [s1] dostaneme :
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Z toho vyplývá, že :
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kde
[image: image8.wmf]w

 je vlastní kruhová frekvence.

Vlastní periodu T lze zapsat následovně :
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Vlastní frekvence f je pak určena podle:
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1.1. Rovnice rovnováhy systému s jedním stupněm volnosti

Budeme popisovat dynamické chování systému s jedním stupněm volnosti, na jehož hmotu působí vnější, v čase proměnná síla.

Provedeme rozbor následující soustavy :
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Rovnice rovnováhy pohybu naší soustavy s jedním stupněm volnosti je :
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Řešení této diferenciální rovnice pro nulové počáteční podmínky je dáno Duhamelovým integrálem :
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kde :
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    (tj poměr tlumení)
[s9]
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    (tj. tlumená vlastní úhlová frekvence)
[s10]

Pro několik (jednoduchých) případů je možné nalézt analytické řešení Duhamelova integrálu. Obecně je ale nutné integrál řešit numericky. 

1.2. Harmonická zatížení soustav s jedním stupněm volnosti

Je-li síla působící na soustavu s jedním stupněm volnosti harmonickou silou, můžeme [s7] zapsat jako :
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Řešením této rovnice je :
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kde :
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A a B  : tyto konstanty se stanovují z počátečního posunutí a rychlosti. 


Obecné poznámky k chování konstrukcí zatížených harmonickým zatížením vyplývající z rovnice [s12]:

Poznámka 1 :

První vztah rovnice [s12] vyjadřuje krátkodobou složku odezvy  yt(t).

Poslední vztah rovnice [s12] vyjadřuje ustálenou složku odezvy ys(t).

Poznámka 2 :

Amplituda krátkodobé složky odezvy se exponenciálně zmenšuje (
[image: image23.wmf]t
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).  Proto je ve většině praktických aplikací zanedbávána a za celkovou odezvu y(t) se uvažuje pouze ustálená složka odezvy (po několika periodách působícího zatížení).

Poznámka 3 :

V případě rezonance (r = 1) nevede ustálená odezva k nekonečně velké výchylce, výchylka se blíží k limitní hdonotě:  
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1.3. Seismické zatížení soustav s jedním stupněm volnosti 

Obecně se tento odstavec zabývá analýzou soustav, které jsou vystaveny působení harmonického pohybu podkladu. Nejdůležitější harmonický pohyb podkladu jsou zemětřesení (seismická zatížení), tyto výpočty mohou ale být také použity pro výpočet odezvy na podzemních nebo povrchové výbuchy a vibrací vyvozených extrémním provozem nebo těžkým strojírenstvím.  

Podívejme se na pohyb soustav vystavených pohybu základů:
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Podle obrázku pak  :

yg(t)  :  
je posun podkladu, 

y(t)  :  
je celkový posun hmoty 

u(t)  :  
je relativní posun hmoty

Takže celkový posun můžeme vyjádřit jako :
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kde yg (pokud je považováno za harmonické) lze zapsat jako :
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Rovnici rovnováhy pohybu lze nyní zapsat ve tvaru :
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pokud je setrvračná síla vztažena k celkovému posunu hmoty (y) a tlumení a reakce jsou vztaženy k relativnímu posunu hmoty.

Pokud nahradíme [s15] v [s17] , dostáváme :
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Obecné poznámky k chování konstrukcí zatížených seiemickým zatížením vyplývající z rovnice [s18]:

Poznámka 1 :

Nahrazením [s15] v [s18] dostáváme :
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Při porovnání s [s11] můžeme odvodit, že pohyb podkladu v [s18] můžeme nahradit externí harmonickou silou s amplitudou:
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Poznámka 2 :

Při zjednodušení můžeme také [s18] přepsat jako :
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Vlastní tvary a frekvence

1.4. Obecná dynamická rovnice

Všechny dynamické výpočty mohou prováděny pomocí řešení všech rovnic dynamické rovnováhy. Tuto dynamickou rovnováhu konstrukce lze popsat maticově:
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Pokud porovnáme tuto maticovou rovnici s maticovou rovnicí statické rovnováhy
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je jasné, že rovnice dynamické rovnováhy vyžadují větší množsví dat než rovnice statické rovnováhy. 


Abychom mohli poskytnout požadované informace, musíme ve skutečnosti spočítat: 

M
:  matice hmot
C
:  matice tlumení
F(t)
:  požadavky jako funkce času

Výsledky, které dostaneme při řešení rovnice dynamické rovnováhy [1], obsahují:

· u(t) :  posun v závislosti na čase

· v(t) :  rychlost v závislosti na čase

· a(t) :  zrychlení v závislosti na čase

· N(t), V(t), M(t), … :  vnitřní síly v závislosti na čase

1.5. Modální superpozice

Metody, které jsou dostupné pro řešení rovnice dynamické rovnováhy [1] , jsou nejčastěji založeny na metodě modální superpozice. Metoda modální superpozice předpokládá, že chování konstrukce lze stanovit superponováním množství vlastních tvarů, každý z nich vynásobený váženým součinitelem, který závisí na požadavcích.  

Vlastní tvary se získají z řešení volného kmitání konstrukce bez tlumení. To lze zapsat jako:
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Řešením rovnice [3] jsou harmonické funkce v závislosti na čase. Můžeme předpokládat, že požadované řešení má tvar:
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Poznamenejme, že v [4] dostáváme oddělené proměnné :

· první část ( 
[image: image38.wmf]F

 ) je funkcí souřadnice v prostoru

· druhá část ( 
[image: image39.wmf]))

(
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 ) je funkcí času. 

Když nahradíme [4] ve [3], dostaneme rovnici, která je známa jako zobecněná rovnice vlastních tvarů :
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Řešení  rovnice [5] vede k výpočtu množství vlastních tvarů odpovídajícímu množství rovnic. 


Každý vlastní tvar sestává ze dvou částí :

· vlastní číslo, hodnota 
[image: image41.wmf]i
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. Je známější jako vlastní frekvence 
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· vlastní vektor:  vektor 
[image: image44.wmf]i
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, který není plně determinovaný.  Je znám tvar deformace, ale není známa její hodnota měřítka velikosti.

Hodnota měřítka může být určena dvěma způsoby. V programu Nexis je použit způsob M-ortonormalizace, který znamená :
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Některé z charakteristik M-ortonormalizace jsou :
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Tyto vlastnosti lze také zapsat jako maticové rovnice pro všechny vlastní vektory :
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Matici M lze spočítat různými způsoby.  Rozlišují se dva základní způsoby :  diagonální matice hmotnosti a konzistentní matice hmotnosti. 
Nexis používá diagonální matici M, která nabízí značné výhody pro práci s pamětí a výkon výpočtu. 


Matice K je matice tuhostí, která se také používá pro statický výpočet (viz [2]). V této matici je nutné zavést speciální předpoklady pro zohlednění neizotropních materiálů, pružných uložení a okrajových podmínek. 

Výpočet časové odezvy

1.6. Přímá časová intergrace

Jméno této kapitoly může být zavádějící, protože tento termím se používá pro dynamické výpočty bez modální superpozice.

V Nexis se nejdříve spočtou vlastní tvary a pak se použijí na rozložení rovnic dynamické rovnováhy [1] na množství nezávislých diferenciálních rovnic druhého řádu, které se řeší postupně jedna za druhou přímou časovou integrací. 

Rozklad vychází z vlastnotí uvedených v [9] a [10].

V rovnici  [1] se předpokládá řešení pro X ve tvaru :
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kde X  je (n x n) matice vlasntích vektorů a Q je vektor, který je časově závislý.

Dosazením [11] do [1] dostáváme :
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Pokud rovnici vynásobíme 
[image: image53.wmf]T

F

, dostáváme:


[image: image54.wmf]F

Q

K

Q

C

Q

M

T

T

T

T

×

F

=

×

F

×

×

F

+

×

F

×

×

F

+

×

F

×

×

F

·

·

·


[13]

Zohledněním [9] a [10] můžeme rovnici zjednodušit do tvaru:
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Tato soustava rovnic je stále nerozložená kvůli tlumení.
Pokud předpokládáme C-ortogonalitu (to znamená, že 
[image: image56.wmf]F
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 je redukována na diagonální matici), lze všechny rovnice rozložit a řešit zvlášť.

Poznámka 1:

Celkový výsledek, obdržený pomocí superpozice jednotlivých výsledků [11], je také přesným řešením při dodržení předpokladů C-ortogonality.

V Nexis se předpokládá C-ortogonalita a zároveň se předpokládá, že všechny modální součinitele tlumení jsou konstantní..
To znamená, že :
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Hodnota 
[image: image58.wmf]x

 se nazývá součinitel útlumu a musí ji zadat uživatel.

Poznámka 2:

Pokud je v 
[image: image59.wmf]F

 místo všech vlastních vektorů použito pouze několik (m < n), pak soustava rovnic a superpozice jednotlivých řešení vede ke globálnímu výsledku X , který je aproximací přesného řešení.

Počet vlastncíh vektorů (m), které se budou řešit, zadává uživatel. Hodnota m je rovna počtu vlastních tvarů, které se počítají v průběhu výpočtu vlastních tvarů v Nexis.

K odpovědi na otázku, kolik vlatně použít vlastních tvarů, je možné použít následující kriteria:

První kriterium lze nalézt ve [14]. Pokud zanedbáme časově závislé podmínky na levé straně, je řešení pro qj (výraz pro Q):
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To zamená, že nejnižší vlastní tvar (malé
[image: image61.wmf]i

w

) přispěje více než nejvyšší vlastní tvar (velké 
[image: image62.wmf]i

w

), pokud jsou zadedbány dynamické členy. Z toho lze vyvodit první kritérium pro počet vlastních tvarů.

Druhé kriteium je periodicita F(t) . Každý tvar, který koliduje s frekvencí zatížení,  je nutné brát v potaz.

Třetím kritériem je modální hmotnost. Když vytvoříte sumu všech modálních hmotností v konkrétním směru a podělíte tuto hodnotu 9.81*suma všech uzlových hmot ve stejném směru, musíte dostat hodnotu menší než 1. Pokud je tato hodnota blízká 1, znamená to, že vyšší tvary nebudou přispívat. Pokud je naopak hodnota menší než 0.9, je nutné zvážit přesnosti následné superpozice. 

Poznámka 3:

Metoda použitá pro řešení jednotlivých rozložených diferenciálních rovnic druhého řádu se nazývá  Newmarkova metoda.

Tato metoda je nepodmíněně stabilní, ale její přesnost závisí na kroku časového intervalu. Hodnotu kroku zadává uživatel.
Je-li přesto zadána hodnota kroku rovna 0, program automaticky stanoví hodnotu kroku. V tomto případě se hodnota kroku stanoví podle vztahu :
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kde :  T = perioda největší zohledněné frekvence 

Výpočet seismicity

1.7. Spektra odezvy

Jestliže je nutné navrhnout konstrukci na zemětřesení, často se používá spektrální analýza, protože zatížení zemětřesením je často popsáno spektrem odezvy. 

Spektrum odezvy může být spektrem posunů, rychlostí nebo zrychlení.

Vztah mezi zemětřesením (zadaným časovým průběhem zrychlení) a odpovídajícím spektrem odezvy posunů je dán podle:
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kde :

· 
[image: image65.wmf]g
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  :  je zrychlení základů v závislosti na čase, 

· 
[image: image66.wmf]x

  :  součinitel útlumu

· T  :  perioda 
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Místo spektra odezvy posunů Sd  lze použít spektrum odezvy rychlosti Sv nebo spektrum odezvy zrychlení Sa.  Tato spektra spolu souvisí díky 
[image: image68.wmf]w
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1.8. Spektrální analýza

Chování konstrukce při zatížení zemětřesením lze popsat soustavou nerozložených diferenciálních  rovnic :
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Zohledníme, že díky zemětřesení bude mít každý bod konstrukce výchylku 
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kde :

· Yg  :  je výchylka základů, 

· Y  :  je celková výchylka hmoty 

· U  :  je relativní výchylka hmoty

Nyní můžeme přepsat [21] jako :
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kde se matice {1} používá k označení směru zemětřesení. Např. pro dvourozměrné konstrukce (tři stupně volnosti), kde zemětřesení působí ve směru osy x, je maticí posloupnost jako {1,0,0,1,0,0,1,0,0,…}.

Výsledná soustava nerozložených diferenciálních rovnic se zredukuje na soustavu rozložených diferenciálních rovnic pomocí transformace U = Z.Q, kde Z je podmnožina 
[image: image73.wmf]F

 (vlastní vektory) a Q je vektor, který je závislý na čase. Můžeme přepsat [22] do tvaru :
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Pokud provedeme zjednodušení, dostaneme soustavu rozložených diferenciálních rovnic:
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kde 
[image: image77.wmf]*

C

 je diagonální matice obsahující členy jako 
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Každá rovnice j má řešení ve tvaru :
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Pokud nás zajímají pouze maximální posuny, můžeme nahradit Sd ([18]), takže :
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a :
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kde 
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 je známé jako součinitel modální participace. 

1.9. Protokol o výpočtu

V protokolu o výpočtu lze nalézt některé mezivýsledky, které byly spočteny v průběhu výpočtu globálního účinku spektrálního zatížení. 

V této kapitole jsou popsány vzorce, které se používají pro stanovení těchto mezivýsledků.

1.9.1. Vlastní kruhová frekvence a vlastní tvar

Matice hmotnosti
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Vektor hmotnosti
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Vlastní kruhová frekvence tvaru j
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Normalizovaný vlastní tvar 
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Celková hmota v  k – tém směru 
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Spektrum odezvy zrychlení
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Směr
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Celkový počet směrů 

[image: image92.wmf]NK



1.9.2. Součinitel participace vlastního tvaru j ve směru k
Součinitel participace 
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Účinná hmota
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Poměr participace hmoty
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1.9.3. Součinitel tvaru pro  tvar j
Součinitel tvaru v k - tém směru 
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Celkový součinitel tvaru 
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1.9.4. Odezva pro vlastní tvar j
Posun
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Zrychlení
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Laterální síla v uzlu i pro směr k
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Smyková síla ve směru k
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Moment na překlopení v uzlu i pro směr k
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Moment na překlopení ve směru k
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1.10. Metody modálních kombinací

Metody modálních kombinací se používají pro výpočet odezvy R seismického výpočtu. Pojem „odezva“ (R) se vztahuje k výsledkům obdržených seismickou analýzou, např. posuny, rychlosti, zrychlení, síly a napětí na prutech. 

Protože rozkládáme diferenciální rovnice, dostáváme výsledek pro každý tvar j. Abychom dostali globální odezvu celé konstrukce Rtot, musíme zkombinovat jednotlivé modální odezvy R(j).

Metody modálních kombinací, které jsou použity v Nexisu: :

1) Metoda SRSS - (Square Root of Sum of Squares)
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2) Metoda CQC  (Complete Quadratic Combination)
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[image: image113.wmf]i
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  :  poměrný útlum pro tvar i a j.


3) Metoda MAX 
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Výpočet harmonického zatížení

1.11. Rovnice rovnováhy pro harmonické zatížení

Je-li konstrukce zatížena harmonickým (sinusoidálním) zatížením, dostaneme rovnici rovnováhy pro pohyb:


[image: image119.wmf])

sin(

t

F

X

K

X

C

X

M

×

×

=

×

+

×

+

×

·

·

·

w


[27]

To znamená, že může být zatížen jeden  nebo více uzlů konstrukce, ale frekvence všech musí být stejná a jsou vztaženy k 
[image: image120.wmf]w


Řešení, které nás zajímá, je částečné řešení popisující ustálený stav konstrukce, bez ohledu na počáteční podmínky a přechodové chování. 

Toto je rozdíl proti časové analýze, kdy řešíme přechodové stavy konstrukce a popř., je-li časová integrace dostatečně dlouhá,  se dostáváme k ustálenému chování. 

Řešení ustáleného stavu vede k sinusoidálnímu výsledku v každém uzlu s frekvecní rovnou působící frekvenci. Výsledné kmitání je ve fázi se zatížením podud C=0, a je ve fázovém posunu, pokud C<>0.

K řešení se dostaneme rozkladem diferenciálních rovnic a stanovením amplitudy harmonické odezvy.

Dodatky

1.12. Dodatek A : Tlumení

Tlumení je několik typů. Budeme se zabývat následujícími :

· Viskózní tlumení, které je charakterizováné poměrným tlumením nebo logaritmickým dekrementem

· Tuhostní a hmotnostní proporcionální tlumení nebo Rayleighovo tlumení

· Kombinované tlumení

1.12.1. Viskózní tlumení

Tlumení konstrukce má významný vliv na dynamické chování konstrukce. 

Na obrázku je volně kmitající tlumený systém.
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Rovnici rovnováhy lze zapsat ve tvaru:
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Možné řešení je jeden ze tvaru:
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Nahrazením  [a2] v [a1] dostaneme :
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To lze pak přepsat jako :
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kde :
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Možná řešení pro [a4] jsou :
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Nyní uvažujme následující stavy :
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To lze také zapsat jako :
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Podmínka 
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 se nazývá kritické tlumení.

Poměr 
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 se nazývá poměrné tlumení nebo relativní tlumení.

Pokud předpokládáme 
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, můžeme zapsat [a5] ve tvaru :
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Podmínky [a8] a [a9] lze zapsat jako:
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Když se podíváme na podmínky 
[image: image142.wmf]1
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 a 
[image: image143.wmf]1
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, vidíme, že toto řešení není harmonické. 

Jen za podmínky, kdy je 
[image: image144.wmf]1
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x

, dostáváme harmonické řešení.

Pokud zavedeme tlumenou úhlovou kruhovou frekvenci 
[image: image145.wmf]2
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, můžeme zapsat řešení pro [a1] ve tvaru :
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Logaritmikcý dekrement útlumu  je označen
[image: image147.wmf]d

 a je definován jako přirozený algoritmus poměru dvou následujících maximálních amplitud : 
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Tuhostní a hmotnostní proporcionální tlumení

Obecný způsob popisu tlumení předpokládá, že matice tlumení je proporcionální k maticím tuhohti a hmotnosti..  Nebo,
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Tento typ tlumení je označován jako Rayleighovo tlumení.

Poznámky:

Použití hmotnostního proporcionálního tlumení znamená existenci externích podepřených tlumičů, které jsou fyzicky nemožné pro základní způsoby podepření konstrukcí.

Použití tuhostně proporcionálního tlumení znamená, že tlumení narůstá pro vyšší tvary konstrukce, pro které není fyzické opodstatnění.

Proto je na většině konstrukcí obtížné ověřit Rayleighovo tlumení  Přesto se často používá pro zjištění výsledků numericky citlivých konstrukcí.

1.12.2. Složené tlumení

Pro konstrukce, které obsahují subkonstrukce s různými typy tlumení, lze získat matici složeného tlumení 
[image: image150.wmf]C

 příslušnou superpozicí matic tlumení 
[image: image151.wmf]i
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jednotlivých subkonstrukcí:
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kde :

· 
[image: image153.wmf]i

C

  :  matice tlumení subkonstrukce  i

· N  :  počet subkonstrukcí

Poměr tlumení vážený podle tuhostí 
[image: image154.wmf]i
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 se v tomto případě počítá podle:
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kde :


[image: image156.wmf][

]
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K
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 : matice tuhostí subkonstrukce i, v měřítku podle modálního poměru tlumení.

Jiný způsob popisu složeného tlumení je použitím elastické energie konstrukce::
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kde :

· 
[image: image158.wmf]x

  :  kritické tlumení uvažovaného vlastního tvaru

· 
[image: image159.wmf]E

  : elastická energie konstrukce,  spojená s modální deformací uvažovaného vlastního tvaru 

· 
[image: image160.wmf]N

  :  suma přes všechny subkonstrukce

· 
[image: image161.wmf]i

x

  :  kritické tlumení pro subkonstrukci i a pro uvažovaný vlastní tvar

· 
[image: image162.wmf]i

E

  :  elastická energie pro subkonstrukci i, s pojená s modálním posunem uvažovaného vlastního tvaru.

Tyto metody jsou také popsány v následujících normách zabývajících se seismicitou :

ASCE4-98
Seismic Analysis of Safety-Related Nuclear Structures and Commentary
par. 3.1.5  Modeling of damping
Formula (Eq. 3.1 – 8)

PS 92 (French code)
Décembre 1995
par. 6.2.3.4  Amortissement
Structures composites

1.12.3. Číselné hodnoty pro tlumení

A.  Některé hodnoty pro poměrné tlumení, které jsou navrhovány v EC 8 - Part 3 (ENV 1998-3:1993 – Annex B), jsou :

Materiál konstrukce 
Poměrné tlumení 
[image: image163.wmf]x



Ocelové prvky
1%  -  4%

Betonové prvky
2%  -  7%

Keramické obložení
1.5%  -  5%

Cihlová vyzdívka
3%  -  10%

B.  Jiné hodnoty pro poměrné tlumení, navrhované podle EC1 – Part 2.7 (ENV 1991 – Wind Actions, Annex 2.7.D, Part 4: Fundamental damping ration, se počítají následovně:

Základní ohybové tlumení 
[image: image164.wmf]d

 se stanoví podle :
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kde :

· 
[image: image166.wmf]ds

  :  základní konstrukční tlumení, 

· 
[image: image167.wmf]da

  :  základní aerodynamické tlumení

· 
[image: image168.wmf]dd

  :  základní tlumení od speciálních zařízení

Tlumení konstrukce se stanoví podle:


[image: image169.wmf]min
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kde :

· 
[image: image170.wmf]1

n

  :  základní ohybová frekvnce, 

· 
[image: image171.wmf]min

1

1

,

,

d

b

a

  :  parametery uvedné v Table 2.7.D.4.1 pro různé typy konstrukcí. 

Např. : pro ocelové budovy s první frekvencí kolem 3Hz je logaritmický dekrement: 0.045  x 3  +  0   =   0.135   ( >  0.05)

Tabulka 2.7.D.4.1 : Parametry 
[image: image172.wmf]1
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 a 
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Typ konstrukce

[image: image175.wmf]1
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[image: image176.wmf]1

b



[image: image177.wmf]min
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Železobetonové budovy
0.045
0.030
0.080

Ocelové budovy
0.045
0
0.050

Smíšené budovy : beton + ocel
0.080
0
0.080

Železobetonové věže
0.050
0
0.025

Příhradové ocelové věže
0
0.030
0

Železobetonové komíny
0.075
0
0.030

Předepjaté ocelové kabely
0
0.010
0

Nevyzděné svařované ocelové zásobníky
0
0.015
0

Ocelové zásobníky s jednou vyzdívkou nebo tepelnou izolací
0
0.025
0

Ocelové zásobníky s dvěma a více vyzdívkami
0
0.030
0

Ocel s cihlovou vyzdívkou
0
0.070
0

Dvojité zásobníky bez vyzdívky
0
0.015
0

Ocelový zásobník bez vyzdívky vyztužený táhly
0
0.040
0

Ocelové mosty
Svařované
0
0.020
0


Vysocepevostní šrouby
0
0.030
0


Standardní šrouby
0
0.050
0

Betonové mosty
Předepjaté bez trhlin
0
0.040
0


S trhlinami
0
0.100
0

Mostní kabely
Rovnoběžné kabely 
0
0.006
0


Spirálové kabely
0
0.020
0
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