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Uvod

1 Uvod

1.1 Cile

Ukolem pfedmdtu Statika II je zvlddnout feSen{ prutovgch konstrukei dals{
metodou, a to metodou deformacni. Jeji v¥znam pro feSeni rozsdhlejsich
staticky neurditych prutovych konstruke{ je nenahraditelny, nebot’ vtomto
ohledu nem# konkurenci v metode silové. Zdkladni prednosti deformadni
metody je piehlednost pfi maticovém zdpisu a rovnéZ moZnost jeji
algoritmizace.

Nadim cilem bude feSeni nosnych staticky neurdity¥ch prutovych stavebnich
konstrukef a z{skdni prubeht vnitinich sil i sloZek reakef jako prostfedek pro
jejich dimenzovén{ podle jednotliv§ch materidll.

1.2 Pozadované znalosti

Statika IT bezprostiedne navazuje na pfedmet Statika [. VyuZivi znalosti z{ska-
né v pfedmétu Zdklady stavebni mechaniky (zejména feSen{ prubeht vnitinich
sil), v pfedmétu PruZnost a pevnost i v pfedmétu Statika I (aplikace silové me-
tody je nezbytnd pro odvozen{ primirniho i sekunddrniho stavu). Studenti by
meli byt obezndmeni se zdkladnimi pojmy z maticové anal§zy.

Z matematického apardtu vyuZijeme zejména goniometrické funkce, vektorovy
a maticovy pocet i feSeni soustav linedrnich algebraick¥ch rovnic.

1.3  Doba potiebna ke studiu

Modul pfedstavuje rozdifeny pruvodce a obsahuje zdkladn{ litku probirancu
v priubehu téméf celého semestru. Doba potfebnd k nastudovani jednotlivych
kapitol ¢i odstavel se lisf od nékolika desitek minut aZ po hodiny. ZileZi ze-
jména na pfedchozi{ prupravé studenta ve vySe citovanych piedchdzejicich
predmeétech, ale i na obtiZnosti daného tématu. Potfebnd doba ke studiu ¢inf 50
aZ 60 hodin.

14 Kli¢ovaslova

mechanika, statika, sila, reakce, interakce, rovnovdha, poddajnost, tuhost, vek-
tor, matice, modul pruZnosti, momenty setrva¢nosti, transformace, prut, pruto-
vd soustava, nosnik, rim, piihradovi konstrukce
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Deformaéni metoda

2 Deformacéni metoda

Ve srovndn{ se silovou metodou probranou ve Statice [ je metoda deformacn{
neprimd, nebot se za nezndmé velidiny voli deformace (sloZzky pfemisténi) a
sestavuji se silové podminky rovnovdhy. Jako zdkladni soustava se voli pre-

tvdrné urditd soustava (nehybn4), vytvoren4 pridinim fiktivnich vazeb.

2.1 Vznik a vyvoj deformacni metody

Zdklady deformacni metody poloZil dinsk§ védec A. Ostenfeld, kter¢ v roce
1926 publikoval dilo ,,.Die Deformationsmethode®. Metoda predstavovala vel-
mi Géinny teoreticky ndstroj pro feSen{ sloZitych rdmovych soustav (vcetné
kloubtl). Vedlo to v3ak na feSeni rozsdhl¥ch soustav linedrnich algebraickych
rovnic, coZ tehdy byla stéZi prekonateln4 prekdzka.

Nutnost feSen{ soustav rovnic vynikajicim zptisobem odstranil americky profe-
sor Hardy Cross, kter¢ v roce 1929 v ¢lanku ,,Continuity as a Factor in Rein-
forced Concrete Design® publikoval metedu rozdélovani momenta pro rimo-
vé soustavy. Ke sprivnému feSeni se v3ak dospelo pouze urimi
s neposuvnymi styéniky. Jednd se v podstaté o iteraéni metodu fedeni soustavy
rovnic, pii niZ je jednotlivym kroktm iterace pfisouzen ndzorny fyzikiln{ vy-
znam. Pii feden{ se nepocditaji viechna pootoceni uzli soudasné, nybrz postupné
uvoliovdnim jednotlivych uzll, pfi¢emZ ostatn{ uzly jsou nehybné. Metoda je
pfiblizn4 a iterativnim postupem se dosahuje poZadované pfesnosti.

Pro rimy s posuvnymi styéniky rozsifil Crossovu metodu desky akademik
Vaclav Dasek tzv. metodou rozdélovani sil a momenti, kters se stala ve Cty-
ficatych a padesdtgch letech dvacatého stolet{ nejrozsifenéj$i metodou feSen{
ramovych soustav.

Renesance piivodni deformacni metody pfisla az s rozvojem samocinnych poci-
tacu (asi od Sedesdtych let dvacdtého stoletf}. Znacnou v¥hodou je piehledny a
jednoznaény postupu feSeni (algoritmus}. Zpocitku byla vice pouZivina zjed-
nodufena deformacni metoda, vhodnd zejména pro pravodhlé rimy. U této
varianty vedla zdvislost odpovidajicich posuvil vzl vzdjemne spojengch pruty
pii zanedbdn{ osové deformace prutil k podstatnému sniZeni poctu rovnic.

Praktické uplatnéni v poslednich desetiletich nachdzi metoda kone¢nych prv-
ki jako univerzédln{ metoda fefenf dloh mechaniky kontinua.

2.2  Vypoctovy model rovinného ramu

Vypoctovy model pfedstavuje idealizovany tvar rovinného rdmu, tvorfeny
stfednicemi prutll s pfisouzenymi prifezovymi charakteristikami a fyzikalnimi
vlastnostmi materidlu prutt. [dealizované jsou styky prutid, vngjs{ vazby a rov-
néz zatizen{ rimu.

Vzdjemné spojeni prutil soustavy v uzlech (stycnicich), viz obr. 10.1. Uzel
milZe b§t monoliticky (ramovy, tuh¥} nebo kloubovy (nerdimovy).
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(a)

m I

m m

I (c)
ml m=k

Obr. 10.1: Styéniky rovinné prutové soustavy

Podle zplisobu pfipojeni konet prutu k uzlim pak dostdvdme prut oboustranné
monoliticky pfipojeny, jednostranné kloubove pfipojeny a nebo cboustranné
kloubové pfipojeny. Styénik muZe byt volny (nepodepieny) nebo podepieny
(vizany). Volny styénik vykond pii deformaci v rovine xz (obr.10.2) tri slozky
premisténi u, w, @ (neboli parametry deformace), které piedstavuj{ tfi stupné
volnosti. Kladné sloZky posunut{ jsou ve sméru kladngch soutfadnicovych os a
kladné pootoceni je proti smeru pohybu hodinovych rudicek.

(a) U, x (b)
({I—————b-i—--—-r- \ - |

v

I_g_o_-ra

Obr. 10.2: T sloZky pFemisténi monolitického styéniku

Véechny konce prutl, jdouci do jednoho styéniku, maji stejné posuny.
U monolitického styéniku (obr. 10.2) jsou i vSechna pootoceni koncu pruti
stejnd. Prut kloubove pfipojeny do sty¢niku (obr. 10.3} m4d jiné pootoceni nez
monoliticky pfipojené pruty. U kloubového stycéniku (obr. 10.4) jsou pootoden{
konct jednotliv§ch prutii naprosto nezdvisld.

(pm | a=k i, x

e ] e o ey -
_ |
: »V : H'lrf .
Ny e | a' =kt Pab
— ;_:/i’:’__;— \'% v : ped #\/_-—
Puy = a A%
— Pd * P .
Obr. 10.3: Pripojeni prutu kioubem Obr. 10.4: Dvé sloZky premisténi
k monolitickému stycniku kloubového stycniku
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(a) (b) (c) , @ (e)
R Ree !
a a _u.\ a v Dlied 7 e
i A ! ﬁj a > I a x
) M\ M, N\
Re=R, 1} "
| R{J = Ra | Ra TR”: az
“y
w,=0 w,=0 u,=0 w,=0 u,=0,w,=0
H"ri:O (PHZO (.'od= O

Obr. 10.5: Vnéjsi vazby rovinné prutové soustavy

Vnéjsdi vazby mohou byt nepoddajné, poddajné ¢i jednostranné. Nepoddajné
(obr. 10.5) odebiraji uzlu odpovidajici stupne volnosti (vaZ{ sloZky piemisténi).

Tab. 10.1: Polet nezndmych parametrii deformace

o o Neznamé parametry deformace
Piipad pfipojeni | Schéma pfipojeni | Popis pripojeni r ; =
: . potet | druh
o — —
1 | —I— —I— monoliticky sty¢nik _ 3 HowW, @
S S SUNSS . O . : RS
2 ! —‘}'— | kloubovy sty¢nik i 2 u, w
| = 5 A | monoliticky styénik - .
2 | _l ’ —I<J| | podepieny kyvnym prutem - W ¥
Y e B i ik : T —
| _J _l ' kloubovy styénik podepieny . I i »
| [ PAY kyvnym prutem |
5 ! _Jm_ _I monoliticky sty&nik 1
i J ' A podepreny pevnym kloubem | 4
| N U S -
8 I q | monoliticky sty¢nik vetknuty 0 -
T | .J_ ' vetknuti | 0 . -
8 I l L neposuvny kloub i'l‘"‘ e | ¥
| A\ i i 2Pos . E'J o ¥
— — | A A I 3 . 0 = S S
' |
9 | “Iﬁ e R posuvny kloub i - ' s
.= = I° ! | u

2.3  Stupen piretvarné neurcitosti

Stupeii pretvirné neurditosti predstavuje celkovy pocet stupnu velnoesti rovin-
né prutové soustavy. Uddvd celkovy podet nezdvislych sloZek premisténi (pa-
rametril deformace} u, w, @ styénikll prutové soustavy a soucasné pocet rovnic
nezbytnych pro vyrefeni prutové soustavy. Lze ho urdit pomoci vztahu

np=3t+2k+p—p,, (10.6)

kde znadi ¢ podet monolitickych (tuhgch) sty¢nikil, £ podet kloubov§ch sty¢ni-
k1, p pocet jednoduch¢ch posuvngch podepieni (posuvny kloub, kyvny prut} a
Py podet vnejsich vazeb umisténych u styéniku (pfepoctenych na jednondsobné
vazby). Stupen pretvirné neurcitosti miZzeme rovneZ urcit rozborem jednotli-

-9 (70} -
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vych pripadu styéniku a pedpor (napi. podle tabulky 10.1). V této tabulce
jsou u piipadi 8 a 9 uvedeny dv¢ alternativy podle toho, zda uvaZujeme prut
oboustranné upnuty (alternativa 1), nebo jednostranné kloubove ukondeny do

podpory (alternativa 2).
P
/ v

d=k . 5
@
® (a) W (b)
k) c 1 k 3

a 3 b ® . : —
@

f 16 7
sl g A

Obr. 10.6: Vipoctovy model rovinné prutové soustavy

Jako priklad uvedme urden{ stupné pietvarné neurcitosti rdmu z obr. 10.6a.
UloZné podminky v podporich f, ¢ budeme hned respektovat. Do vztahu (10.6}
dosadime t =4 (uzly a, b, ¢, e), k= 1 (uzel d), p = G ap, = 1 (uzel ¢}, takZe

np=3-4+2-1+0-1=13.

Pro rozbor jednotlivych styénikil a podporovych bodl rozepiSeme jednotlivé
neznidmé parametry deformace. Uzel & md volné parametry u,, w,, @, uzel b
parametry uy, wy, @, uzel ¢ pouze w,, @, (vodorovny posun u, je vazdn kyv-
nym prutem}, uzel 4 pouze u , wy (spolecné pootodeni ¢; uzlu neexistuje) a
uzel e md velné parametry u,, w., ¢, tedy celkem n, = 13. Pfitom prut 3-7
(jdouci do podpory g) se uvaZoval jako jednostranné klouboveé pifipojeny
s pootoCenim ve skutecnosti @, # 0, ale uvaZovanym smluvni hednetou nulo-
vou ¢, = 0, nebot’ pfi uvaZovaném zpusobu pfipcjeni prutu 3-7 nelze pootoce-
nf @, uréit. Timte postupem jsme z{skali minimaln{ hednotu stupné pfetvirné
neurcitosti.

@] I

Obr. 10.7: Viiv previsiého konce na stycnik prutové soustavy
Stupen pretvirné neurcitosti mohou ovlivnit dal3{f faktory, napf. zptisob mode-
loviani previslého konce. Pievisly konec mizeme
¢ nahradit ekvivalentnim silov¢m dG¢inkem do sty¢éniku (cbr. 10.7),
* uvaZovat konzolu jako

— oboustranné monoliticky ukondeny prut a pridat parametry up,
Wh, @,
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— jednostranné klouboveé ukondeny prut na volném konci a pfidat

neznidmé parametry up, wp, pii¢emZz pootodeni ¢, bude mit
smluvni nulovou hodnotu.

2.4 Podstata deformaéni metody

Struéné miZeme podstatu obecné deformacéni metody vystihnout tak, Ze pro
kazd¢ uvolnény uzel a podporovy bod sestavime pifslusné globdlni statické
podminky rovnovihy. Ve vysledném tvaru je musime vyjadiit pomoci nezni-
mych veli¢in — globdlnich parametrti deformace u, w, @ jednotlivgch uzl. Sily
puscbici na styéniky vySetiujeme jako koncové sily prutu, nejvfhodnéji
v lokdln{ soutradnicové soustave prutu pomoci lokélnich parametrii deformace.
Vazbu mezi lokdlnimi a globalnimi veli¢inami (silami i deformacemi) zpro-
stiedkuji transformacni{ vztahy.

Vysvétleni podstaty deformacni metody provedeme ve skaldrnim tvaru. Pro
vlastn{ feSeni pak bude v§hodnéjsi a pifehlednéjsi maticovd forma zédpisu.

2.5 Obecna deformadéni metoda ve skalarnim tvaru

Po pfiloZeni zatiZen{ se prutov4 soustava pruzné zdeformuje (styéniky se posu-
nou a pootodi) a soustava se ustdli v rovnoviZzném stavu. Pfitom obvykle zane-
dbdvame mal¥ vliv poscuvajicich sil na pietvofeni. Deformaci prutu (obr. 10.8)
ovliviiuje jednak zatiZenf prutu (oznacime jako primdrni stav) a pruind piemis-
téni konet pruth prostiednictvim uzli (oznacime jako sekunddrni stav).

(a) FYvvyvy

al -7

Obr. 10.8: Deformace prutu a—b pruiné upnutého do styénikii a, b
V monolitickém uzlu (cbr. 10.9) sestavime tfi statické podminky rovnovihy

ZFx:[}, ZFz:[}, ZM}J:[}, (10.4)
v kloubovém uzlu (obr. 10.10) pak dvé statické podminky rovnovihy

ZFx:[}, ZFz:[}. (10.5)

d d
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&)

Obr. 11.1: Slozky interakcei a uzlové zatiZeni monolitického uziu
2.5.1 Tlustrativni obecné eseny priklad

Postup feden{ rovinného rdmu deformadéni metodou ve skaldrnim tvaru ukiZe-
me na obecné fefeném prikladu jednoduchého kosodhlého rdmu (obr. 11.2).
Pietvarné neurdité veliciny (pfi uvdZen{ dloZnych podminek) jsou uy, wi, @ a
iy, wa, ¢, takZe stupen pfetvirné neurcitosti n, = 6.

}'d.( d -— — - — .- -
de 1 E
" Z,
X:m l 9 g
N
Xn’a
———
z! s
Y

Obr. 10.10: Slotky interakei v kKloubovém uzlu

Podminky rovnovihy v uzlech 1 a 2 (obr. 11.2b} vyjddifme pomoci globalnich
koncovych sil X, Z, 5, M, ve tvaru

S F,,=0:-X,,-X,=0
SF, =0:-Z,-Z,=0
SM, =0:-M,,-M_ =0

S F,,=0:-X, ~X,,=0

SN F,=0:~Z, ~Z, +F,=0
M, =0:-M, ~M,, =0

(11.1)

Koncové sily na prutech uréfme nejsnadnéji v jednotlivych lekalnich sourad-
nicovych soustavach x, 7 . Pro sestaveni podminek rovnovéhy (11.1) je proto
nutné provést geometrickou transformaci (obr. 11.3) a lokéln{ koncové sily
prevést do globalnich koncovch sil pomoci vztahii

~12(70) -
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X =X"cosy+ Z*COS[?“F%] =X"cosy—Z siny
(11.2)
Z= X*SiH}/-FZ*SiH[}/-F%]: X'siny—Z"cosy
X3.4 M:l__4
M‘J:

b /
A\ V24
\ /

L2
N
A
Xy

Obr. 11.2: Globdlni (b} a lokdlni (¢) interakce na prutech a v uzlech

Z'siny , X X'cosy X
gl g B
)
Y/
o e . -
¥ i N
Z'cosy e

Obr. 11.3: Transformace koncovych sil
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Podminky rovnovahy (11.1), vyjidiené v lekalnich koncovych silach pomoci
(11.2), pak nabudou tvar

+ + . # # .
XL2 COS Y, — ZLZ siny, ,+ XL3 COS Y 5 — ZL3 siny, ;= G
X:z sin Vot Z; COS Y, + X; sin Vst 2:3 COS Y5 = G
M; + M:a =0
. . . . (11.3)
X, c08¥,—Zysiny ,+X,,c08¥,,—Z,,siny,, =0
# . # # . +
Xz,1 siny, , + ngI cosy, ,+ X2,4 siny,, + Zl4 Cosy,, = 0
# #
M, +M,, =0

Lokdlni koncové sily X, Z M=Mv (11.3) je nutné vyjadrit pomoc{ nezn4-
mych geometrickgch velidin, tj. globdlnich parametrii deformace uy, wy, @i,

My, Wa, ¢h.
2.5.2 Vyjadreni koncovych sil pomoci parametru deformace

UvaZujme prizmaticky prut (konstantniho prufezu} oboustranilé Eruiné upnu-
ty do sty¢nikl, umistény v lokdln{ souradnicové soustavé x, z (obr. 10.8).
Nezivisle na scbé miZzeme vySetfit dva stavy, a to osové naméihdni a pri¢né
naméihdni. Kazd¢ zptisob namé4h4n{ pfitom rozloZime na stav

¢ primarni (ozna¢ime pruhem) od daného silového zatiZeni pfi nehyb-
nosti rimové soustavy, tj. pfi neposuvnosti koncovych bodil prutu,

¢ sekundarni {oznac¢ime stifS8kou) od pfisluinych pruZzngch zmén prutu
(jako vliv deformacniho zatiZen{ puscbiciho v koneich prutu).

Uplatnénim principu superpozice pak ziskime vysledny stav.
MU;!

Obr. 11.4: Globdlni parametry deformaci a lokdini koncové sily prutu

Osové namahani vyvold koncové osové sily, a to primdrni koncové sily
X, X, odosového silového zat{Zen{ (fedfme silovou metodou, b&Zné pifpady

lze najit vtabulkéch) a sekundérni koncové sily X', X. od osové dilatace

ha
prutu. V¢sledné lokalni koncové osové sily vyjadiené pomoci lokalnich para-
metru deformace jsou

EA,

JE—)
X:b:Xab— (u:_u:)s

ah
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EA,

X = X+ oot () — 'y (11.6)

ah
Pri¢né namahani vyvold pii¢né koncové sily a koncové momenty, a to pri-
marni koncové silly M ,, M, ,Z", Z, (fefime silovou metodou, b&Zné pifpady
lze najit vtabulkdch) a sekundarni koncové sily od koncov§ch posunuti
w,w, a koncovych pootodeni @,,,. Sekunddrni momentové slozky fed{me
silovou metodou pro deformadni zatiZeni a sekundédrni piiéné sily ziskime
uplatnénim podminek rovnovihy pro sekunddrni momentové slozky. Vysledné

lokalni koncové sily vyjadiené pomoci lokalnich parametrti deformace pak
jsou ddny vyrazy

M. — Moo+ 2‘?“*’ [2@ +@, -3 w“z_ w*’]

ah a2h

M. =M. +—2‘;H“*’ [c;va +2¢, -3 W“E_ W*’]

a2h ah

(11.9)
. =+ OFI W —w
Z,=Zw+ E;b[;aﬁ@b—z QE *’J

ah ah

7! =7 +—6E;I“*’ [c;va +c;ab—2w“_w*’]
'Ea,b 'Ea,b
2.5.3 Vyjadieni lokalnich koncovych sil pomoci globalnich pa-
rametru deformace

Lokdln{ sloZky posunut{ {obr. 11.5) w,w vyjddifme pomoci globdlnich sloZzek
u, w, pifsludnych celé fefené soustave, pomoc{ vyrazi

u' =ucosy+wsiny, w =-—usiny+wcosy (11.10)

u' I~
\7
/

//w°

A 4

Obr. 11.5: Transformace sloZek posunuiti

Vztahy (11.6) a (11.9) pak nabudou tvar

-E*;'Aab [(ub - ua,) Ccos ?/a,b + (wb - wa,) Sin ?/a,b]
ah

.
*
X&b:Xa,b_

Z:b = z:b - 6?};5 {‘;Da + @, _%[(ub —u,siny,, —(w, —w,jcosy,, }
ah ah
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. = 2EI 3 ‘
M, =Ma+ / = {2@; + 9, _E_[(”'b —u, )siny,, —{(w,—w,)cos %b]}

ah a2h

X:a. = f;’ + EA&E, [(ub - ua,) Ccos ?/a,b + (wb - wa,) Sin ?/a,b]
ah

Z;;, = E:a + %{@a + ‘;Db _%[(ub - ua,)s‘in ?/a,b _(wb o w&)COS ?/a,b }
ah

ah

ah ah

ML =ML 2 {sva 20, = [, ~u)sin 7, ~(w, ~w, ) cos nb]} (11.11)

2,54 Lokalni koncové sily kloubové piipojeného prutu

UvaZujme prizmatick§ prut (konstantniho prifezu) pravostranné kleubové
pripojeny ke sty¢niku, umistény v lokdlni scufadnicové soustaveé x*, z* (obr.
16.7). Obdobnym postupem jako v odst. 2.4.3 ziskdme lokdln{ koncové sily

EA,

X;b = Y;‘B - E [(ub _ua)cosya:b + (Wb - Wa)SiH %zb]

ab

z, =7l {% Lty —u,ysin g, — G, —w,ycosy, ]}

Ejb Eab

M =TT+ 200 {% ~ g, —wysin g, — 0w, — w)cos, ]}(11.12)
ab ab
X; =Xp+ EAy,
L

[(“5 —u, yCosy, +(w, —w }siny, ]

R 3ET 1 .
Zyy=Ziba+ 2 = {% - _[(“b —u, }siny, — (w, —w,)cosy, ]}

ab Eab
2.5.5 TIlustrativni obecné ieSeny piiklad — pokracovani

Dald postup fefeni ukdZeme na diive obecné fefeném prikladu jednoduchého
kosotdhlého rdmu z obr. 11.2. Do podminky rovnovihy (11.3) dosadime kon-
krétni obecné vyrazy pro lokdlni koncové sily vyjadiené pomoci globélnich
parametri deformace, a to ze vztaht (11.11) wréime X.,,Z M/,

X, 20, M., XL, 7, M, azvyrazi (11.12) pak X}, Z; M., .

2 =12 2 PR 2

V¥slednou soustavu rovnic vyjadienou v nezndmygch globdlnich parametrech
deformace lze v obecném tvaru zapsat piehledné do tabulky 11.1.
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)

sin ¥ ;

COS Y j, Siy

(ciy

Tyl Vig - Tlg __.N.m.l

Tlgliy g TiplTy

Tab. 11.1: Obecny tvar soustavy rovnic kosoithlého rdmu 7 obr. 11.2a

“lw+Elw)-

AnawAg

£y £,
2 -
.z

P | Tla 1 | |
- 5 - Y -

g m._N.T Ul N._N+

$ 50y ,..._m‘r Ty ﬂ._\lgn.

Ty Ty

BUBLIS BARI]
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Otdzky
1. V¥znam globdlni a lok4ln{ soufadnicové soustavy pri feseni prutové kon-
strukce.

2. Které velidiny se vol{ za nezndmé a jaké podminky se k tomu vyuZivaji?

V¢znam koncovych sil {interakci pro fefeni konstrukei deformadni me-
todou.

4. Vyj4adren{ koncovgch sil u prutu.
5. V¥znam primérnich a sekundérnich sloZek koncovych sil.
6.  Vvhody a nevfhody skaldrni formy.

Shrnuti

Sezndmili jsme se s principem obecné deformadéni metody. Ukdzali jsme si, jak
se vytvorf{ v¥poctovy model prutové konstrukce a stanovi podet stupil volnos-
ti, tj. pocet neznamgch sloZek premisténi a soucasné i pocet rovnic. Ve skaldr-
nim tvaru jsme v jednotlivych krocich sledovali pfevedeni cbecné zapsangch
podminek rovnovihy v uzlu do tvaru rozepsaného v globdlnich slozkich pie-
misténi.

Skaldrn{ tvar je vhodn¥ pouze k objasnéni podstaty metody, pro praktické fese-
ni ¢i algoritmizaci je v8ak mdlo pouZitelny. V dal3{ kapitole probereme matico-
vou formu obecné deformacdni metody, pouZitelnou zejména ve spojeni
s v§podetni technikou.
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3 Maticova forma obecné deformacni metody

Pro kazd§ prut prutové soustavy je k sestaveni podminek rovnovihy ve sty¢ni-
cich potfebné vyjadiit globalni koncové sily pomoci globalnich parametri

deformace prutu (3 sloZzky v kaZzdém uzlu). V¥hodné bude posléze provést ana-
I¥zu na prutu v lokilni souradnicové soustavé a pak pomoci geometrické trans-
formace prevést do globilnich sloZek.

3.1 Analyza prutu

UvaZujme obecne $ikmy prut (obr. 11.6a) oboustranné monoliticky pfipojeny
do sty¢nikl s obecnym tvarem stfednice a s obecnym zatiZenim.

b

(a)
L, W Py

"w}.-u

'
a

Obr. 11.6: Analyza oboustranné monoliticky pripojeného prutu

Po uvolnéni prutu ze styénfktl pisobi na jeho koncich (obr. 11.6b) celkem Sest
globdlnich sloZek koncovych sil (interakef). Ty muZeme vyjddfit samostatné
pro dokonale upnut§ prut od vlivu daného silového zatiZeni (cbr. 11.6¢)}, tzv.
primarni stav, v némZ vzniknou primérni koncové sily, a od vlivu pisobeni
nezndmych uzlovgch deformaci (obr. 11.6d) pii pfemistén{ jednotlivich uzli a
tedy i koncovgch bodl prutu, tzv. sekundarni stav, v némZ vzniknou sekun-
ddrn{ koncové sily.

Primérn{ koncové sily zdvis{ na konkrétnim daném zatiZeni, takZe je nemuze-
me bliZe specifikovat. Sekundirn{ koncové sily vyjadiime (aplikaci principu
superpozice a Gimérnosti} jako linedrn{ funkce globdlnich parametrii deformace
u, w, @. Superpozici primdrniho a sekunddrniho stavu ziskime vysledné glo-
balni koncové sily
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X = Xat+ku, +kow, + k@, + ko, + kaw, + k9,
L, =Laptkopt, +kpgw, + k@, + ko, + kosw, + k0,0,

b

b = Xbat kot +kow, + k@, + kg, +kom, + k0,

Xy Xoa+ kst + koW, + Ky @, + ksytty + kosw, + ks @,
Xy, = Xsat ket + koW, + Ky @, + kgt + kgswy, + ke
kde k; (i, j =1, ..., 6) jsou tuhostni souéinitele (konstanty dme&rnosti}.

Maticové zapiSeme vyrazy (11.19) obecné platngym vztahem, platny¥m pro prut
zcela obecného tvaru

R, =Ru+k,r,, (11.20
kde znadf sloupcovy vektor vyslednych globalnich koncovych sil prutu ab
R :{XabszabsMabsXbaszbasMba}Ts (11.21)
sloupcovy vektor primarnich globalnich koncovych sil prutu ab
Ro ={Xw,Z5, M, Xva, Zsa, Mua} (11.22)
¢tvercovou globalni matici tuhosti prutu ab
_ki 1 k[Z k[ 3 k14 k[ﬁ k[é
kZI kZZ k23 k24 kZﬁ k%
k _ k31 k32 k33 k34 k35 k% (11 23)
ab '
k41 k42 k43 k44 k45 k46
kﬁ[ kﬁZ k53 k54 kﬁﬁ kﬁé
_kéi kéZ k63 k64 kéﬁ kéé |

a sloupcovy vektor globalnich parametru deformace prutu ab

T, =i, W, @1, w, 0, ] . (11.24)

Piimé urceni globédlniho vektoru (11.22) a globdlni matice (11.23) cbecnd
umisténého prutu je obtiznéjsi. Jednoduseji se realizuje v lokalni souradnico-
vé soustavé x 7 .

3.2 Analyza piimého prutu v lokalni souiadnicové
soustavé

Pro obecné Sikmy prut umistény v globalni soustavé xz zvolime poditek a pru-
tu, ¢fmZ je definovdna lokéln{ soufadnicovd soustava x*z* (obr. 11.7). Oriento-
vany tdhel ¥, odméfujeme po sméru chodu hodinovy§ch rudicek od kladné glo-
balnf osy x ke kladné lokdln{ ose x*.
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Obr. 11.7: Orientace prutu

Pro pruty ruzné pripejené se v lokdln{ soufadnicové soustave odvodi
— prvky lokdlntho primdrniho vektoru a
— prvky lokdln{ matice tuhosti.

Ziskime je feSenim jednoduchého staticky neurc¢itého nosniku silovou meto-
dou. Jako zdkladni soustavu v silové metodé volime prosty nosnik. Uréime
zakladni deformacni souéinitele prutu (miry poddajnosti prutu), a to

¢ odsilového zatiZen{
— osového, je to koncov4 osovd dilatace g,
— pti¢ného, coZ jsou koncov4 pootodeni @, @,

¢ od jednotkovych koncovych déinkt (deformacni zatiZeni), které vyja-
diuji pietvarné vlastnosti prutu (uvaZujeme je v absolutn{ hodnoté)

— koncovi osov4 dilatace 8¢,
— koncovi pootodeni ¢ , & , f.

Zdkladn{ deformadéni soucinitele uréime napf. z Maxwellova-Mohrova vztahu.
Postupné vySetfime obecné piipady neprizmatického prutu

— oboustranné monoliticky pfipojeného
— jednostranné kloubove ptipojeného
— oboustranné kloubove pfipojeného

Zjednodusime pak na piipady prizmatického prutu rizné piipojeného.
3.2.1 Prut oboustranné monoliticky piipojeny

Priméarni stav uréime pro prut na obou koncich nehybné upnuty§, prfiemz na
prut pisobi dané silové zatiZeni. Zdkladn{ pretvdrne urcity pifpad je tfikrdt sta-
ticky neur¢ity a redi se silovou metodou (3 pretvarné podminky a 3 podminky
rovnovihy). Koncové sily (interakce) pak tvoif lokalni primarni vektor (lisici
se podle druhu zatiZeni)

R,=x.722. M ,X., 2. M. J. (11.25)

ab? Tab? ab?
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Prvky wvektoru (11.25) pfedstavuji lokdlni primédrni koncové osové sily
X, X, , primédrn{ koncové piiéné sfly Z,,Z, a primédrn{ koncové momenty

M., M, . Regeni sloZek koncovych sil provedeme silovou metodou.

ab?
Pro osové zatiZzeni uplatnénim prisludné pretvarné podminky vychdz{

Xbo= —% (11.27)

1
a ze silové podminky rovnovihy pak ziskdme
X--Xn-R-2_R (11.30)
&
Pro pri¢né zatiZeni sestavime dveé pietvirné podminky, jejichZ obecné fedeni
je

WM = P Oy — PoB

b 2
ba ab ﬁ (1 1 29)
M. = ‘;Dabﬁ B
aba b ﬁz
a ze dvou momentov§ch podminek rovnovihy dostaneme
T =75~ AM, Zia=7,,+AM (11.31)

kde Z’ ZM predstavuji svislé slozky reakef zdkladni soustavy (prostého

ab0?

nosniku} a dile plati pro momentovy doplnék

AM _—(MmM D= (““'3)% (“agﬂg)% (1132)
B
Priméarni vektor oboustranné dokonale upnutého prutu obecné proménného
prufezu pak m4 tvar

T —= (5
ab - R
0,
?4-. Z* _(abn +f3) (p(.rb _(aub +ﬁ)(pha
= abh ab,0 (@ o — ﬁ 2 )1
e B 2 e L
ab 2
R = b, = a (:babu ﬁ
ab P (50
Xba a
=* Z* (U.' ba ot tB) (pub = (C{ ab * ﬁ) {p bt
‘{}m ba, 0 + 2 o
(a [I!Jabu - ﬁ )[
M* lpgbﬁ - (lo_bc_ranb
ba 2
b | Gt = (11.33)
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! 1. stav .
(a) ks = ks 1=0
—— " gl
1 / '_lkn ’ \ .
ar a'ikt . bi " 41
2= k=0
L *
2. stav ke

k :0 *
12 lkﬂ
© i 3. stav
c) k P ’
. 33 v km
N T S )
a” |\ ~r b
kta— i * * : k-:_%“_‘o
= i 6 |
(d) kyy=0 4. stav kes=0
TN R
¥y a 4 b Ky
kig 1. . 1 b
+k24-—-0 ;’654—0 J’ I
. i
(e) kis 5. stav
e 4 ~65
k=0 - , :
. -‘l("p HH‘F“”‘::_:« (-;-b\’
25 ¥ o 0 A
b k:\ l kys=0
(f) k:(‘ 0. slav "
7 kfi(\
— —} 2 @_p.
k=0 | N 1 [kie=0
26 = __'-.qu/ k;ﬁ

Obr. 11.12: Jednotkové deformacni stavy oboustranné monoliticky pripojeného prutu

Sekundarni stav vySetfujeme pro prut nezatiZeny, jehoZ konciim se postupné
udéluji lokdln{ deformace (ve smyslu lokélnich sloZek parametrii deformace)

v, ={u, W, u,w,ef . (11.34)

To vyvold sekunddrn{ koncové sily. Udelime-li jednotkové deformace (obr.
11.12}, 1ze koncové sily sestavit do matice

k0 0 ki 0 0]

0 k, k, 0 k. k

il

*

0 k, k, O Lk

k:b — . 32 EE] . k]ﬁ il , (1 1'37)
K0 0 K, 0 0
0 kﬁ*ﬁ kﬁ*ﬂ 0 kﬁ*ﬁ kﬁ*ﬁ

0 k. k, O k. k,

L 42 43 43 44 _|
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kterd predstavuje lokalni matici tuhosti oboustranné upnutého prutu. Nulové
prvky vmatici (11.37) jsou disledkem nezédvislého vlivu osov§ch posunu
u,,u, a pri¢nych posunit w,, w, s pootofenimi ¢., @, .

UkaZme si odvozeni prvki lokalni matice tuhoesti cboustranng upnutého pru-
tu. Uvolnénému prutu postupné udélime jednotkové velikosti lokdlnich para-
metrii deformace {obr. 11.12}. Silovou metodou postupné vySetiime Sest de-
formacnich stavi, jimiZ jsou vyvolané lokdlni sekunddrni koncové sily (ruz-
n¢ch fyzikdlnich rozméri}.

Prvni deformaéni stav (. = 1) vede na pietvdrnou podminku, z ni% plyne

¢ 1
ki, = E (11.39)
Ze silové podminky rovnovihy pak uréime
+ + 1
Ky =—ky :_E (11.40}

Druhy deformacéni stav (w’ = 1) vede k prutové vychylce. Refenim pretvar-
n¢ch podminek ziskdime

alfm +ﬁ ” (’{uh +ﬁ
kyp =— a2y, ) 62 T 2
(a ab % ba _ﬁ ) {auhabu —6 ){ (11 43)
a z rovnovihy pak
. . 1 e . G Ty, +28
kyy = —ks, :_f(kﬁz Ehg )=t
(@ @y, =B (11.44)
Treti deformaéni stav (@ = 1) vede na pietvarné podminky, jejichZ fefenim
dostaneme
* a e - ﬁ
k'“:a 2 : _ﬁz’ km:a = _ﬁz
ab*™ ba ab ™ ba (]_]_.46)
a zrovnovihy
* * ] o * a 2l + ﬁ
kg = —ksy = = (kg3 +ke3) = _(#ﬁ
a =
ab™ ba (1147)

Ctvrty az Sesty deformacni stav fed{me analogicky.

Lokalni matice tuhosti oboustranné upnutého prutu obecne promeénného pru-
fezu m4 tvar
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L 0 0
61
@ i & +2ﬁ L pa +ﬁ
0 2 Dl
DI
0 abﬂ +ﬁ (1&
e o
— 0 0
l’jl
arrb + ahcr + ?'ﬁ aba + B
0 2
DI’ Dl
0 @ + ﬁ ﬁ
L Dl D

kde hodnota determinantu je

D= aw G- B
Matice tuhosti (11.48) je symetrickd (dusledek Bettiho véty) a je tvofena sedmi
riznymi prvky, vyjidfenymi pomoci deformacnich soucinitelt &, @, g, 5

a délkou /.

I ~
—— 0 0
(jl
0 .ub +abﬂ +2ﬁ u i +ﬁ
B DI’ DI
[#4 t
0 ba ﬁ E
———ee bt D
S 0 0
6]
0 @ o + @ py +2ﬁ @ +ﬁ
DI’ DI
0 aub +ﬁ %
b D J(11.48)
(11.49)

3.2.2 Prut pravostranné kloubové pripojeny

Primdrn{ stav se fed na levostranné vetknutém a pravostranne kloubové uloZe-
ném nosniku a sekunddrni stav na pravostranne kloubové ukonceném prutu
podobné jako v odst. 3.2.1.

Primarni vektor pravostranné kloubove pfipojeného prutu obecné proménné-

ho prifezu m4 tvar

.

ab —

(11.54)

Lokalni matice tuhosti pravostranne kloubove pfipojeného prutu obecné pro-

meénného prifezu je
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_ | -
i— 0 0 | — -l— 0 0
5, o,
0 1 ~ - = 1@ = g
a afr !’ B o b I | o wly [ i
|
) o -+ 1 14 L g
k ab | ! ( ’Lnﬁ_ !__ - _a_:_ﬁ?__ _: _____ . *f’_!_ —
» ,.\1_ 0 B 1 0 0
0[ | 1’5]
i et o | B e
a h ! & ab f r u h [
|

3.2.3 Prut oboustranné kloubové piipojeny

Podobné uréime pro prut oboustranng kloubove pfipojeny primarni vektor

X:b -6-[""—R
0,
Zuh Zﬂb.@
R _ ol _J o
ab — g oz aﬂ
Xb:r _5;
Z;u Zbr:f.o
0 0 (11.66)
a lokalni matice tuhosti
(1 0 0:—1 0 O]
0 0 0:0 00
K o 110 0010 00
@5 =1 0011 00
0 00/0 00
(0 0 0!0 0 0 (11.68)

U pithradové konstrukce s pouze styénikovym zatiZen{m pak je R], =0.

3.3  Prutkonstantniho praiezu

V odst. 3.2 byly odvozeny primdrni vektory (11.33), (11.54), (11.66) a lokAln{
matice tuhosti (11.48), (11.62), (11.68). Plati pro pruty rizn¥m zplscbem
upnuté s checné proménnym prurezem. Jsou vyjidieny pomoci zdkladnich

deformacnich soucinitela &, o, &g, B prostého nosniku (v absolutni hod-
noté) a soudiniteltl &, @, @ a veliin R, Z,, ., Z, , od daného silového zati-

Zeni prostého nosniku.

Prizmaticky prut (prut konstantntho prifezu, prut stdlého prifezu, prut ne-
proménného prifezuy md A = konst. a I = konst. Podle principu virtudlnich
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praci (Maxwellova-Mohrova vztahu) fe$ime deformacdn{ soucinitele jako pre-
tvofen{ zdkladn{ soustavy (prostého nosniku}. Pro osovou poddajnost plati

[

= 11.69
A (11.69)
a pro chybovou poddajnost (zdkladni deformacdni Ghly) je
! o 1
o, =0, =0=—, =—=—, 11.70
oo 3ET p 2 6EI (1170

Pomoci nich miZzeme sestavit pfimo pouZitelné tvary lokdlnich matic tuhosti
prutu konstantniho prafezu, viz tabulka 11.3.

Dile pomoci (11.69) a (11.70) vyjadiime dpravou vztaht (11.30) a (11.27)
osové koncové sily a z v§razl (11.29) koncové momenty cboustranneé monoli-
ticky pfipojeného prutu; obdobné i pravostranné kloubove pfipojeného prutu.
Takto upravené vztahy v8ak obsahujf soudinitele &, @, ¢, zdvislé na kon-
krétnim daném stlovém zatiZeni. Napiiklad pro plné spojité rovnomérné zati-
Zeni plsobici po stfednici prutu (rozloZené na osové n = konst. a pricné g =
konst.) ziskime

1 nl*
a dile
1 gl
= =, 11.75
D, =P, A E ( )
R=ni, Z:b)o = Z;)G = —%qi. (11.76)

Pomoci nich sestavime psimo pouZitelné tvary primarnich vektorii koncovych
sil prutu konstantniho prirezu, viz tabulka 11.2.

Velmi ¢asto vyuZivime tabulky primarnich momentua (event. i reakci nebo
posouvajicich sil) oboustranné ¢i jednostranné dokonale vetknutého nosniku
konstantniho prifezu (napf. tabulky 14.1¢ a 14.11 na str. 416 — 420 ucebnice
[1]}. Obvykle je nutné prizpiisobit tabelarni vyrazy konvenci pouZité pii feSen{
obecnou deformaéni metedou.

34 Geomefricka transformace do globalni soustavy

Pruty v prutové soustave jsou uspoiddany zcela libovelné. S v¥hodou se vySet-
fuji vlokalnich soufadnicov§ch soustavdch. Parametry deformace (slozky

pfemistén{ u, w, @) jsou globalni pro celou feSenou konstrukei (obr. 11.20).
Proto je nutné pouZit geometrickou transformaci.

Prutu ab piisludi vektor globalnich parametru deformace

T, =i, W, @10, W, 0,) (11.90)

Vzdjemny preved parametrii deformace zndzorfiuje obr. 11.5. Plati vztahy
(11.10} a opacné je
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w=1u cosy—wsiny, w=u siny+w cosy, (11.91)
pri¢emz
P=¢. (11.92)

Obr. 11.20: Globdlni a lokdlni parametry prutu

Podle (11.10} a (11.92) 1ze transformaci zapsat maticoveé
r,=T,r, (11.93)

Transformaéni matice T, definuje geometrickou zévislost lokdinich sloZek
na globdlnich, takze

[ cosy, siny, O 0 0 0

—-siny, cosy, O 0 0 0

¢ ¢ 1 ¢ ¢ ¢
T, = ‘ (11.94)

0 0 0 cosy, siny, O

0 0 0 —siny, cosy, O

|0 ¢ ¢ ¢ ¢ 1
Podle vztahi1 (11.91) a (11.92) plati obrdcen¢

r,=T v, =Tr,. (11.95)

Rovnézplati T =T,, T, T, =E.

ah Tab

ﬁspornéjéf zdpis (11.94) miZeme provést pomoci submatic, takZe plati

t, O £ 0
T,=|" | To=|" _ (11.96)
0 ¢, 0 t,
cosy, siny, 0
t, =|—siny, cosy, O (11.97)
¢ ¢ 1

V numerickych vypoétech rovnéZ vyuZijeme vztahy

s:sin}{zb:Zb;Z“‘,c:cos;/ab:xb;x‘z (11.98)

=[x —x) + (2, —2,)° (11.99)
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ES
i
a H,C+w.s
ES
W, —u, 5+ wce
ES
+ _ ‘;Da _ _ ‘;Da
R I T (11.100)
U, i,C+ W5
w; — U, 5+ w,c
ES
@, @,

3.4.1 Transformace pro slozky koncovych sil

Vektor v¢slednych lokélnich koncov¥ch sil, ziskan§ pfi anal§ze prutu, m4 tvar

R, ={X,,Z,.M},.X,, 7, M} (11.101)
Analogicky ke vztahtm (11.93) a (11.95) plat{

R, =T,R, (11.102)

R, =T,R,=T,R;,. (11.103)

Pfitom pro momentové slozky platf M = M". Obdobné i pro sekund4rn{ vektory
R,=TLR, =T k,r, =Tk, T,r, =k,r,, (11.104)
kde k. je globalni matice tuhosti prutu
k,=Tk,T,. (11.105)

Globdlni matice tuhosti prigmatickych prutti jsou explicitné vyjidieny
v tabulce 11.4. V numerick§ch v§poctech miiZeme vyjadiit globdlni primérn{
vektor vztahem

X Xusc — Zus
Zab X s+ Zac
_ M — M.
Ro=1{. t=TiRs=4 (11.106)
Xba XpaC — Las
%a Y;as + Zzac
Mba Hz

Pro vydisleni globdln{ matice tuhosti oboustranng upnutého prutu (tab. 11.4{a}))
je vhodné pfedem vypoditat koeficienty

K ~EA g 1B, K[@@] K, - SFL
I 2 i r I

K, :ESQ-FleICQ; KSZEC’ K :Es Ki’:& (11.145)
[ r I [ 2

a pro prut jednostranne klouboveé ukondceny (tab. 11.4(b}) koeficienty
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KI:E62+3€ISE’ K, = E_&?I s, K3:3_€Is,
I [ z
K4:%Sg+3§102, Kﬁj‘%a Kﬁ:¥ (11.146)

3.4.2 Transformace u pravoiihlych ramu

V téchto pifpadech se transformace podstatné zjednodusi. Transformaéni mati-
ce Ty (11.94) resp. tp (11.97) obsahuje jen hodnoty 0, 1 a —1. Vodorevny
prut ab pii x = x mé % = O (tedy sin % = 0, cos ¥ = 1), takZe

T, :T:b =E (11.1G7)
a proto
T, = r:b’ Eab = E:b’ R, = R:b’ k,= k:b . (11.108)

U svislého prutu ab lze osu x" lze volit dvéma zptsoby. V piipadé, Ze osa x"
smefuje dol, plati ¥ = 7/ 2 (sin ¥ = 1, cos ¥ = () a matice (11.97) m4 tvar

6 10
t,=/-1 0 0. (11.109)
C 0 1

V piipadé, Ze osa x sméfuje nahoru, je % = 37/ 2 (sin % = -1, cos % = 0) a
matice (11.97) m4 tvar

0 -1 0
t,=|1 0 0 (11.110)
0 0 1

3.5 Globalni vektory prutové soustavy

V anal¥ze prutové soustavy piisludi globdlni matice a vektory prutové soustavy
celé fefené prutové soustavé (konstrukei). Pro ukdzkov¢ piipad feSeni ramu
(obr. 11.2a) mdme pfitom dv& moZnosti volby v¥podtového modelu, a to pfi
np = 6 volime prut 2—4 jako pravostranné kloubove ukenceny a smluvné plat
¢y = 0. Pfi n, =7 uvaZujeme prut 2-4 jako cboustranné moneliticky pfipcjeny,
takZe ¢ # 0 je dal8 nezndmy parametr deformace.

Globdlni vektor parametrii deformace r cbsahuje viechny volné globéln{ sloZ-
ky pfemistén{ uzli celé prutové soustavy, sestavuje se v potadi ¢fslovdni uzlu
(véetné podporovych bodl a pro kaZdy i-t§ uzel je stejné potadi parametrt u;,
Wi, @

PouZivajf se v podstaté dvé varianty globédlniho vektoru parametrii deformace,
ato:

¢ Prvni varianta (zkracena), v niZ se vizané (nulové) parametry deformace
neuvazuji. Vektor r m4 rozmeér (n,, 1) a neobsahuje nulové cleny. UloZné
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podminky jsou jiZz uplatnény. Tat4Z konstrukce pfi rizn¥ch dloZngch pod-
minkdch predstavuje jiné feSeni.

¢ Druha varianta (nezkracena), v niz se uvaZuji viechny parametry defor-
mace vSech uzli (vetne podporov§ch bodll). Vektor r mé rozmér (3n, 1),
kde n je celkovy§ pocet uzli a poedporov§ch bodii a obsahuje viechny sloZky
premisténi uzli a podporovych bodd, tj. i ¢leny s nulovou hodnotou. Uloz-
né podminky se uplatiiuji dodate¢né aZ po sestaveni soustavy rovnic. Timto
zpusobem lze fesit jednu konstrukei pii rizngch dloZngch podminkich jako
jediné zaddn{ feSené prutové soustavy (pouZivd se napi. v systému AN-
SYS).

V uvedeném prikladu z obr. 11.2a je pfi zkrdcené (prvniy varianté pii n, =6
resp. ny=7je
r = {1, wi, @1, w2, wa, P}, (11.13)
r = {w, wi, @1, 12, w2, @, Pu}’, (11.14)

pii nezkrdcené (druhé) varianté pak

r= {ula Wy, @, iy, Wo, @, Uz, W3, @5, Iy, Wy, @4}T' (1116)

Vektor (11.13) souhlasi se zdhlavim tabulky 11.1. Vynechdnim nulov§ch pa-
rametru na 7. aZ 11. pozici (resp. na 12. pozici) v disledku vazeb piejde
(11.16) na (11.14), resp. na (11.13).

Globdlni vektor uzlového zatiZeni S m4 stejng rozmér a strukturu jako vektor r.
Obsahuje osamélé silové a momentové zatiZeni pusobici v uzlech. Jsou to
kladné sily a momenty pluisobi na kladn¥ch smyslech posunuti a pootodeni. Sily
a momenty pusobici v podporéch jsou zachyceny vnéj$imi vazbami a pii feSeni
se neuplatni.

V uvedeném prikladu z obr. 11.2a je pfi zkrdcené (prvni) varianté s n, = 6

S={0,0,0,0, F, 0} (11.15)
a pii nezkrdcené (druhé) varianté
S$={0,0,0,0,F,0,0,0,0,0,0, 0} (11.17)

Vektor (11.15) je soucdst{ pravé strany v tabulce 11.1.

3.5.1 Globalni matice a vektory prutu

Globdlni matice a vektory prutu piisluSeji globdlni souradnicové soustave,
v niZ je popsdna celd feSend konstrukce. Pro kazd§ prut se v¢hodné v lokéln{

soufadnicové soustavé zfsk4 lok4ln{ primédrn{ vektor R, a lokdln{ matice tu-
hosti k_,.
Pro komplexn{ vyjidreni spolecného Géinku vSech prutil je nutné geometrickou

transformaci vytvofit globdln{ vektor primérnich koncov§ch sil R,y a globéln{
matici tuhosti kg .
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3.5.2 Soustava rovnic

Z globdlnich vektorh R, a matic k. jednotliv§ch prutii sestavime lokalizact
soustavu linedrnich algebraick¥ch rovnic

Kr=F (11.140)

kde K je (globdln{) matice tuhosti prutové soustavy (n,, ), r (globdlni) vek-
tor parametri deformace prutové soustavy (r,, 1), F je zatéZovaci vektor
prutové soustavy (n, 1), tj. prava strana. Kazd4 rovnice soustavy (11.140)
predstavuje jednu silovou (¢i momentovou) podminku rovnovihy.
V nezkrdcené (druhéy varianté se v rozmerech vektorll a matic nahrad{ parame-
tr n, velikost{ 3n.

Pravou stranu F soustavy rovnic vytvofime superpozici rizné definovangch
Géinkil podle vztahu

F=S-R, (11.141)

kde S je globdln{ vektor uzlového zatiZeni, ktery obsahuje osamélé silové a
momentové sloZky zatiZeni pisobici v uzlech, ve smerech a kladn¥ch smyslech
globidlnich parametrii deformace, napt. pro ob¢ uvddéné varianty ve tvarech
(11.15) a 11.17), R je primarni vektor prutové soustavy, jenZ zahrnuje vliv
silového zatiZen{ prutl prostfednictvim globédlnich primdrnich koncovych sil;
zdporné znaménko vyjadiuje, Ze globdln{ koncové sily je nutné pievést na uz-
lové sily.

= 0.0.0)

(b) K, K, K4

~
1

Y Y N 7" N Qe

o o o o e =
4

N o W B WM —
B - Y S S R R

Obr, 11.25: Lokalizace matice tuhosti rdmit
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3.6 Lokalizace

Lokalizace se pouzivd k uréeni primdrniho vektoru R a matice tuhosti K celé
prutové soustavy. Prvky matic kg se umisti na odpovidajici mista matice K
(levé strany rovnic) podle pozice jednotlivgch nezndmgch parametrii deforma-
ce a prvky vektori R, na odpovidajic{ mfsta vektoru R pro urden{ Géinku

zatfZen{ prutl na pravé strang.

Postup je takovy, Ze se pro kazdy prut sestavi vektor globalnich parametra
deformace r,; a postupne se zpracuji viechny pruty, pricem? nezdleZ{ na jejich
poradi.

Nizorné si ukaZme lokalizaci na prikladu kosodhlého rdmu (obr. 11.2a}
v alternativé s ¢, # 0 a n, =7. Globdln{ vektor parametrui deformace prutové @
soustavy je

T
r:{uliwis‘p[augawzs@zs@at} ] (11142)

i 23 4 i o8 7

kde dislice predstavuj{ lokalizaéni indexy. Uzly 1 — 4 maji o¢isloviny parame-
try deformace takto:

(1,2,3), 4, 5,6),(0,0,0), (0,0, 7).

Kédové ¢islo prutu piedstavuje Sestici ¢isel, definujici potfadi globdlnich pa-
rametru deformace cbou koncti prutu. Pro pruty 3-1, 1-2, 2-4 jsou vektory
globilnich parametri deformace

r = 050505u5w5 TJ r = uJWJ 5u5w5 .

31 { 1 i ‘;DI} . L2 {I 1 ‘;DI 2 2 @2} (11143)
I, = {“25 wy, ¢,,0,0, ‘?’4}

a jejich kédov4 ¢isla jsou

6,0,01,23),(1,23,4,56), #%56007). (11.144)

|'a' )
L ° (0.0.7) A

= (00,0

Obr. 11.26: Lokalizace primdmiho vektoru rdmu

Dvojice lokalizac¢nich indext (i, j) podle oznaceni fddku a sloupcti matice prutu
k. (obr. 11.25a) piedstavuje adresu pro pritazen{ prvku do matice tuhosti kon-
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strukce K. Existuje i velmi ndzorn4 (ale prakticky nerealizovatelnd) pfedstava,
a to vytvofeni lokalizovanych matic K,y (np, 1) stejného rozméru jako glo-
baln{ matice tuhosti a jejich ndslednd superpozice do v§sledné matice K, jak
zndzornuje obr. 11.25b.

Lokalizace zatéZovaciho vektoru probihd analogicky (viz obr. 11.26}, pfi-
¢em? lokalizacn{ index predstavuje pouze oznaceni fadku vektoru.

3.7 Dokonceni i‘eSeni pruta

Pii dokonden{ fedeni prutil se vracime zpdt k analyze prutu. Refen{m soustavy
rovnic (11.140) jsme z{skali vektor globalnich parametru defermace pruto-
vé soustavy r (n,, 1). Pro kaZzdy prut vybereme z tohoto vektoru r podle kédo-
vého ¢isla prutu globalni vektor parametra deformace prutu ry (6, 1) podle
obr. 11.4 ve tvaru (11.90}, v ném? parametry deformace u,, w;, ¢; maji jiZ kon-
krétni éiselné hodnoty. Nulovy lokalizacni index piedstavuje nulovou hodnotu
slozky premisténi{ (vnéjs{ vazba nebo nesledovany parametr).

Lokalni vektor sloZek deformaci na prutu (11.90) uréime podle transformadni-
ho vztahu (11.93), popi. miZeme pfi numerickém feSeni vyuZit explicitniho
vyjadien{ (11.100).

3.7.1 Vypocet koncovych sil a prubéhy vnitinich sil

Vektor lokalnich sloZek koncov¥ch sil vyredime z lokdlniho primédrniho vekto-
ru (viz tabulka 11.2), lokdlni matice tuhosti (viz tabulka 11.3} a z lokélniho
vektoru zndmych sloZek deformaci (11.93) ze vztahu

R, = Ru + k1), . (11.89)
Jina varianta refeni spo¢ivd v tom, Ze pomoci I, se ze vztahu
R,=Ras+R, =Ra+k,r, (11.139)

uréi vektor Ry a teprve pak se transformuje podle vztahu (11.102) na lokdln{
vektor R, .

Na uvelnéném prutu nechdme plsobit jak dané silové zatiZeni, tak koncové
sily (interakce). Na zdkladé téchto ddaji vykreslime prubéhy viech sloZek
vyslednice vnitfnich sil ¥, V, M. Konvence pro jejich vyn4Seni je na obr. 11.4.

3.7.2 Pruzna deformace prutu

PruZnou deformaci libovolného prutu miZzeme urdit jako

¢ relativni deformaci na vyjmutém prutu povaZovaném za prosty nosnik ¢i
konzolu se silovym zatiZenim a koncovymi reakcemi v lokdlni souradnico-
vé soustave {(metodami pro fedeni pretvofeni staticky urdit¥ch nosnik),

¢ celkovou deformaci ve vybraném prufezu vzhledem ke globdln{ scutadni-
cové soustave, a to pfidinim deformace prutu jako tuhého celku od pietvo-
feni koncovych bodl (uzli) k pruZzné lokdlni deformaci (po transformaci};
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nejjednodusi je pfiddni nadbyte¢ného uzlu pifmo do mista hledané defor-
mace (i kdyZ na dkor vétsiho po¢tu neznimych}.

3.7.3 Vypocet reakcei a kontrola i‘eSeni

Pro ureni globdlnich sloZek reakci a kontrolu feSeni celé prutové soustavy
pomoci podminek rovnovihy v uzlech musime znit u kaZdého prutu vektor
globalnich sloZek koncovych sil, ziskany napt. transformac{

R,=T,R,=T.R), (11.103)

nebo vypocdtem z globdlniho vektoru sloZek deformaci prutu ab (11.139). Vy-
pocet reakef se lid{ podle toho, zda podporovy bod je

¢ Lkoncem prutu, pak vektor R, poskytne interakce, tj. glob4ln{ sloZky reak-
cf (ve vektoru rg a v kédovém disle jim odpovidaji nuly),

s piedstavuje ukonceni vice pruta (obr. 11.27); pak se z konct jednotliv§ch
prutll se prevezmou globalni interakce do uzlu a ve vetknut{ se sestavi tfi
statické podminky rovnovihy pro tfi slozky reakei, v pevném kloubu pak
dve podminky rovnovihy.

Jako kontrolu provedeme
¢ posouzenim vyieSeného deformacniho stavu z globélniho vektoru r,
¢ rovnovihu globélnich koncovych sil v uzlech {obr. 11.1},

¢ statickou rovnovihu celé prutové soustavy podle zadaného zatiZen{ a
vypodtenych sloZek reakei.

(2)
M, Ziy  Zys

Xi2 s ™= X3

Obr. 11.27: Vypoclet sloiek reakei ve vetknuti

Nejcastéjsi chyby, které se pii fefeni prutové scustavy obecnou deformadni
metodou vyskytuji, jsou

® pii zaddvdni (korektng se vyfed{ jiny v¥poctovy model), tj. zadajl se jiné
fyzikdlné geometrické vlastnosti, jiné dloZzné podminky (vazby), event. ji-
nak plsobici zatiZen{ (zména znaménka),

®  pii rucnim reseni (muZe nastat chyba v kterémkoli kroku v§poctu), nejéas-
téji jsou to chybné uréend znaménka goniometrickych funkef pro transfor-
maci, nespriavne sestavené matice a vektory prutil, chybné fedeni soustavy
roviic ¢i chybn§ v¥ber hodnot parametrii deformace prutu atd.
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3.8 Numerické priklady

3.8.1 Pravoiihly ram

Priklad 3.1

Zaddni

Vyiedte jednoduchy pravodhly rovinng rdm (obr. 11.34) s pruty konstantniho
prifezu a modulem pru¥nosti E =2 - 16" kPa. Sloupy maji prifezovou plochu
A=6107 m’ a moment setrvadnosti /=4 - 10~ m4, piidel maA=9 - 107 mg,
7I=12.10" m®. Rim je zatiZen uzlovymi silami Fy=4kN, F,=5kN,
F3 =10 kN a spojitym rovnomérnym zatiZenim ¢ = 3 KNm™ na pfigli.

Fy F
- (]

¥
TYYIVTYVIVYVVIVIVIIYIVYIIIIYIL
L) ] 2 i

! (1.2,3) (4, 5.46)

|
e i,

(.0, mﬁ

e
l4=3m

l;;=4 m

|
e
2w

li,=6m
R -

Obr. 11.34: Jednoduchy pravoithly rdm
Reseni
UvaZujme prut 24 jako levostranne kloubove uloZeny. ProtoZe us = ws = @5 =

s = wyq = @y = 0, stupen pretvirné neurcitosti n, = 6 a vektor uzlovych parame-
tri deformace rdmové soustavy je

r={u, wi, @, m,w, g}

Vektor uzlového zatiZen{ rimu m4 tvar
S={Fi,F,,0,0,F;, 0} ={4,5,0,0 10, 0}".

Prut 3-1:
rs0={0,0, 0, 1y, wi, ¢}, kédové &islo (G, 0, 0, 1, 2, 3),
Li=4m, es1=08551=-1,A3,=6-10"m% I;; =4 - 10" m*,
R, =R,, ={0,0,0,0,0,0}".

Rozdilné prvky pro lokdlni matici tuhosti podle tabulky 11.3(a} jsou
EA/L = 300 000, 2EL/l = 4 000, 4EI/l = 8 000, 6EI/E = 3 000,
12E1P =1 500

a podle vztahti (11.145) ziskime
Ki1=1500, K, =0, K; =-3 000, Ky = 300 000, Ks =0, K; = 8 000,
K7 =4 000,
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takZe matice tuhosti pouze s prvky potfebnymi k lokalizaci je

0 0 o ] 2 kl

O o Y B
L5 O 3
1 0300 0
3 - 3 0 B

Prut 1-2:
rio={u,wi, @, u,w, @}, kédové &slo (1, 2, 3, 4, 5, 6),
lip=6m, ca=1,512=0A12,=9-10"m% 15 =12 10" m".
Podle tabulky 11.2(a) pro ¢ = 3kNm™' a n = 0 urdime
R;,=R,, ={0,-9,9,0,-9, -9}".
Pro matici tuhosti podle tabulky 11.3(a} vypodteme
EA/[ = 300 000, 2E7/l = 8 000, 4ET/l = 16 000, 6EI/* = 4 000,
12E1/F = 1 333,33

a pak
2 a4 s g
(300 0 01300 0 0 |
0 13 410 13 -
J 0 4 1610 4 8
“a=kie= | 500 o ds0 0 o |
s| 0 -13 4]0 13 4
L0 4 8,0 4 16 |
Prut 4-2:

r42={0,0,0, us, wy, @}, kédové &islo (0, 0, 0, 4, 5, 6),
lio=31m, ce0=0,500=-1,A42=6- 107, Lo =4 - 16" m?,
R;,=R,, ={06,0,0,00 0"
Do tabulky 11.3(c} potiebujeme
EA/L = 400 000, 3EL/ = 8 000, 3EIF = 2 666,66, 3EI/I" = 888,88
a pro tabulku 11.4(c) podle vztahti (11.146} vy¢islime
K1 =1888,88; K, =0, K3 =-2 666,66, K; =400 000, K5 =0, K¢ = 8 000,
takZe
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i Tox 0 28 |10
g 10 400 0

| o
6 126 0 8

Anal¥za prutové soustavy vychdz{

30,5 0 3 =300 O 0
0 3013 4 0 -13 -4
3 ~4 24 0 4 8 45
300 0 0 3008 0 26 '
0 -13 4 0 4013 4

0 -4 8§ 26 4 24

4 0 +0 (4 ]
5 0 -9 14
= 0 0 +9 =9
F=S-R=10071 o +0{" o[
10 -9 +0 19
0] 9 +0] |9
Refenim soustavy rovnic (11.140) ziskdme vektor globdlnich parametrti de-
formace
u, | [ 223043
W, 2| 0,041423
o, | 3]-0784889 =,
r= = 1077,

i, 4] 222040
w, s | 0051433

lp,) o 038825 )

Z vektoru r stanovime vybérem pomoci kédovych ¢isel vektory globdlnich
pfemisténi prutl rsy, ryz = 1, a ra . Pro svislé pruty 3-1, 4-2 je podle

(11.100) prevedeme do lokdlnich tvarii. Z rovnice (11.89) pak ziskdme vektory
lokélnich koncovych sil jednotlivgch pruti:

5 - —

-

0 ~1-300 0 0 0 | 12,427

0 o B =15 -3 0 -0.991
R - Of ot 0 3 41 ) 0 [ o | 3552

Of | o w1300 0 0 —0,041423 ~12,427

0 10 15 3 2,23043 0,991

o | o 3 8] |-0784889 | 0412

- 38 (70) -



Maticova forma obecné deformacni metody

(0] [300 0 o0 }—300 0 0] [ 223043 ) [ 3,009)
-9 0 1,3 _4: 0 i3 -4 0,041423 =7 AT

; 9 0 —4 16, 0 4 8 —0,784889 -

R, = o] e e Fo——————— -10° P = o :
0 -300 0 0 ;300 0 0 2,22040 —-3.009
-9 0 -13 4,0 13 4 0051433 ~10,573
-9 Lo -4 8l o 4 16 038825 | | —9,027
0] [ :—400 0 0 ] 0 ] 20,573
0 | 0 -08 26 0 ~3,009

. 0 o wwe s ] D) 0 0 0

R, s, sl B0 e — -10° 102=] © ,
of | 400 0 0 0051433 [ 20,573
0 10 08 26 2,22040 3.000 |
o) | e 28 8 | | 038825 9,027 \

V podporovgch prufezech 3 a 4 jsou pifmo vypodteny sloZzky reakei, ale vzhle-
dem k lokdlnim soufadnicov§m soustavdm jednotlivych prutti (obr. 11.35d).
V uzlech 1 a 2 pak snadno miiZzeme zkontrolovat globdln{ rovnovihu. Prib&hy
sloZek vnitinich sil a velikosti sloZek reakef vnéjsich vazeb rdmu jsou uvedeny
na cobr. 11.35.

5
(a) = (c) - =
12 P (|2 90z |7 12427 -20573 T2
1] [l ' - - massass ININNNNENNGINRRNINNN E2zzsssssans
-0573 A
3

(b) & (d)
; M ) " E
HITH P

0.991 ]_ — . - 2 !
o ] 1 2
::f [kN, kNm]
g 4 R,.=3,009
g AT

noan H 3 R;,=0991 I
e i Ry, =20,573

3, =3552
Ry.= 12,427

Obr. 11.35: Diagramy vanitiich sil a reakce pravoithliého rdmu
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ALY

3.8.2 Nosnik s vnitinim kloubem

Priklad 3.2

Zaddni
Vyfedte oboustranne vetknut¥ nosnik s vnitinim kloubem z obr. 11.38a. Nosnik

je konstantniho prifezu (A =0,18 m’, 7=3.107 m4) s modulem pruZnosti
E=1210"kPa a se zatiZenfm ¢ = 4 kNm™', F = 5 kN, M = 8 kNm.

Reseni

UvaZujme oba pruty oboustranné moenoliticky pfipojené (obr.11.38b). Vzhle-
dem k absenci osového zatiZen{ je u; = 0. VloZeny kloub v uzlu 2 zpuscbi roz-
diln4 pootoeni obou pfipojenych prutd, tedy ¢y # @3 . Kazdé z nich je pak
oznaceno jinym d¢islem parametru deformace. Stupen pretvirné neurcitosti je
1y = 3 a vektor uzlovych parametrii deformace je

r={ws, @1, ¢s}.

4 lF M
O wevssssssssssssseen AR
e e
e = e 9m —
(b) /}]— }; 3!,‘.

(0, 0.0y 1,2y (L3 (ky, 0. 1)

15971

(c)
M P @
(d S S 1 52
X i 55
Y 4 s
\s
29,854
_ 201 sl (\'g 28.116
(1 »
, ,
(e) )
I|5.97| [kN, kNm] 9,029I ®
, 4 - |
(f) | ;
1 2 3

{6y 0.1 [ 1,m (0.0, 0y

Obr. 11.38: Primy nosnik s vnitinim kloubem
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Prut 1-2:
rio=1{0,0,0,0,w, @1}, kédové &islo (0, 0,0, 0, 1, 2).
Prol;=5m, g =4kNm™ an =0 je podle tabulky 11.2(a)
R;,=R,, = {0;-10; 8,33; 0, -10; -8,33}".

Pomoci EA/l = 720000, 2EI/i = 24 000, 4El = 48 000, 6EIF = 14 400 a
12EI/ = 5760 sestavime podle tabulky 11.3(a)

|
1] | U 0
|
0 oo e b, =576 144
|
0 | 14,4 24
kl 2 — kl 7 = |\ -------"F-"—-"—"""""—"—""—"= 10
V] I 0 O
| } .. BSgeLs 1A
2 L. o144 . 48

Prut 2-3:
125={0, w2, @3, 0, 0, 0}, kédové &islo (0, 1, 3, 0, 0, 0).
Podle tabulky 11.2(d} pro M = 8 kNm, [ =4 m, a = b = 2 m vyjddiime
R;,=R,, ={0,8,-2,0,-3,-23".

S hodnotami EA/[ = 900 000, 2EI/I = 30 000, 4EI/{ = 60 000, 6EI/F = 22 500,
12EI/F = 11 250 uréfme z tabulky 11.3(a}

0 I 3 [t} ] [t

ol ... 0 0 1. e .
|

1 19:25 =225 I .........

; q o o R
k":';:k'j‘xz _________ o o - 107,

e 0 0 :

B e =IL2S 225 1. 0 o

o w <225 7300 fu i

Pro celou prutovou soustavu ziskdme lokalizaci

1701 144 -225 ﬂ J—m +3l lel
K=|144 48 0 [10°, F=S-R=30;-1-83 =483
-22,5 0 60 {OJ l —ZJ l 2 J
a feSen{ soustavy rovnic je
r = {2,410347; —0,549493; 0,037213}" . 107",
Lokiln{ vektory koncovych sil obou prutii podle (11.89} pak vychdzeji
R;, ={0; -15971; 29,854; 0; —4,029; 0}7,

R;, ={0; 9,029; 0; 0; -9,029; —28,116}"
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a pomocf nich jsou vykresleny diagramy V, M a schéma sloZek reakef na obr.
11.38c—e.

Pokud bychom uréovali pouze jedno z pootoceni ¢ 1 nebo ¢ 3, potom druh§
prut neZ je ten, u né¢hoz hledime pootocent, se uvazuje jako kloubove pfipojeny
do uzlu 2.

Chceme-li dan§ nosnik fedit s co nejmens{m poctem rovnic, volime jinou va-
riantu refeni s obéma pruty klouboveé piipojenymi (odst. ...) ke styéniku 2
(obr. 11.38f) a s nulovymi smluvnimi hodnotami pro pootoeni ¢ = ¢ 3= 0.
Pak vysta¢ime pouze s jedinou rovnici, nebot’ v uzlu 2 zbude jen svisl§y posuv
wy a je tedy n, =1, r = {w;}. Pro oba pruty jednostranné kloubové pfipojené
vyjde

0 s ] s o 10
195 8 w GE L 144
_ 12,5 G (e T2
Ria=) o pRes - 070 i
21 I R L 144
0 I . T .
0 i 0 Lo y
225 28125 .|
|
0 0 | 3
- N i O .. .. W 10°
R, 0 2.3 0 _:
225 28125 .|
-1 s K125 ) |
7 toho ziskdme
K = {4,2525} - 1[}3; F=S- R= {5}y - {-7,5+2,25} = 10,25;
r={w}= Lsf 2,410347 - 107 m
4,2525:10

a vektory koncovych sil vyjdou stejné jako v piivoedn{ varianté.

Otdzky
1.  Vthody a nevfhody maticové formy deformadéni metody.
2. Jednotlivé faze feSeni prutové soustavy deformadéni metodou.

3. Co predstavuje anal§za prutu a v jaké soutfadnicové soustavé se realizu-
je?

4. Maticovy zdpis v§razl pro slozky koncovych sil; v§znam jednotlivich
vektorll a matic.

5. Pii jakém uloZeni prutu se vySetfuje primdrn{ a sekunddrn{ stav?
6.  V¥znam primérniho vektoru.

7. V¢znam jednotliv§ch sloupell matice tuhosti prutu a zptseb urcenf jejich
prvki.
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8.  Prod¢ jsou v lokdln{ matici tuhosti pifmého prutu nékteré prvky nulové?
9.  Co je pfi¢inou symetrie matice tuhosti prutu?

10.  Pro¢ se pootoceni u kloubového pripojeni jednostranné kloubove uloZe-
ného prutu nemus{ uvaZovat jako nezndmy parametr deformace?

11. Jakou zévislost definuje transformacn{ matice; jak se urci globaln{ pri-
mérni vektor a glob4ln{ matice tuhosti prutu?

12.  ZjednoduSen{ pii transformaci u pravotdhlého rdimu.

13.  Princip sestaven{ soustavy rovnic pro uréeni nezndmgch globélnich pa-
rametri deformace.

14. Postup lokalizace a v¥znam kédového disla.
15. Které parametry deformace se vyuZiji k v¥poctu koncovgch sil?
16. MoZnosti v§podtu globilnich sloZek reakef.

17. Kdy je vyhodné modelovat pro kloubovou pedporu prut jednostranne
klouboveé ukonceny?

18. Moznosti modelovani vnitiniho kloubu v rdmu.

19. Lze fedit zdkladn{ petvarné uréity piipad prutu jednostranné monoliticky
pfipojeného deformacni metodou?

Shrnuti

Odvozen{ potfebnych vztaht, matic a vektorii v obecné deformacni metode je
poncékud zdlouhavé a na prvni pohled méné piehledné. Vlastn{ algoritmus fe-

Sen{ prutové soustavy obecnou deformadéni metodou je viak velmi piehledny,

snadno algoritmizovateln§ a miZeme ho shrnout do téchto bodit:

¢ Analyza prutu
— urCen{ lokélnich vektori a matic pruti R, k_,,
— geometrickd transformace do globélnich soufadnic {matice Ty},
— urdenf globalnich vektorl a matic prut R, , ks .
¢ Analyza prutové soustavy
— urceni matice tuhosti celé konstrukce a pravé strany K, F,
— feSeni soustavy rovnic (podminek rovnovihy) a ziskdn{ vektoru r.
e Analyza pruta
—  v¥bér glebalnich parametri deformace prutu rgp,
— urden{ lokalnich parametrti deformace prutu r,,

— urden{ vektoru lokalnich koncovychsil R, ,

—  vykresleni prubéhu N, V, M ,

— urc¢eni vektoru globalnich koncovych sil Ry .
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¢ Kontrola feSeni prutové soustavy
— globdlni rovnovaha ve styc¢nicich podle rovnic (10.4), resp. (10.5),
— urcen{ globdlnich sloZek reakei,
— globdlni rovnovaha prutové soustavy (zatiZen{ a reakce).

Na rozdil od silové metody, kterd vyuZiv4 staticky urditou zdkladni soustavu,
se v obecné deformacdn{ metode feS{ naprosto stejn¥m algoritmem prutové kon-
strukce staticky urdité i staticky neurcité. Plat{ to zejména pfi pouZit{ programu.
Pfi ruénim feSen{ bychom vzhledem k ndrocnosti obecné deformac¢ni metody
redili staticky uréitou konstrukei pouze s vyuZitim podminek rovnovihy.

Pii feSeni prutové konstrukce deformadni metodou je vZdy vhodné zkontrolo-
vat i statickou neurcitost, abychom omylem nezadévali do programu ¢i nereili
rudn¢ mechanismus.
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4 Dals$i moznosti reseni

V této kapitole se struéné zminime o néktergch alternativnich fedeni ¢i varian-
tdch, s nimiZ se muZeme pfi pouZiti obecné deformacni metody také setkat.
Uvedeme rovnéZ dal3{ moZnosti, jako je napi. vliv deformacniho zatiZeni, popf.
specifikujeme moZnosti feSen{ u jingch typt prutovych konstrukei, nez byly

difve citované rimové soustavy. Posledni pozndmka se bude t¥kat zdkladnich

Gprav pro zjednoduSencu deformacni metodu s podstatnou redukef poctu rov-

nic.

4.1 Jiny tvar globalni matice a vektoru prutu

V odst. 3.5 jsme uvedli, Ze se pouZivaj{ dvé varianty vytvoren{ globdlnich vek-
torl, a to varianta zkracena, u niZ se uvazujf jen volné globdln{ parametry de-
formace a pocet nezndmych je n,, a varianta nezkracena, u niZ se uvazuji pa-
rametry vSech uzli véetné podporovych bodl a podet nezndmgch je 3x.

Nezkracenou variantu si osvétlime na obecné fefeném pitkladu rdmu z chr.
11.2a. Pro 4 uzly a podporové body se sestavuje vy38{ pocet rovnic, a to
n, = 3n =12. KaZdy uzel md vZdy celou trojici ¢fsel pro parametry deformace,
takZe v pitkladu je

(1,2,3) (45,6, (1, 8, 93, (10, 11, 12).

PodtrZend ¢éisla nezndmych pfedstavuji vdzané parametry (GloZné ¢i okrajové
podminky). Vektory parametrt deformace (11.16} a uzlovgch sil (11.17} maji
rozmery 3n.

Lokalizace matice K z matic kg a vektoru R z vektori R, pak probihd pod-
le kédovych disel

(7,8,9,1,2,3),(1,2,3,4,5,6),(4,5,6, 1, 11, 12).

Soustava rovnic (11.140} v poctu 3x v8ak nem4 jednoznac¢né feSeni, nebot” ma-
tice K je singularni a jej{ determinant je roven nule. Je to disledek dosud ne-
uplatnéngch dloZngch podminek (konstrukce zatim nenf nehybnd). Pro zajiste-
ni reguldrn{ matice tuhosti se soustava rovnic mus{ upravit. Obvykle se pone-
chéd plvodn{ rozmér matice K i vektoru F, ale dodate¢né se ofetf{ vliv uloZeni.
Realizuje se tak, Ze

— kazdy fddek odpovidajic{ vazb¢ v matici K a ve vektoru F se vynu-
luje,

— z divodu symetrie K se vynuluji i odpovidajici sloupce,
— do diagondlniho prvku matice K se pfifadi ,,1°,

— vytvofi se vlastné podminky rovnovihy formou trividini rovnice
Fie 1=0.

Podrobnosti véetné grafického ztvarnéni uvedeného postupu lze nalézt v udeb-
nici [1] na str. 286 — 287.
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4.2  Spojity nosnik

Vodorovny spojity nosnik se v zd4sadeé fesf jako kterdkoliv ramov4 konstrukce.
Zvl4dtnosti je, Ze globdlni osa x je totoZn4 s lokdlnimi osami x" viech prutd,
proto se nemusi providét geometrickd transformace (cos ¥ =1, sin ¥ =0,
Ta = E) a k sestaven{ soustavy rovnic se vyuZij{ pifmo lokdlni matice a vekto-
ry. Uzly jsou pouze dvojndsobné a vklidajf se obvykle pouze nad podpory.

Pfi ruénim fefeni obecnou deformadni metodou muZeme {pro Gsporu price)
rozligit tyto alternativy reSeni:

¢ Nosnik m4 vice vazeb proti osovému posunu a obecné zatiZeni. Pak fe-
Sen{ probih4 stejné jako u rovinného rimu.

¢ Existuje pouze jedind vazba proti osovému posunu a zatfZen{ je obecné.
Pak v pfipadg, Ze nds zajimaji osové dilatace, probih4 feSen{ jako u ro-
vinného rdmu. V piipad€, Ze nesledujeme osové dilatace, feSeni se
zjednodusi, nebot’ miZzeme uvaZovat smiuvni hodnoty u; = 0.

¢ Mai-li nosnik pouze jedinou vazbu proti osovému posunu a jen pricné
zatiZeni, bude vidy u; =0 a jedinymi nezndmymi veli¢inami zistanou
volnd pootocen{ ¢, takZe dostivdme minimdlni pocet nezndmych n,.
S podobnymi v¥hodami je feSen i difve uvedeny numericky piiklad 3.2.

Obr. 11.18: Pruty s vyskovymi ndbéhy

43  Pruty proménného prurezu

N4behy mohou byt vyskové (jsou staticky dcinngjsi) nebo Sitkové. Realizuji se
u konct monoliticky pfipojengch do uzlu. Zpuscobuji zakiiven{ stiednice, které
se obvykle zanedbdv4, takZe se uvaZzuje puvodn{ pifm4 osa (obr. 11.18).

Pro neprizmatické pruty jsou primé4rn{ vektory R’, a lokdln{ matice tuhosti k’,
vyjadieny ve vztazich (11.33), (11.54), (11.66) a (11.48), (11.62), (11.68) po-
moci zdkladnich deformacnich souéinitelu &, ag, @, F prostého nosniku a

soucinitela &, @p, @, sveliinami R, Zpo, Zpao daného silového zatiZeni
prostého nosniku.

Ag Iy

Al |
A
A

P :

1 2 3 é

(0.1, 0 1.7 (.0
2

[[2=2m hi=3m
- - P

Obr. 11.39: Nosnik s primkovym ndbéhem
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Nejcastéj$im piipadem je prut s v§skovym piimkovym ndbéhem cboustrannym
(symetrickym) nebo jednostrannym (viz obr. 11.18).
Kazdy prut s ndbéhem (obr. 11.39} lze pomoci daltho uméle vleZeného uzlu

rozdélit na ¢dst s konstantnim prufezem a na ¢dst pouze sndbé¢hem. Zdkladn{
deformacn{ soucinitele lze pak uréit

¢ numerickou integraci (napt. Simpsonove pravidlo),

s vyjidienim explicitnich v§razi (s pouZitim Maxwellova-Mohrova
vztahu), viz napf. obr. 11.19; odvozeni pro prut s v¢Skovym piimko-

v¥m ndb&hem je provedeno v ucebnici [1] na str. 264 — 266.

¢ pomoci tabulek deformacnich dhla prutil s ndbehy (napt. tabulky 14.6
a 14.7 v ucebnici [1]).

bn c>1
TTIIITITT TTIT11]
Ao, Ip BRI oA, U,

ey
nx ki b _L <y

X ,\":{_x'Tf
L ! .l

ni

M) WWWWW\

Obr. 11.19: Prut s linedrni zmeénou vysky prirezu

44 Deformacni zatizeni

4.4.1 Vliv zmény teploty

Piedpokladem feSen{ je linedrni prubéh teploty po v¥Sce prufezu a konstantn{
hodnota teploty po Sifce prufezu. Vliv zmény teploty na prut se vyjadiuje (obr.
11.22) oteplenim stfednice prutu A a rozdilem Az prirastku teploty dolnich
(At a hornich (At} vldken prifezu. Oba piipady lze vySetfovat oddeleng.

(a) (b) (c)
Aty

stfednice
prutu

Aty Aty
=t =]

Obr. 11.22: Rozklad linedrni gmény teploty po vyce prifezu

Teplotni rozdil
Aty = Atg— Aty (11.111}
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obsahuje ve znaménku konvenci piedpoklddaného pietvoien{ prutu. Zmeéna

e

e

At :Aw%ml (11.113)

Lokdlni matice tuhosti k. prutu zust4dv4 stejnd jako u silového zatiZeni.
Rovnomérné otepleni zméni délku prutu o & pii obecné funkci Az

a pri konstantni funkci Az,

kde ¢ je soudinitel tepelné roztaZnosti.

Zména délky prutu vyvold u prizmatického prutu primarni koncovou silu
Xw=-Xu=-EAaAt, (11.117)

apri Aty =konst.

Linearni zména teploty po v{ice prafezu vyvold chyb prutu.

Koncovi pootodeni pii obecné funkei A#y
a pri konstantn{ funkci A#; u prizmatického prutu
Ohyb prutu vyvold primarni kencové momenty

a pri Aty = konst. u prizmatického prutu
Ma=—Mu-= %EI@;AQ (11.120)
Piiéné primérni sily (Azy = konst.}

4.4.2 Dané nepruzné premisténi podpor
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Obr. 11.23: Popusténi podpory

1, = {,, w,,9,,0,0,0f (11.124)

R,=k,t, (11.125)
Podporové body se mohou - pruZzné deformovat (zde nevySetiujeme)

— nepruzne premistovat

Viastnosti:

— hodnoty premisténi se zad4dvaji v globalni souradnicové soustave

— vliv daného piemistén{ se vyjadiuje prostfednictvim prutu — pievadi se
na primarn{ déinky Ry

— matice tuhosti prutu k,; zistdv4 stejnd jako u silového zatiZen{

Podporovy bod a se pfemisti o zadanou hodnotu
— vodorovného posunu u,
— svislého posunu w,

— pootodeni ¢,

Priméarni stav vytvoiime:

— vynulujeme nezndmé parametry deformace
volnych uzll (zajistime nehybnou soustavu}

— podporovym bodim s danym premisténim
pridélime dané slozky pfemistén{

— sestavime globAlni vektor danych sloZek

premisténi prutu ab

— uréime vyvolany glebalni primarni vektor
(jako sekunddrn{ ¢dst)
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— pruty nedotéené danym piemisténim maji
Ry=0
V¥pocet koncovych sil pruta
— vektor r, obsahuje nezndmé parametry deformace a u vazby hodnoty

— transformaci pfevedeme r,; na ry afeSime jako u silového zatiZeni{

4.5 Prihradovy nosnik

l!'-]
Fi 1oz 2 (3.4.0)
D o

o

o i
é:'! (7.0.0)
1.5 1,5 1,5 I:5

e - > -
[l=6m

Lt — — -

4 0, 0.0 3 (5.6,0)

A
e

Obr. 11.41: Prihradovy nosnik

4.6 Zjednodusena deformaéni metoda

Zjednodusena deformacni meteda — skalarni tvar
Predpoklady — pietvoreni prutu je vyvolano jen ohybem
— zanedbdvame vliv N (prut je nestladitelny)a V
— pouZitelné pouze pro pravouhlé ramy,
vétsinou s pruty stalého pruiezu
vz --- pomoci zdkladn{ deformacné urcité soustavy

(vkladanim nezbytné nutného poctu fiktivnich vazeb

pro vytvoreni nehybné soustavy)
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mos

Obr. 12.1: TH fiktivni vazby volného stycniku
Nezndmé veliciny:
— pootoceni sty¢nika ¢

— posunut{ celfch skupin styénikil (na spole¢né priub&zné pricli, prib&Zném
sloupu}

ww — A, Ap,.. = Y
Koncové sily
Oznacuji se jako slozky vnitinich sil
Nav, Vao . Map , Nig, Vg, Mg
Znaménkova konvence:
N,V ... jako v silové metodé
(pruznostni konvence):
N — tahové
V — pootadl prutem ve smyslu
chodu hedinovych rudicek
M — otacl koncem prutu ve smyslu
chodu hodinovych ruéi¢ek
Koncové momenty — choustranné upnuty prut
Koncové momenty zavisi na:
— silovém zatizeni ... primdrnistav
— deformaci prutu ... sekunddruni stav
uvazuji se pootoceni {(kladna ve sméru chodu hodinovych rucicek):
— koncovych prufezd ¢, , @
— prutovd ¥, {(prutovi vychylka)
Vysledné koncové momenty

kde jsou prutové konstanty:

a — ohybova tuhost konce prutu koncové momenty
b — prevedend tuhost konce prutu od jednotkovych
¢ — vychylkova tuhost konce prutu deformaci ;

plati
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nebot’ podle Maxwellovy véty je

Prutové konstanty lze vyjadiit pemoci zdkiadnich deformacnich iihli
prostého nosniku

kde

Pro prut stalého prarezu je

takze prutové konstanty jsou

Zavedeme-li {(skutecnou) ochybovou tuhost prutu stdlé¢ho prifezu
ziskdme zakladni vztahy zjednodusené deformani metody
nebo vyjadiené misto ¥, pomoci Aw,, {12.1):

Jednostranné kloubové pripcjeny prut

Koncovy moment cbecné

kde ay.y , Coap j€ chybovd a vwchylkovd tuhost konce prutu s kloubem:
Pro prut kenstantnihe pruiezu vychiz{

a pro koncovy moment plati

neboli

kde

Pomoci Aw,;, (12.1) 1ze vyjadiit

Prut stalého prirezu — pomérné tuhosti

Pii ru¢nim feSeni zjednoduSenou deformaéni metodou se nepracuje se
skutecnou chybovou tuhosti (dile znacena *)

ale s pomérnou ohybovou tuhosti

kde konstanta ¢ (stejnd pro vSechny pruty rdmu) je volena tak, aby
viechny k,, byly f4dové v jednotkéch; nejéastéji ¢ = 10° nebo ¢ = 10%,

Plat{ vztah mezi tuhostmi
amezi pootocenimi
Zatfzeni — silové ... lze pouZit pomérné ohybové tuhosti
— deformacni ... nuno pouZit skutecné chybové tuhosti

Vhitini sily piimého prutu (stalého privezu)
Na prut ptsob{
— dané silové zatiZen{
— koncové momenty M,,, M,

{v konvenci zjednodusené def. metody)
Mezipodporevy moment

kde M, , je ohybovy moment na
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prostém nosniku od daného zatizeni.
Posouvajici sila
v libovolném prafezu
kde V., je posouvajici sila prostého
nosniku od daného zat{Zeni, pro koncové
momenty M, , M, platf (12.18).
V koncovych priirezech:
neboli
kde
Prut levostranné kloubové ukonéeny M, ; = 0, M, ; (12.25),
plati (12.37} s jednim nulovym koncovym momentem, nebo:
kde
Normalové sily
v koncovych prafezech pruth se resf
ze souctovych podminek rovinovdhy
uvolnénych styénika:
vypocet normalovych sil

sestaven{ sty¢nikové rovnice (viz dile)
Postup teseni N:
a déle napt. v priafezu x :
Vyskyt staticky neuréité éasti v ramu:
Prabézny prut (napt. a—b—c—d)
oboustranné neposuvné ulozeny v a, d
poskytuje pouze 2 silové podminky
do vodorovné osy (v uzlech 2, c¢)
pro 3 nezndmé osové sily N,;, N,., N4
Zpusob fesent:
— jako osové staticky neurcitd ¢ast
— obecnou deformacni metodou
Sty¢nikova rovnice

Za rovnovazného stavu {po deformaci rdmu} musi byt v kazdém uvzlu
splnéna momentova podminka rovnovahy

kde M,; jsou koncové momenty monoliticky piipojenych prutd,

M, je momentové zatizen{ uzlu.
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Po rozepsani (12.46)

kde

Sty¢nikovd rovnice uzlu a

Patrova rovnice

— sestavuyje se pro kazdy nezavisly posun u,w — 4 — ¥

— vyjadiuje silovou poedminku rovnovahy uvolnéné ¢isti ramu {oddéle-
nou fezem) se véemi uzly spolecného posunu

Piiklad sestaven{ patrovych rovnic:

Tt fiktivnf silové vazby bran{

— vodorovnému posunu ¢dsti a—b—c ... 4
— vodorovnému posunu ¢isti e—d B
— svislému posunu ¢asti e—b oo Agp

Nezavislé posuny A vyjadifme pomoci zvolenych nezavislych pruto-
vych pootoeni

Zavisla prutovi pootoceni {uréime z geometrickych rovnic):
V prikladu sestavime — 5 styénfkovych rovnic pro @, @, @., @1, @
— 3 pafrové rovnice pro ¥, Wi, W

Pro zajisténi symetrické soustavy rovnic pii pouziti ¥ je nutno dodr-
Zet z4sady:

— fezem muZeme pretnout pouze jeden prut s nezdvislym Y, viechny
ostatn{ pruty

majf zavisld ¥ (nesmime fezem pietnout prut s jinym nezivislym )
— celourovnici rozndsobime délkou prutu s nezdvislym
Patrova rovnice pro y; podle obr. (d)
— fez vedeme hlavami sloupt o, c—¢
a uvolnime celou horni ¢4st
— Ucinek odstranéné spodni ¢asti
nahradime kladnymi posouvajicimi
silami Ve, V,
— silova podminka:
kde

takze po upravé ziskame obecny tvar
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Pii pouzitf fezu podle obr. {g) pfetneme prut b—e s jinym nezdvislym
pootocenim ¥, rovnice by byla pouzitelna (soustava reSitelnd), ale sou-
stava by byla nesymetrickd.

Patrova rovnice pro gy podle obr. (e)
— uvolnime horni ¢ast rAimu
(jedind moZnost}
— silovd podminka
kde
a po Upravé
Patrova (sloupova) rovnice pro ygy podle obr. (f)
— vyjmeme sloup b—e
— silovd podminka do svislé osy
kde
a podobné sestavime obecny tvar patrové rovnice.
Alternativa sestaveni patrovych rovnic

Pti pouziti nezndmych patrovych posunt A vedeme fezy tak, aby kazda

vyjmuté ¢ast rdmu obsahovala véechny uzly se spoleénym posunem A :

Podminka rovnovihy

dava patrovou rovnici

Dalsi priklady vedeni patrovych rezi

Posuvna kloubova podpora

Posun vnitiniho kloubu

4.6.1 Rekapitulace postupu FeSeni ramu ZDM s pruty konstantni-
ho prifezu

* Pomérné ohybové tuhosti

— prut oboustranné upnuty

(12.31)
— prut jednostranné kloubové ukonceny

(12.26)

o Koncové momenty

— prut oboustranné upnuty

(12.18)
— prut jednostranné kloubové ukonceny

(12.25)
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Koncové posouvajici sily

Sestaveni sty¢nikovych a patrovych rovnic

v nezndmych pootodenich ¢, . Refenf soustavy rovnic.
Vypocet

— koncovych momentt

— koncovych posouvajicich sil

— normadlovych sil

— mezipodporovych momentd

— reakel

Vykresleni prabéhua slozek vnitinich sil

Kontrola rovnovahy

— momenta v uzlech

— posouvajicich sil a vnéj$tho zatizeni v patrovych fezech

— celé ramové soustavy

Ma:b = Ha:b + aab@a + ba:b% - Cab]){/a:b
Mi’m = Hfm + aba% + bba@a - Cba]){/a:b

My =Ma+k, 20, +@, —3W,)
M,, =M +k, 2@, +@,—3W,)

_ ‘ _ 3
Mba,k = Mi’m,fc + kab (2% - Zyja:b) = Mba,fc +§kab(% _Wab)

M, =M ,+AM =
_ stﬂ + Mabx‘_Mbax

Ly

V=V, +AV, =V, - My + M,

Ly

SM,=M, (i=becd,e)

(12.37)

12.3

(12.18)

(12.25)

(12.35)

(12.36)

(12.46)
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d=k e h
D J L
a [|]— b E : < = T
i

Obr. 12.2: Zdkladni deformacné uréitd soustava

T Vs (a)
M, ab
’IVF)H
<—€ [ |9—
N \ g akce sty¢niki bl My,
na konce prutu Viu
M v.bri
an b)
. .. L
- S | o i e SN U T b
j N ab N ba l_
V,, akcekonclprutu M,

na sty¢niky

Obr. 12.5: SloZky vuitinich sil N, V, M, v koncovych prifezech prutu
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=1 Py = ]
/—ﬁ\/b)
“,r, !Pu [
(e) Q: i
Cub <.iqi
12
Cuby 6?
® 5(ar a
4
Y =

Obr. 12.6: Prut oboustranné pruiné upnuty
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1 FYYTT Y 1
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‘Iw:rf' L {H-\-} Mhu
- PR 2 A,
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1 t
M " Rﬂi] Rf:_[l

Rogp=—t—=
(d} + oM 'Ir.’h Rb'M = HR”'M I

Obr. 12.10: Pruiné upnuty prut s pricnym zatiZenim
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(a)

e (b)

Prﬂv:b:< )l___

a

d
Obr. 12.13: Monoliticky stycnik rovinného rdmu

F o
{d) F | F I q2
i YYTYTIIIINIINY
e d ‘j—
i al "
Fy th'rhv /m—ﬂ _l_
h a b 12 ¢
L 2
5| .
if Ag
b demk

Obr. 12.14a: Rovinny patrovy rdm s nepribeéinym sloupem

P d
(b)
b [
a IK ‘EN
zdkladni deformacné
urCita soustava
f A%
Obr. 12.14b: Rovinny patrovy rdm s nepribeéinym sloupem
Ay Ay
- o
e Yeu o
© 5 [-r—71
A, A Y= Yee A, E Vo
e - _1T »— F —
a TP}'H' = 1}""(1."}" b I [ ‘
S W I T
J s Ve Ly
Jl'wf i V’r(.’j' < /
JI| ;
! (pj = 0
k5 A8

Obr. 12.14¢: Rovinny patrovy rdm s neprubé&inym sloupem
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Obr. 12.14d: Rovinny patrovy rdm s nepribeéZnym sloupem

]
@ o Do [ENEEEE gy
Vrlfa € v d

de
uvolnéna piicel ed

Obr. 12.14e: Rovinny patrovy rdm s nepribéinym sloupem

Fy
By it
i -l‘/,,;
® A
V.fm ;
uvolnény !)L'I Vs
sloup he Fji _

Obr. 12.14f: Rovinny patrovy rdm s neprubéinym sloupem

(2)
Fy b Ve IV Vy
. . fol .
..1_1_.. ........... - —te
Vg a v Vis ©

. (a)

q F
e ™
al T~x_p_rL—"","F

‘:’J; = 1{!](1."7““ - l}"'hr L

Obr. 12.16: Jednoduchy rovinny rdm s vuitinim kloubem

Otdzky

1.

Zplisob fefeni vlivu nerovnomérné zmeny teploty na pruty rovinného
ramu.

Zptisob vySetfovan{ vlivu daného nepruZzného premisténi podpor ramu.

Kdy je matice tuhosti prutové soustavy singuldrni a jak singularitu od-
stranime?

V jakém piipade uvaZujeme u spojitého nosniku nulové osové posuvy?
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5. Pro¢ nelze fesit pithradovou soustavu zjednoduSenou deformadéni meto-
dou?

Shrnuti

Pro tddéely budouci statické anal§zy prutov§ch konstrukci byly zaveden a osvét-
len pojem kvadratickgch moment rovinngch obrazet. Definovali jsme pojmy

momenty sSetrvacnosti a deviadni momenty jednoduch§ch obrazeu.
k pootodenym soufadnym osdm, abychom analyticky i graficky (Mohrova
moment setrvaénosti.
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Tabulky

5

o

V této kapitole jsou pro prizmaticky prut (prut konstantniho priufezu) uvedeny
feSen{ jednoduchgch

obecné pouZitelné tabulky, vhodné pro ukizkové ruc

ramovych konstrukei.

(obr. 11.2) prizmatického prutu

*
ah

i vektory koncovych sil R

mdrn

Tab, 11.2: Pri
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Konvence koncovych sil ktab. 11.2 0 11.5
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Obr. 11.2
Tab. 11.3: Lokdlni matice tuhosti prutu konstantniho priifezu
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Tab. 11.4: Globdlni matice tuhosti prizmatického prutu

(a) Prut oboustranné monoliticky pripojeny

c=cosy
s=siny

[EA 2 12 2) [EA IEE.‘]_
= == F 5 sl e ey e 3
! e I
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e
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EA 5 12E
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(b) Prut pravostranné kloubové pfipojeny
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Tab. 11.4: Globdlni matice tuhosti prizmatického prutu (pokraéovdni)

(c) Prut levostranné kloubové pripojeny

c=cosy
s=siny
A s 3El ‘A 3E A s 3 :
Bp iy (B, ol (B, 38 (B
! ! t P Ly ! \ !
(EA 3EIY EA , 3El I EA _3EI) EA
Jimn aae O —_— — 01 —[ — = 08 —{—— 5T+
L ! I . r) !
0 __ o ___o __ o ______o____o_
k= (EA 2, 38 EA  3EI | EA 2 3E EA  3EI 3EI
= —¢ s o e ¢l —c +— —-——1](-.\' -
L ¢ o |1 E r
EA  3E] EA »  3El , | (EA_3E EA 1  3E , IEI
—[———1— (& =gt 0 e ]c.\' —&" +—¢ —c¢
i r { ! I ! r ! i r
IEL 3E | 3El 3E 3E
— -—c 0 § —¢ -
L £ F | i r !

(d) Prut oboustranné kloubové pripojeny

- . e . EA 0 0,0 (
R =kry, =k, T,r,= T 5 | = 5 0 L
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Tab. 11.5: Primdrni vektory koncovych sil R, (obr. 11.2) prizmatického prutu

od zmény teploty
(a) Prut oboustranné monoliticky | (b)Prut pravostranné kloubové | (c¢) Prut levostranné kloubové
piipojeny pripojeny pfipojeny
. m—— .
) EAa At, EAa At
EAa A, _3Ela Ay 3Ela Ay
0 2hl 20l
Elgan 3Ela, A, 0
R = h R =) a5 n :
Ru.’) - “EAC({AI“ Rah = 2h R”b = HL‘.A(Z,AL’“
0 ~EAa Aty 3Ela A,
Ela,At, 3Bl Ay 2n
T 2hi B 3E.’a;Ai
0 2h
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Studijni prameny

6

6.1
[1]

[2]

[3]

6.2
[4]

[5]
[6]

[7]

6.3
[8]
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