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Statika I

Vazen{ uZivatelé tohoto uc¢ebniho textu,

dovolujeme si V4s poZddat o malé strpeni pro vyuZivan{ této u¢ebni pomucky pro VaSe studi-
um. Pii zdvérecné kontrole byly navrZzeny dalsf vylep3ujici dpravy, které prispéji ke zlepSeni
kvality uc¢ebniho textu. RovnéZ je potiebné provést forméln{ Gpravy, a to zejména nové pie-
¢isloviani rovnic, obrizki i tabulek, aby se shodovaly s oznadenim kapitol.

Z Casovych divodl viak nebylo moZné dpravy dosud realizovat. Pfedpoklddime, Ze opravy
provedeme zacdtkem roku 2006. Poseckejte proto prosim se stahovdnim a pouZivdnim, do-
kud nezmizi tento upozornujici text.
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Uvod

1 Uvod

1.1 Cile

Ukolem pfedmatu Statika [ je zvlddnout feSen{ prutovych konstrukef zdkladn{
metodou, a to metodou silovou. Metoda sice nenf prakticky vhodn4 pro fedeni
rozsdhlejSich staticky neurcitych prutovych konstrukef, ale je velmi pehledn4 a
poskytuje feSeni =zdkladnich pfetvdrné urcitgch piipadi (primdrniho i
sekund4rniho stavu} pro analgzu prutovych konstrukei dal§f metodou, a to
deformacni metodou, kterd bude obsahem predmétu Statika IT.

Nadim cilem bude feSeni nosnych staticky neurdity¥ch prutovych stavebnich
konstrukef a z{skdn{ prubeht vnitinich sil i sloZek reakef jako prostfedek pro
jejich dimenzovén{ podle jednotliv§ch materidll.

1.2 Pozadované znalosti

Ve Statice [ se navazuje zejména na znalosti ziskané v pfedmétu Zdklady sta-
vebni mechaniky (feSen{ prib&hti vnitinich sil} a v pfedmétu PruZnost a pev-
nost. Studenti by méli b§t obezndmeni se zdkladnimi operacemi z integrdlniho
podtu.

Z matematického apardtu vyuZijeme zejména goniometrické funkce, vektorovy
a maticovy pocet i feSeni soustav linedrnich algebraick¥ch rovnic.

1.3  Doba potiebna ke studiu

Modul pfedstavuje rozdifeny pruvodce a obsahuje zdkladn{ litku probirancu
v priubehu téméf celého semestru. Doba potfebnd k nastudovani jednotlivych
kapitol ¢i odstavel se lisf od nékolika desitek minut aZ po hodiny. ZileZi ze-
jména na pfedchozi{ prupravé studenta ve vySe citovanych piedchdzejicich
predmeétech, ale i na obtiZnosti daného tématu. Potfebnd doba ke studiu ¢inf 40
aZ 50 hodin.

14 Kli¢ovaslova
mechanika, statika, sila, reakce, interakce, rovnovdha, poddajnost, tuhost, vek-

tor, matice, modul pruZnosti, momenty setrva¢nosti, transformace, prut, pruto-
vd soustava, nosnik, rim, piihradovi konstrukce
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Uvod do statiky stavebnich konstrukcf

2 Uvod do statiky stavebnich konstrukei

Kazd4 stavebni konstrukce musi bezpe¢né prenést veSkeré zatiZeni, nesmi se
pfitom porusit, nesmi doznat neptipustnych tvarov§ch zmén a mus{ b¥t stabil-
ni. Cést konstrukee, zajidtujici potfebnou odolnost a tuhost stavebniho dila,
nazyviame nosnou konstrukci. Nosnd konstrukce sestdvd z fady riznych prvki.
Ve statice stavebnich konstrukei se omezujeme na analyzu pouze takovych
konstrukef, jejichZ statick§ model lze vytvofit pouze z pruti.. Nazgvame je pru-
tovymi soustavami. ¥V daliich dvah4dch budeme pfedpoklidat dokonale linedrn{
pruzny material.

Statika stavebnich konstruke{ je nauka o vypoctech stavebnich konstrukef.

V Zikladech stavebni{ mechaniky jsme fesili staticky urdité prutové konstrukce,
k jejichZ anal¢ze postacuji statické podminky rovnovihy. Obsahem statiky
stavebnich konstrukei jsou piedeviim v§pocty staticky neurcitych prutovych
konstrukei. K jejich feSen{ uZ nevysta¢ime s podminkami rovnovahy, ale mu-
sime piedepsat jest¢ pfetvirné podminky. K fedeni staticky neurdit§ch kon-
strukeil se pouZivaj{ dv¢ zdkladni{ metody, a to metoda silovd (probird se ve
Statice [} a metoda deformacni (je obsahem predméetu Statika IT}.

Kazd4 konstrukce se déinkem zatiZen{ pretvoii. Pfetvofeni {(deformace) se pro-
jevi posuny a pootofenimi jednotliv§ch ¢4sti stavebnich konstrukei. Pretvoren{
jsou vétSinou, vzhledem k rozmérum konstrukef, velmi mal4.

—F
k
M et
IYYYYYTY gk FI
R('.r ] s
Ry, b e A

- -

a A R M

I
? R“ ! Rb:

Obr. 3.2: Rovinny uzavieny rdm

2.1 Prutové konstrukce

Rédm je prutové soustava s monolitickym (tuh¥m) spojenim prutt. Ve statickém
modelu idealizujeme jak nosné prvky, tak i jejich spojeni a spolupiisobeni.
Misto, kde se pruty spojujf, nazgvime uzel (styénik). Pruty b§vaji vetSinou
v uzlu spojeny tuze, anebo mohou byt také pfipojeny kloubem. Tuhé spojen{
(obr. 6.1a) zarucuje stejné premisténi (posunuti i pootoceni) viech konct piipo-
jengch pruth pii deformaci a pfendsi chybové momenty. Kloubové spojent
(obr. 6.1b} zarucuje pouze stejné posunuti, pootoceni konct pfipojenych pruth
jsou nezdvisld a ohybové momenty jsou nulové.

U rovinného ramu (obr. 3.2} leZ{ v jedné rovine stiednice viech pruti, zatiZe-
ni, reakce a interakce a rovneéZ jedna z hlavnich centrdlnich os setrvacnosti pri-
fezll viech prutt. Rdm je typickym predstavitelem staticky neurdité prutové
konstrukce. Jako specidln{ pifpad rdmu se vyskytuje spojit§ nosnik (obr. 3.1) a
piihradovy nosnik {obr. 3.3}.

-7 (50) -



Statika I

=
o
Pt
i
.-"!I
~ ()
P

Obr. 6.1: Uzel (styénik) rovinného rdmu

RozliSujeme rdmy s pruty ptimymi (obr. 6.2 a 6.4} nebo zakiivenymi (obr. 6.3},
rdmy pravodhlé (obr. 6.2 a 6.5) ¢i kosodhlé (obr. 6.4}, jednoduché (obr. 6.4},
sdruZené (obr. 6.3) nebo patrové (cbr. 6.2, 6.5 a 6.6}, oteviené (obr. 6.3 a 6.4}
¢i uzavrené {obr. 6.5, 6.6 a 6.7), rimy s neprubeZnymi pruty (cbr. 6.5 a 6.6}.
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Obr. 3.1: Spojity plnostenny nosnik
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Obr. 3.3: Spojity pfihradovy nosnik

Z terminu pouZivanych u prutovych konstrukei uved'me nejzdkladnéjsi. Sloup
(stojka) je svisly prut, piicel (trdm) je vodorovny prut. Prut muZe byt pifmy,
lomeny ¢i zakiiveny (oblouk). Vné&js{ vazby (obr. 6.2) mohou byt jednondsob-
né (kyvny prut, posuvnéd kloubovd podpora), dvojndsobné (neposuvny kloub,
posuvné vetknutf), trojndsobné (dokonalé vetknut{).

[ pricel — trdm

| obloukovi — dvojné uzly -
= pricel |
uzaviend .
prihrada ~ uzel — sty€nik
oteviend sloup ——
prihrada stojka
T A é é T A ‘,_\
dokonalé pevny posuvny
vetknuti kloub kloub
Obr. 6.2: Patrovy rdm Obr. 6.3: Sdrufeny rdm Obr. 6.4: Jednoduchy

s obloukovou pFicli kosoithly rdm
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Uvod do statiky stavebnich konstrukef

Obr. 6.5: Patrovy rdm Obr. 6.6: Patrovy rdm Obr. 6.7: Vierendeeltry
s nepritbéZnou pricli s nepritbéZnym sloupem rdmovy nosnik
Otdzky
1. Cim se zabyv4 statika stavebnich konstruke(?

2 Charakterizujte rovinnou prutovou soustavu.

3 Cim se li¥ r4m, spojity nosnik a pithradovy nosnik?

4.  Co zajist'uje monolitické a kloubové spojend pruti ve styéniku?
5

Funkce vnitiniho kloubu v prutové soustave.

Shrnuti

V této dvodni{ kapitolce jsme si vymezili obsah pfedmétu a naznacili rozdélen{
rdmovych a ostatnich prutovych konstrukei.
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Vypocet piietvoreni prutovych soustav

3 Vypocet pietvoreni prutovych soustav

Pii vySetfovan{ nosngch stavebnich konstruke{ sledujeme nejen prube¢hy vniti-
nich sil a napéti, ale také deformace (pretvofeni). Ty je dileZité posoudit jak
z hlediska funkénosti konstrukce, tak i z hlediska estetického, aby nedochézelo
k viditelnym geometrick¥m zméndm. V nekter¢ch piipadech postadi uréit dis-
krétni hodnoty sloZek piemistén{ (posuny, potoceni), jindy potfebujeme znit
prubeh chybové ¢dry celého prutu.

| F.
| =
- o 'y
Z m e f”\l b x Cl.
B e - ‘I T — — = - — T— - - . o
ﬁ ohybova ¢ara —~ sy F, 2
| m — b'
| P -2 v 5
Z I S i g
=Y [ u, - f ]
— > ‘: -

Obr. 3.1: Deformace rovinné plnosténné konzoly

Pro teSeni pfetvoren{ staticky uréit§ch prutovych konstrukef (obr. 3.1} se pou-
Zivaji tyto metody:

¢ aplikace principu virtudlnich praci, tzv. metoda jednotkovych sil,
umoZnujici urdit slozky premisténi v diskrétnich bodech plnosténngch
i ptfhradov§ch nosnikll; metoda je pfedmétem této kapitoly a jejf prin-
cip je pouZit pro feSeni staticky neurdit§ch prutovgch soustav silovou
metodou (viz kapitola 4),

¢  Mohrova metoda pro ziskani diskrétnich hodnot deformaci, probrand
v pfedmétu PruZnost a pevnost,

¢ metoda integrace diferencidlni rovnice chybové ¢ary (popi. s Cleb-
schovou dpravou integraéniho postupu} pro ziskani funkci chybové ¢4-
ry nebo skloni teden k ohybové Cire, probrand rovnéZ v pfedmétu
PruZnost a pevnost,

¢ Castiglianova metoda vychézejic{ z minima pretvdrné préce, kterd se
pfi uplatnéni pomocné dopliikové sily ztotoZni s metodou jednotkov§ch

sil.
F M or oM &
(a) l Vs l N (
skuteéné zatizeni virtudlni zatizeni
a X b a X b a X .b a X . b
virtualni pretvoreni skutccné prctvoreni
od virtudlniho zatiZzeni od skuteéného zatizeni

Obr. 3.2: Virtudlni prdce sily a momentu
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3.1  Virtualni veli¢iny a virtuilni prace

Virtudln{ veli¢iny (oznacené symbolem & nebo pozdéji pruhem) piedstavuji
virtudlni pretvofeni a virtudlni zatiZeni, resp. virtudlni prici. Virtudlni pretvo-
Fenf (8s, 6@} je velmi malé, fiktivni{, mySlené, ale fyzicky moZné, vyvolané
virtudlnim zatiZenim (obr. 3.2a). Nastdv4 v souladu s vnéjS{mi a vnitin{mi vaz-
bami. Virtudini zatizeni (8F, dM) je fiktivn{, mySlené, ale moZné zatiZeni, ne-
omezené velikosti (nejcastéji volené jednotkové), viz obr. 3.2b.

Virtualni prace sily (resp. momentu} je price virtudln{ sily OF (resp. virtudlni-
ho momentu 8M) na skuteéném posunut{ s {pootodeni ¢}

8= F -s = Fs. (1.1)

Virtudln{ price redlné sily F (resp. momentu M) na virtudlnim posunut{ &s
(resp. pootocen{ o}

L=F &=F&. (13)

Virtudln{ prdce m4 kladnou hednotu, je-li souhlasny smysl sily a deformace.
V dal3{fm textu jsou virtudln{ velidiny z divodu odliSen{ obecné deformace
(slozky premisténi} & od symbolu virtudlnich veli¢in & oznaceny pruhem, tedy

&F=F, &=5=6, dL=L=L.

M, E -
I
) -
R,, _ virtudlni zatiZeni x
z.
y “':
(@) skute¢né zatizeni
4 U g 0
; 1 ; YYYYVY
w, |?‘P, !bf'
(b)

r'\'l-
L

© | Iz

Obr. 3.3: Rovinny nosnik
3.1.1 Virtualni prace vnéjsich sil

Soustava vnéjsich virtudlnich sil, tj. zatiZen{ F;, M, ¢i reakel Ry, R, M, (obr.

3.3}, kond virtudln{ prici na skuteénych deformacich (&, @, u, w,, @) vyvola-
n¢ch libovolnym skute¢nym silovym zatizenim (F, M, ¢, n, m} nebo deformac-
nim zatiZenim (popusténim}

- od virtudlniho zatiZeni
L.=3XF5,+3M3,, (1.5)

- od virtudlnich sloZek reakef (u pruzn€ poddajngch podpor nebo u popus-
téni}
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Vypocet piietvoreni prutovych soustav

L, =>{(Rott, + Row, + M,0,) =3 R.6,, (1.6)
takZe celkov4 virtudln{ price vnéjsich (externich) sil je

L=L,+L,=>F5+> Mg@+> R0, (1.7)

1 J ) i /H\

(a) ] e P g

T X

| aian e NV, M
,virtualni zatizeni S o
- - v, P

A
z) u,

+ skuteéné zatiZeni

e ___' —_— -
! | s x
2y FNVM =
X L i, v,
/ . , WP
| '|r=‘5‘ |
=7 =|
b Ay Ay,
© =
- . =
| v
| o RZT
'L

() (g) (h)

Obr. 3.4: Pretvofeni prvku primého nosniku

3.1.2 Virtualni prace vnitinich sil

Virtudlnf zatizeni (F,, M,) vyvold v libovolném prifezu x (obr. 3.4a) virtudln{
vnitin{ sily N,V, M . Kladné slozky virtudlnich vnitfnich sil uvazujeme podle
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konvence (obr. 3.4d), pfi¢em? piedpoklddime N=N"V =V", M = M’. Klad-
né virtudlni voitind sily N,V, M konajf zdpornou virtudln{ prici na kladngch

deformacich Au, Aw, A@ (obr. 3.4b) od skutecného zatiZeni (silového ¢i defor-
macniho}, takZze

E —_— —_ —_—
L =—[(NAu+VAw+MAp). (3...)
a

Pretvorfen{ prutového elementu dx od vlivu skutecného zatiZeni (vnitinich sil N,
V, M a zmeny teploty) vySetfujeme samostatné na

¢ osové namdhdni (vliv normilové sily a rovnomerné zmeny teploty),
s piicny smyk (vliv posouvajict sily),
¢ ohyb (vliv chybového momentu a rovnomérné zmeny teploty).

¢ (Osové namahani

Pii osovém namédhdn{ (obr. 3.4f, ¢) je celkové prodlouZeni od tahové osové sily
N a od rovnomérného oteplen{ Aty dino v{razem

Adx:Au:AuNJrAur:%Jr a At,dx, (1.10)
kde A je prufezovd plocha prutu, £ modul pruZnosti v tahu a tlaku, ¢ soucinitel

tepelné roztaznosti, Aty je piirastek teploty pro rovnomérnou zménu.

¢ Pri¢ny smyk

U pri¢néhe smyku plati pro vzdjemné pri¢né posunuti od posouvajici sily V
(obr. 3.4g) Aw = ydx, takZe nakonec ziskdme vztah

A
VTR GA

(1.14)
kde G je modul pruZnosti ve smyku, xkoeficient vlivu nerovnomerného rozde-
len{ smykového napéti po v§sce prifezu (napf. pro obdélnik x= 1,2 a pro kruh
x=35/27), 7 je stfedni hodnota smykového napéti v prufezu.

Pietvoifen{ vlivem posouvajici sily se ¢asto ubeZngch prutt zanedbdvd, nutno
ho viak respektovat u vysok¥ch nosnikti (& >> b).

s Ohyb

Pro vliv ohybu vySetiime vzdjemné pootodeni koncovych prifezii od ohybo-
vého momentu M =M, (obr. 3.4h). ProtoZe plati dx=pde miZeme
z pomerného protaZeni &, = z/p pii uvaZovani obecného vldkna ve vzddlenosti
z a Hookova zdkona vyjddfit piislusnou sloZzku od chybového momentu.

Pootoceni koncovych prifezli od vlivu linedrni nerovromérné zmény teploty

(obr. 3.4¢) pii konvenci stanoven{ teplotniho rozdilu A#y = Az; — Aty poskytne
druhou sloZku pootoceni.

Celkové vzdjemné pootoceni od vlivu ohybového momentu a nerovnomérné
zmeény teploty je pak

deo=de, +de, = ﬁ/‘;?eraf Af? dx, (1.25)

14 (50) -



Vypocet piietvoreni prutovych soustav

kde I, = I je moment setrvacnosti prifezu k t¢ZiStni ose y a k v¥ka prufezu.

Virtualni praci I; virtudlnich vnitinich sil ¥,V , M podle (3. ...) pak ziskime

s vyuZitim (1.10}, (1.14) a (1.25) pro piim¥ prut proménného priurezu délky /
ve tvaru

I = {J‘de ;[ 44 dx + j MM dx+ jﬁa,mﬂdx + J:Ha, %dx}.

i

FA GA - EI
(1.26)
U zaktiveného prutu se zaméni délka [ za s a dx za ds, takZe muZeme napsat
D—ds j j ds + jﬁa,mods + jHa:, %ds}
0 0
(1.27)

Poznamenejme, Ze stejnou virtudln{ prici konaji skutecné vnitin{ sily &, V, M
od skutecného zatiZen{ na virtudlnich pietvotenich Au,Aw, A@ od virtudlniho
zatiZeni.

3.2 Lagrangeuv princip virtualnich praci

Lagrangetv princip je formulovén pro virtudln{ pfemisténi{ (posuny). Je jednim
ze zdkladnich zdkont mechaniky (vypl¥vaji z ného statické podminky rovno-
vihy obecné prostorové soustavy sil). Pro tuhé téleso ho formuloval J. L. Lag-
range (1736 — 1813) takto: ,,Virtudlni prace rovnovazné soustavy sil pusobi-
ci na tuhé téleso je prilibovolném virtudlnim premisténi télesa rovna nule
(I = ). V 19. stoleti byl tento princip roziifen i na pruind télesa: ,Pii libo-
volném virtudlnim pietvofeni pruZného télesa, nachédzejictho se v rovnovdZném
stavu, je soucet virtudlnich praci vdech vnéjsich a vnitinich sil, pisobicich na
téleso, roven nule™, Plati tedy

L=I+1=0, (1.28)
neboli

I =-L. (1.29)
Po dosazeni (1.7} a (1.27) do (1.29) obdrzime po Gprave

ZF}&;—%ZE@:

zg‘z j LA J'MMds+jNaArds+jMa%ds SR 3,

(1.30)
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3.3  Véty o vzajemnosti virtualnich praci

3.3.1 Bettiho véta

Virtudln{ price jedné soustavy vnejSich sil Fy, ..., Fi, ..., F, (obr. 3.5}, pracuji-

cich na posunutich &, ..., &, ..., 8, vyvolangch druhou soustavou vnéjsich sil
Fi, ..., Fy, ..., Fy, je rovna virtudln{ prdci druhé soustavy sil, ptscbicich na

posunutich &, ..., &, ..., &, vyvolangch prvni soustavou sil, tedy

iﬁé} = iFké}c. (131)
=l f=t
F, F
a ll I :":.:k i l _b
O O AN
F Fy I
a 1 :tf I :\: k :'T b
0 8,

Obr, 3.5: K Bettiho vété

Pro virtu4dln{ prdci momentil pak analogicky plat{
D Mp =% Mg, (1.32)
i=1 i=1

Podobné vztahy lze rovnéZ napsat pro spojité zatiZen{ piicné ¢, osové n ¢i mo-
mentoveé m.

3.3.2 Maxwellovy véty

Maxwellovy véty predstavuji zvldStn{ piipady Bettiho véty. Prvn{ Maxwellova
véta se t¥kd vzajemnosti posunuti. UvaZzujme podle obr. 3.5 v rovnici (1.31}
jako prvn{ soustavu F; = 1 a druhou soustavu F; = 1. Pak pro vzdjemn4 posunu-
t{ dvou libovolnych prifezu i, & plati

Oy, = Oy (1.33)

Druhd Maxwellova véta pojedndvé o vzajemnosti pootoceni. Jako prvni sou-
stava se uvaZuje M; = 1 a druh4 soustava M; = 1. Pro vzdjemn4 pootoceni dvou

libovolnych prufezil i, k plati @ = ¢, takZe pii obecném oznaceni deformace
symbolem ¢ ziskdme vztah (1.33).

Treti Maxwellova véta se tykd vzajemnosti posunuti a pootoceni. Jako prvni
soustava se uvaZzuje F; =1 a druh4 soustava M; = 1. Pro vzdjemny vztah mezi
posunutim a pootoc¢enim dvou libovolngch prifezi i, k podle Bettiho véty plat

O = ¢y , coZ predstavuje ¢iselnou rovnost mezi posunutim & prufezu i od
M, =1 v prifezu k a pootocenim ¢ prurezu &k od F; =1 v priifezu /. Pii cbec-
ném oznaceni deformace symbolem &opét ziskdme vztah (1.33).

Ze vztahu (1.33) vypl¥v4d symetrie matice poddajnosti v silové metodé.
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F
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RH_, = el bz
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Obr. 1.9: Vypolet posunuti a pootoleni priivezu rovinného plnosténného nosniku

34 Vypocet deformaci metodou jednotkovych sil

Touto metodou lze vypocitat diskrétn{ hodnotu deformace, tj. v roviné posunut{
u, w a pootoceni @ daného prifezu nosniku (cobr. 1.9). Je nutné uvaZovat dva
zat€Zovaci stavy, a to stav skute¢ny (zplsobujici pietvofeni nosniku)} se zati-
zenim silovym (F, M, g, n, m) resp. deformacnim {popusténi podpor ¢i teplota)
podle obr. 1.9a a stav virtualni s jednotkovou silou F,, = 1 (obr. 1.9b) plisobic{
ve sméru hledaného posunuti 8, nebo s jednotkov¢m momentem 3, = 1 (obr.
1.9¢) puscbicim ve sméru hledaného pootoceni ¢, (obecné rovneZz cznaceného

&y}, Zrovnice {1.30) pak po rozepsidni posledniho ¢lenu podle v¥razu (1.6}
ziskime Maxwelliv—-Mchrav vztah

Al g

(1.36)

NN, 2 VY MM, e (¥
5m:_!'ads+_£xGAds+a[ = ds+_!.Na;Afodf+_£Maf
—Z(}_erur—i—ﬁmwr-i-ﬁr@r)a

kde &, je hledané posunut{ u,, w,, (resp. pootocdeni @,), N, V, M jsou vnitin{
sily od skute¢ného zatiZeni, u,, w,, @ jsou dané slozky popustén{ podporového
prutezu r, N, V, M jsou virtudln{ vnitin{ sily od virtudlnitho zatiZen{ F, =1
(resp. M,, = 1) pusobiciho v prifezu m, R,,, R,, M, jsou virtudln{ slozky reakc{
podporového pritfezu r, vyvolané virtudlnim zatizenim F,, =1 (resp. M, = 1)
puscbicim v prifezu m, A je prufezovd plocha prutu, 7 je moment setrvadnosti
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prutezu, 2 je jeho vyska, E pfedstavuje modul pruZnosti v tahu a tlaku, G je
modul pruZnosti ve smyku, Azy je rovnomerné otepleni prufezu, A#; teplotn{
rozdil dolnich a hornich vldken privezu, ¢; soudinitel tepelné roztaZznosti a x je
koeficient vlivu nerovnomé&rného rozdéleni smykového napéti.

3.4.1 ZjednoduSeni vypoctu deformaci plnosténnych nosniku

Maxwelliv—-Mohrtv vztah (1.36) zahrnuje vliv vSech ti{ sloZzek v¢slednice
vnitinich sil rovinného prutu od silového zatiZeni i obou typll deformacniho
zatfZeni (rovnomérné a nerovnomérné zmeény teploty a nepruzného popusténi
podpor). Ke zjednodusen{ lze pfihlédnout v piipadg, je-li rovinnd prutovid sou-
stava bez vlivu deforma¢niho zatiZeni namahana prevazné na chyb (nosniky,
rdmy), takZe miZeme zanedbat virtudln{ prace od normalov§ch a posouvajicich
sil N, V. Pak z rovnice (1.36} zistane pouze

iMH

S =M
I7Er

m

ds . (1.38)

Je-li navic rovinnd prutovd soustava sloZend pouze z primych prizmatickych
prutd s riznymi profezovymi charakteristikami (momentem setrvacnosti I),
pak vztah (1.38) pfejde na tvar

I

5 = iijMde (1.40)
i

Vypocet uréitého integrilu v (1.40} ze soucinu dvou funkei M(x) od skutecné-
ho silového zatizeni (F, M, ¢, n, m) a M (x) od virtudlniho zati¥eni F,, = 1
(resp. My, = 1) lze provést témito zplisoby:

o analyticky integraci z definovanych funkei M(x), M(x), pfidemy
obecne lze uvaZovat i chybovou tuhost jako funkci EX{x),

¢ numerickou integraci (napt. aplikac{ Simpscnove pravidle} pro pruty
rovnéZz s proménncu chybovou tuhosti (£E7 # konst.),

s uZitim tabulky 14.3 pro pruty konstantniho priezu (E7 = konst.),

o aplikaci Verefcaginova pravidla pro E7 = konst.

Obr. 1.10: Veres¢aginovo pravidlo
3.4.2 Vereséaginovo pravidlo

Je-li funkce M(x) libovolna spojitd hladkd funkce a M (x) linearni funkce (od
F=1,M=1)podle obr. 1.10, pak plat{
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Vypocet piietvoreni prutovych soustav

jMHds — A, M. (1.41)
il

Slovné to muZeme vyjadfit: Hodnota integrdlu je rovna soudinu cbsahu mo-
mentového obrazce od libovolné funkce a poradnice u linedrni funkce
v misté téZiste obrazce s libovolnou funkei.

Vere§¢aginovo pravidlo lze aplikovat i pro jiné funkece spliiujic{ v¢Se uvedené
predpoklady, napf. pro funkce normélovych ¢i posouvajicich sil. Ploiné obsahy
obrazctl najdeme napf. v tabulce 3.1 druhého modulu Zdkladu stavebni mecha-
niky (BDG1-MO2).

Slozitéj$i ebrazce (obr. 1.11) rozkliddme na jednodud3{ obrazce a aplikujeme
princip superpozice, takZe hodnota integrilu je

jMHds = j'MI M, ds—i—j.MI M, ds+_iM2 M, ds+jM2M; ds.  (1.45)
a a a a a

Pro kazd¢ integrdl na pravé strang rovnice (1.45) miiZzeme aplikovat v¥pocet
pomoci Veredc¢aginova pravidla (1.41).

Obr. 1.11: Slofitéjsi tvary momentovych obrazeu

3.4.3 Vypocet deformaci piihradovych soustav

Zvlédstnost{ piihradov§ch soustav (obr. 1.33)} je, Ze u nich vySetiujeme jen sloz-
ky posunuti #, w styénfkll a v prutech vznikaj{ pouze normélové sily N. Potom
z Maxwellova-Mohrova vztahu (1.36} zlstane (pfi uvaZovani i deformac¢niho
zatiZen{) jen prvn{ a ¢tvrty integril a suma. Vzhledem ke konstantnim funkc{m
normélovych sil po prutech pro sloZku posunuti styéniku &, (ve smeru x, z)
plati

_SNW L o B P N E o _
s, —!ﬁds—l—!Ntho ds-3 R, =2 A +;Nfa:Arjfj—ZRr5r

(1.107)

kde pro j=1, 2, ..., p je N; osovd sila prutu j od skutecného zatfZenf, & dané
popusténi podpory, N; osovd sila prutu j od virtudlnf sily F,, =1, R, reakce
vnejsf vazby od Fy, = 1, [; délka prutu j, A; prufezovd plecha prutu j, At; rovnoe-
mérnd zména teploty prutu j a popusténi & se tfkd vodorovného a svislého
posunu. Vysledné posunuti sty¢niku {(obr. 1.33d} se uré{ z pravouhlych
slozek.
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Obr. 1.33: Pretvoreni rovinného prihradového nosniku

3.5 Tlustrujici piiklad

Jako ukdzku aplikace principu virtudlnich praci pro feseni pretvofeni plnostén-
n¢ch nosnikil a soustav si uvedeme piipad lomené konzoly.

Priklad 3.1

Zaddni

Stanovte v¥sledné posunuti &, a pootoCeni @, prurezu ¢ lomeného konzolového
nosniku (obr. 1.16} s pruty konstantniho obdélnikového prurezu ¢,2x 0,3 m
odélkich /1 =3 m, L, =2 m. ZatiZzen{ m4 intenzitu ¢ = 10 kNm_l, modul pruz-
nosti m4 hodnotu £ = 32,5 GPa.

Reseni
Smér posunuti & prufezu ¢ nosniku je nezndmy, takZe nezndme smer uplatnén{

jednotkové virtudln{ sily. Proto vyjdeme z v§poctu dvou pravothlych sloZek
posunuti &, a &p.

Pii fefen{ zanedbdme vliv normdlovych a posouvajicich sil. Postaci tedy vy-
kreslit prubéhy chybov§ch momenti, a to od zadaného spojitého rovnomérné-
ho zatiZen{ podle obr. 1.16a v prubézich v obr. 1.16b a didle samostatné tfi pri-
béhy od jednotkovgch sil (svislé a vodorovné) a jednotkového momentu (obr.
1.16c—e). Vzhledem k jednoduchym pribéhiim sestavime nejprve v§raz pro
v{pocet deformace pomoci obecne oznacenych veli¢in a ndsledné ho vydislime
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Vypocet piietvoreni prutovych soustav

(pfitom pouZijeme moment setrvacnosti ur¢eny ze zadangych rozméru prufezu

hodnotou 7=4,5 - 107 m4). K feSen{ pouZijeme vztahy z tabulky 14.3 a Veres-
¢aginovo pravidlo.

Obr. 1.16: Lomeny konzolovy nosnik

¢ Svislé posunuti &, prurezu c

PouZijeme momentové obrazce M (obr. 1.16b) a obrazce M (obr. 1.16¢). Pak

1[1( g 5 L
5., = E{Z (— %ﬁ](—zz . (— %ﬁ](—zz )zi} - 8‘%(32 +41).

1022+ 4-3)
“ 8.32,5-10°-4,5-10*

= 0,00957m({),

¢ Vodorovné posunuti & prurezu ¢

S piihlédnutim k momentov§m obrazctiim M (obr. 1.16b) a obrazeiim M (obr.
1.16d} dostaneme

1 1{ gl qlil?
8., =— | = L2 (] =21
“k Rl 2[ 2 ]( A= E
2 2
3., = 1052 = 0,00615m(—),

4.32,5.10°.4,5.106°*
¢ Vysledné posunuti & prurezu c

obdrzime vektorov¢m souctem sloZek o velikosti &., a &5 (obr. 1.16f}. V¥-
sledné posunuti &, pak md velikost

8, =0+ 0L,

a smeér &, pro néjz plati vztahy
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0, ‘ 0,
5,'}1, sing, = —=

. g

cosey, =

Ciselnd je

5. =4/6,00615" + 0,00957" = 6,01138m, @, = 57’16 .
s Pootoceni @. prurezu ¢

VyuZijeme momentové obrazce M (obr. 1.16b} a obrazce M (obr. 1.16e), takze

1[1( g ql; ql,
_ S =R 4| R (DL =20+ 3L,
@, EI|:3{ > ]( )g [ B ( )1 6EI(2 1)

10-2*(2+3-3) o
= =5,014-107rad, ¢ = 1714 (po sméru).
P 6-32,5-10°-4,5.10™ P ® )

Otdzky
1.  Vysvétlete pojem virtudlniho pietvofeni, zat{Zen{ a virtudlni price.

- 2. Jakse urdf virtudlni prdce vnéjsich a vnitinich sil pfimého prutu?
3. Princip virtudlnich praci.
4.  Bettiho véta o vzdjemnosti virtudlnich prac{.
5. Maxwellovy véty.
6. Maxwelliv-Mohrlv vztah pro v§podet pretvoreni prutové konstrukce.
7. Jak se uréi posunuti ¢i pootodeni prufezu plnosténného nosniku?
8.  Veres¢aginovo pravidlo.
9.  Jak se urdf posunut{ styéniku rovinného piihradového nosniku?

Shrnuti

Naucili jsme se uréovat sloZky piemisténi (posunuti a pootodeni} v diskrétnich
bodech plnosténngch i pithradovych nosniki metodou jednotkovych sil, tj.

aplikac{ principu virtudlnich praci. Proto jsme si vysvétlili zdkladn{ pojmy o
virtudln{ préci a odvodili ji pro pfimy rovinng prut. Pomocf{ Lagrangeova prin-
cipu virtudlnich pracf jsme ziskali Maxwelluv—Mohriv vztah pro v§podet de-
formaci{ metodou jednotkovygch sil. Uvedli jsme si zjednoduSen{ pro plnosténné
i prihradové nosniky a pomucku pro vy¢isleni integrilu — Vere$¢aginovo pra-
vidlo. Ziskané znalosti jsme pouZili pfi feSeni numerického pitkladu.
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4 Silova metoda

Silovd metoda je jedna ze dvou zdkladnich metod pro feSen{ staticky neurci-
t¢ch prutovych konstrukei. U této metody se za nezndmé voli silové veli¢iny
(reakce, sloZky vy¥slednice vnitinich sil}, proto se metoda oznacuje jako primd.
Podet nezndmych velidin a soudasné pocet feSengch rovnic uréuje stuper: sta-
tické neurcitosti. Vedle statick§ch podminek rovnovdhy se navic sestavujf pre-
tvdrné {(deformaéni} podminky. Jako zdkladni soustava se vol{ prutovd soustava
staticky urcitd po odstranéni prebytec¢nych vazeb i interakef.

Silov4 metoda je vhodn4 pro feSen{ jednoduchgch prutovych soustav (s nizkym
stupném statické neurcitosti}, nen{ nevhodnd k algoritmizaci, ale je nezbytnd
k feSen{ pruth zdkladni pfetvirné urdité soustavy u deformadéni metody.

Postup v¢poctu prutové soustavy silovou metodou je takovy, Ze na zdkladn{
soustavé sestavime deformadni podminky, ¢imz ziskdme soustavu linedrnich
algebraick§ch rovnic. Jejich fefenim obdriime staticky neurdité veli¢iny a
uplatnénim tif statickgch podminek rovnovahy (v roving) vyiedime zb§vajici
slozky reakci. Pfi vSech zndmgch slozkich reake{ béZn¥m postupem jako
u staticky ur¢ité prutové soustavy uréime prubehy vnitfnich sil ¥, V, M. Na
poditku fefeni musely byt predem zvolené (odhadnuté) rozméry priifezil viech
pruttl. Pri dimenzovan{ prutl na konkrétn{ prabehy vnitinich sil se ukdZe, zda
byly voleny vhodne. V opaéném piipade se musi provést Gprava prifezovych
ploch a provést opravny vypodet.

=i - q . 4 )
£ vv‘lr*'il"l‘!"hlrvv#lv‘l‘!l' i'r_l!'VII'UI'IIV!I"I'h'rivIvi i.__ v‘I'va"l'!l'!"il'“'"‘va &
(a) (b) (c)
SuU Sp SN
KU KN KP
Ru |a b | a b ﬂ;._.‘ a i}_ __‘E{:
P
?R -_f!;en TR; TRA; iR Ry'— M,

az i az

Obr. 3.4: Staticky urlity, preurcéity a neurcity lomeny nosnik

4.1 Stupen statické neurcitosti

Rovinnd prutovi soustava (obr. 3.4} uvolnénd z podporovych vazeb tvoiil spo-
le¢n€ s danym zatiZenim a jim vyvolanymi sloZkami reakef podporov§ch vazeb
rovnovaznou rovinnou soustavu sil. V roviné viak miiZzeme sestavit pouze
statické podminky rovnovdhy. Je-li slozek reakci vice, nesta¢i podminky rov-
novihy k jejich urdent.

Oznadime-li a pocet jednoduchgch vné&jsich vazeb (event. pfevedenych na jed-
noduché), je otevi‘end rovinnd prutovd soustava zevré staticky (a kinematicky)
urcita, kdvz a = 3, staticky neurc¢ita (a kinematicky preurcitd), kdvz a>3 a
staticky preurditd (a kinematicky neurcitd, tj. pohyblivy mechanismus), je-li
a<3.
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n L‘k ~4 _JI_

=2
m=2

(b)

_1’5-__ LAL 9

m=3
Obr. 3.5: Vnitini kluby

Statickou neurditost sniZuji vloZené vnitfni klouby (obr. 3.5). Jednoduchy
vnitin{ kloub spojujici dva pruty pridiv4 jednu statickou podminku A, = 0.
Vnitin{ kloub spojujici navzdjem s pruti pak piidivd r — 1 statick§ch pod-
minek a nahrazuje n — 1 jednoduchych kloubii.

Fo. d

- i
(]
q ~

R, h ;

N LAAALASARAAAEAAI Y
a /N AN
R,. IL L AR,

i

Obr. 3.6: Jednoduchy uzavieny rdm

Kazd4 uzaviena ¢ast prutové soustavy (obr. 3.6) predstavuje v roviné tii ne-
zndmé slozky v¢slednice vnitfnich sil &, V, M. Rozfiznutim uzaviené ¢dsti a
nahrazeni{m tfemi interakcemi v obou fezem rozdélengch ¢dstech se objevi dal-
8 nezndmsé silové velidiny.

Stupeil statické neurditosti rovinné prutové soustavy je tedy roven poctu
prebyte¢nych staticky neurcéitych veli¢in soustavy (podporové reakce, slozky
N, V, M v libovolném prifezu). Uréime ho ze vztahu

ny={a—3Y+3u—px, (3.5}

kde a je pocet sloZek reakef vnéjsich vazeb, u pocet uzavienych ¢4sti, p; pocet
jednoduchg¢ch vnitinich kloubll. V§raz « — 3 predstavuje zevn{ statickou neur-
ditost a v¥raz 3u — p, vnitin{ statickou neurcitost. Odstranénim v3ech piebytec-
nych veli¢in se vytvoif zakladni staticky uréita soustava.

(a) (e) d

a 2 b a b
A\ A A VA
b=4,p=35, b=4,p=5S,a=4 b=4,p=6,a=3 b=4,p=6,a=4
2.4=35 2-4<5+4 2-4<6+3 2-4<6+4
8=8 8§<9 8<9 8<10

Obr. 3.7: Staticky urlitd, preurcitd a neurcitd Kloubovd prutovd soustava
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Prihradovéa soustava (kloubovd prutovi soustava), napi. podle obr. 3.7, je
jako celek staticky (a kinematicky) uréita, kdyZ plati 2b =p + a (viz vztah
(3.2) modulu BD01-MO4) a soucasné nenastane v¥jimkovy piipad a je D # 0.
Pithradovd soustava je staticky (a kinematicky pfeurditd) neurcitd, plati-li
2b < p + a a staticky (a kinematicky neurditd) pfeurcitd, je-li 26 > p + . Stupen
statické neurcitosti prihradové soustavy tedy uréime ze vztahu

(3.12)

kde p je pocet vnitinich prutl, a pocet sloZek reake{ vnéjSich vazeb, & pocet
styénikl, « — 3 predstavuje zevn{ statickou neurditost a p + 3 — 2b vnitin{ sta-
tickou neurditost. Posouzen{ podle vztahu (3.5) je rovnéZ moZné, ale ponckud
nepraktické.

Ve viech pripadech rovinnych prutovych soustav v8ak vZdy mus{ platit & > 3.

n=p+a-20,

4.2 ReSeni rovinného ramu

Stupeni statické neurcitosti r; prutové soustavy stanovime podle vztahu (3.5).
Zvolime zdkladn{ staticky (a kinematicky) urcitou soustavu, tj. odstranime r,
vhodné zvolengch jednoduchgch vazeb. Pfitom nesmi nastat v§jimkovy piipad
podepieni (musf tedy byt D # ). KaZdou odebranou jednoduchou vazbu na-
hradime odpovidajici sloZkou reakce &i interakce (X; pro i=1, 2, ..., ny)
s nezndmou velikost{ a libovolné zvolenym smyslem, které predstavuji static-
ky neurcité velic¢iny.

Zdkladn{ staticky urditou soustavu lze vytvorit mnoha zpiisoby. Jejl tvar z4vis{
na volbé pfebytecnych jednoduchgch vazeb. Volime ji vZdy sochledem na
usnadnéni vypodtu. Zdkladn{ soustava je zatiZena danym zatiZenim a staticky
neurditymi veli¢inami X;. Pfitom deformace musi b¥t shodn4 s deformaci p-
vodn{ staticky neurcité konstrukce. V misté odebrané jednoduché vazby prede-
pifeme deformacni (pietvirné) pedminky v obecném tvaru

‘5;=di (J’= 15 25 "'5n.5')5 (316)
kde d; jsou piedepsané hodnoty deformaci (u nepoddajného pedepfeni 4; = ).

= X;=M.
rq ~q rd g X?}—A\‘fc q 3= M
ITTIELXZERA] (X222L528%41 YYTYIYIVIYY TIT{IrTIvVY RAL.
s
(a) = (b) = (c) = (d) = X, X
a X al| X1=Ru a la X-‘:Rb-\'_b a bl a f(e) b
T 7 g SN T B A F i
& \f—/Xw\-M 3 = N X,=N
X]:.l"fn, X =M!l Xl:M XQ:M;,
v X,=R Xy=V,
i, =0 0,=0 p,=0 u, =0
Deformacni
; w,=0 0= =0 w,.=0
podminky:
0,=0 w, =0 p'.=0 @.=0

Obr. 3.8: Jednoduchy staticky neurcity rovinny rdm

Napfi. u soustavy z obr. 3.8 s n, =3 lze jako zdkladn{ soustavu (s ruznymi de-
formac¢nimi podminkami) volit lomenou konzolu {(obr. 3.8b), lomeny§ prosty
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nosnik (obr. 3.8¢), trojkloubovy lomen¥ nosnik (obr. 3.8d), sloZenou nosniko-
vou soustavu nebo po rozifiznuti dveé lomené konzoly (obr. 3.8e). Pritom ne-
smime volit zdkladn{ soustavu tak, aby vzniknul virtudln{ kloub nebo aby tfi
klouby leZely v jedné pifmce.

KaZdou deformaci & zdkladn{ soustavy ve vztahu (3.16) vyjidifme jako funkci
daného zatiZeni a jednotlivych staticky neurcitych velidin X; (s vyuZitim prin-
cipu superpozice}. DIl¢{ vysetFované stavy pak jsou nulty stav s pusobicim
danym zatiZenim a kaZdy i—ty stav s pusobic{ jedinou pifsludnou staticky neur-
¢itou velidinou X; = 1 (s vyuZitim principu dmeérnosti} proi=1, 2, ..., ;.

F
d ¢l ¢ d

gl

zakladni
soustava

R0 :T = IR =
Obr. 6.8: Metoda jednotkovych sil u jednoduchého rovinného rdmu

4.2.1 Obecné ieSeny priklad

Princip feSen{ rdmu silovou metodou si ukdZeme obecné na pifpadu jednodu-
chého otevieného rdmu oboustranné vetknutého (obr. 6.8a). Podle vztahu (3.5}
uréime », = 3. Zdkladn{ soustavu zvolime jako prosty lomeny nosnik (obr.
6.8b) s nezndmymi Xy = M, , X; =M, , X; = Ry,. Na zdkladn{ soustavé vySetii-
me celkem »n; + 1 = 4 zat€Zovac{ stavy, ato

¢ nulty stav od daného zatiZen{ (sily F), viz obr. 6.8c,
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¢ jednotkové stavy 1 aZ 3 pro nezndmé jednotkové sily X1=1, Xo=1 a
X3 =1 (cbr. 6.8d-f).

Pro kazd¢ z téchto zatéZovacich stavll vySetiime pribehy ohybov{ch momentti
M;(i=0, 1, 2, 3), nebot vliv normdlovgch a posouvajicich sil zanedb4dme.

Pretvarné (deformadni) pedminky predepifeme tak, aby deformace zdkladni
soustavy (s puscbicim zadanym zatiZenim a nezndmymi silami X;) byla stejnd
jako puvodn{ staticky neurcitd soustava, tedy

‘;Da :‘5‘1:05
@, =0,=0, (6.1}
u, =0, =0.

Aplikaci principu superpozice a principu Gmérnosti miZeme pretvdrné pod-
minky rozepsat do soustavy pretvarnych rovnic

‘51,1X1 + ‘51,2X2 + 5L3X3 + ‘51,0 =0,
52$1X1 + 5252X2 + 52$3X3 + 520 =0, (6.2}
0, X +06,,X,+6,,X,+68,,=0,

4,2,2 Kanonické rovnice

Rovnice (6.2} pfedstavuji kanonické rovnice (kdnon je zdkon, pravidlo), které
nezdvisi na tvaru prutové soustavy. Fyzikdlni v¥znam pretvirngch soudiniteli
& (vzhledem k platnosti tfeti Maxwellovy véty) se pfi numerickém feSeni po-
tlacuje. V dsporném tvaru pak miZeme kanonické rovnice cbecné zapsat

i@,ka +8,=0 (i=123=n). (6.3)

k=1

kde & je deformadn{ soudinitel vyjadiujici pootodeni nebo posunuti prirezu i
zdkladn{ soustavy ve smeru veli¢iny X; od k—tého jednotkového stavu X = 1,
8¢ je deformadni soucinitel vyjadiujic{ pootodeni nebo posunuti prirezu i
zdkladn{ soustavy ve smeru velidiny X; od nultého zaté¢Zovaciho stavu. Index i
predstavuje ¢islo deformace (misto sledované deformace) a je totoZné s ¢islem
neznidmé veli¢iny X;, index %, resp. 0 uréuje ¢islo zatéZovaciho stavu, v ném?z
deformace vznikla. Soudinitele ¢&; se nazyvj{ hlavn{ deformacni soucdinitele
(nebot’ leZ{ na hlavni diagonile} a soudinitele & jsou vedlejSi deformacni sou-
¢initele (leZ{ na vedlejSich diagondldch). Podle Maxwellovy véty plati

O,=06, (proi=k). (6.4)
V maticové formé muZeme kanonické rovnice zapsat
X+5,=0 (6.5)

bez vlivu deformadéniho zatiZen{ typu popusténi, nebo ve tvaru
X+4,=d, (6.6)

kde je matice deformacnich soudinitell
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51,1’ 51,2’ T 51,:‘15
Syt Gyprens Oy

5: 21 2,2 L, ’ (67)
55,1’ 55,2’ E 55,:‘15

vektor staticky neurdit§ch veli¢in

X={x,%,..x, f, (6.8)
vektor zatéZovacich ¢lent

8 =16.0:8000 8, of (6.9)

event. vektor danych deformaci v mistech odebranych vazeb (nehomogenni
okrajové podminky)

d={d.d,, .4, [ (6.10)

4.2.3 Vypocet pretvarnych soudinitela

Pro uren{ pietvarngch soudinitelt J;; a & vyuZijeme aplikaci principu
virtudlnich praci pedle kapitoly 3. Pii uvaZovin{ vlivu chybovych momentt,
normdlovych i posouvajicich sil ziskdme z Maxwellova-Mohrova vztahu

(1.36) vyrazy

czoszfM“deN*‘N“dexﬂds, (6.11)
O ) EI . EA . GA
czk:jMkadeNkadexﬂds, (6.12)
*d E . FA 2" GA

kde k v¥poctu integrdlll miZeme vyuZit tabulku 14.3 nebo Vere¢Saginovo pra-
vidlo (odst. 3.4.2). Vliv normilov§ch a posouvajicich sil se u piffmgch pruti
velmi ¢asto zanedbdvd. Pro uréeni sprdvného znaménka pretvarného soudinite-
le z ohybovych moment je vfhodné obrazce chybov§ch moment opatfit
znaménky podle zvolenych vldken (viz obr. 6.8). Kreslime-li disledne pofad-
nice ohybovfch momentll na stranu skuteéné taZenvch vliken, pak plati, Ze
jsou-li obrazce na stejné (opacné) strane, je pretvarny soudinitel kladny (zdpor-

ny}.

4,24 Urceni vnitinich sil

Urcujf se zbyvajici statické velid¢iny kaZdého prutu vyjmutého z rdmové sou-
stavy. V¥podet vnitfnich sil v prifezu x provedeme na zdkladni soustave bud

¢ podle zdsad statiky, priCem? na zdkladni soustave plsobi dané silové
zatiZen{ a jiZ zndmé sily X;, nebo

¢ pomoci superpozicnich vztaht
Mx = MX,D +MX,1X1 =+ Mx;z Xﬂ + ... + MX,?‘J..S'X?‘J.Sj (6.].4)
Ra = R(L{] +Ra11 Xl +Ra$2 Xﬂ +... + R(I,?‘lSX?‘J.Sj (6.15)
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pfi uvazovani vlivu V, N pro v¥podet pretviarngch soudiniteltl lze téZ
Vx = VX,O =+ VX,IXI =+ VX,E X:z + ... + VX,?‘J.S'X?‘J.SJ
Nx = Nx\‘{] =+ Nx\‘l Xl =+ NX,EXE + ... + Nx\‘nans’ .
Pro v§pocdet posouvajicich sil na prutech je v¥hodné pouZit vztah
V.=V  +AV, =V + MM, (5.22)
ah

kde V.o je posouvajic{ sila v prifezu x prostého nosniku od daného silového

zatiZzeni, AV je pifrustek posouvajic{ sily od koncovych momentu (je konstantnf
pro cely prut). Nejcasteji se urcuji v koncovgch priezech « nebo .

Pro mezipodporevé momenty plati
M, =M, +AM_ =M, + Mx+Mx (5.24)
ah
kde M, je ochybovy moment v prufezu x prostého nosniku od daného silové-

ho zatiZen{, AM, je pifrustek chybového momentu v prifezu x od podporovych
momentt.

Normalové sily v prutech se uréi z podminek rovnovihy neznidm¥ch normaélo-
v¥ch sil a zndmgch posouvajicich sil (véetne daného silového uzlového zatiZe-
nijna uvolnénych uzlech. Kontrolu rovnovahy je nutno provést jednak u jed-
notlivich uvolnéngch uzli, nevyuZitych pro vypodet normélovych sil, jednak
pro celou rdmové soustavy {(uplatni se tfi glob4dlni statické podminky rovno-
vihy).

4.3 Tlustrujici piiklad

Jako ukézku aplikace feSen{ rovinného riamu silovou metodou si uvedeme pri-
pad lomené konzoly.

Priklad 4.1

Zaddni

Vyfeste dany jednoduchy otevieny rovinny rdm z obr. 6.8a s pruty konstantni-
ho pritfezu o délkiach [y =vi=6m, ), =v, =4 m, Is=1[=8 m, momentech setr-
vacnosti [y = 0,005 m4, L =0,004 m4, I = 0,006 m4, modulu  pruZnosti
E=27GPa pro zatiZeni osamclym bifemenem F =8LkN ve vzddlenosti
p=6m.

ReSeni
Podle vztahu (3.5) uréime n, = 3. Zdkladn{ soustavu zvolime jako prost§ lome-

n¥ nosnik (obr. 6.8b} s nezndmymi X; =M, , X1 =M, X; = Ry, . Deformadni
podminky majf tvar (6.1} a z nich plynou pfetvirné rovnice (6.2).

Zanedbdme-li vliv normédlov§ch a posouvajicich sil na deformaci zdkladn{ sou-
stavy, mliZeme pfetvirné soudinitele urcéit podle vztahu (6.13). Momentové
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obrazce nultého i jednotkovych stavil jsou nakresleny na obr. 6.8c—f. Vyd¢islen{
soudinitelil & vCetné rozmerovych jednotek je:

5= e A 2 L L 6 00110 vy,
2/ EI, 2 3 EL 3

11 1 / y "
§,=— =1l = 1=—t = 5, = 8230107 (kNm)™,

El, 2 3 6ET

Sam— [ty e L2, 0 :_v_x__( v +v,) =
COEL\ 2 EI, 2 37 3 2EI, 6FI,
=0,,=-2,650- 107 (kNY,

Vv, [

EI, 3EI,

2,2

=5,350-107° (kNm)™,

V2 1
o . =—2 v+ 2v,)=6,, =—1803. 1074 (kNY ™,
2 2ET, 6E13( ' 1) = 95 ()

3 3
_ Y Yy

+
3El,  3EI, 3FI

(v} + vy, + vy =1982- 107 (kN) " m.
3

Vy¢éislen{ soudiniteltl & véetné rozmérovych jednotek je:

_ fpp’ ” Fpp' )
[+ p')=1235.107[1 = PP g by =1,728-10741)
10— 6EI ( ) [] 6E3( p) []
5y = Fpp [+ p)y+ v (1 + p)]|=-1432-107m.
* 7 6ELL

Pro numericky v§pocet byly zavedeny pomémé deformace &, = IG_EE@Q,(, a
5/,= 167E&y o velikostech

5‘1,1:10_35'51,1 = IG_HE[ © + s ]:§+i: 1,664m™,

E-0,005 3E.0,006 3.
8 =107ES,, =—> = 0,220m",
- * 6.6
5,=10"Es,, = o 6+4) = —7,156m™,
: 2T 25 66

8,,=14ddm>, §,,=-5111lm>", &,,=53111lm",

&' ,=3,333kNm™, o', = 4,667kNm™, &' =-38,667kNm™.
Soustava pretvarn§ch rovnic md tvar

1,644X, +0,222X, —7156X, =—3,333,

0,222X, +1444X, - 5111X, =—4,667,

—-7156X,-5111X, +53,511X, = 38,667
a fefeni

X, =M, =2945kNm (posmemg,
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X, =M, =0,403kNm (proti smémg,
X,=R,_=1155kN (<.

-4217

1.155

LM

_.l = 1155

-1,155

a
T d
197 FE L TN L LT ] -6.029
=
=
|
2

® B

i] -6.029

IJ?I

1.155

JUKS

JUES
3,985 I8
1971
'_\%)

Obr. 6.9: Pritbehy M, V, N na jednoduchém rdmu

Vypodet zb¥vajicich statick¢ch veli¢in provedeme na zdkladn{ soustave. Sloz-
ky reakcf ze superpozi¢nich vztaht

R, =0+0:2945+0-0,403+1-1155=1155kN{—),

R =32, [ 1hoss+t 04034 0% 1155 - 1970M (N,
=3 8 8 8

8. 1

sz:?+§-2,945+[—%]-0,403+[ 634] 11,155 = 6,029kN (T);

nebo miZeme vyuZit statick§ch podminek rovnovihy

YF.=0, YM,=0, YM, =0,
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Pritom plat{ kontrola
ZF& =0: -R_-R_+F=0.
Ohybové momenty ze superpozi¢nich vztahii
M, =M, =2945kNm, M,, =M, =0,403kNm,
M, =0+1-2945+0-0,403+(-6)-1,155=-3985kNm=M ,,
M,=0+0-2945+1-0,403+(—4)-1155=—-4217kNm =M,
M,=M__ = % +0,25-2,945+ 0,750,403+ [— 4 —% : 2]1,155 =7,841kNm,

poscuvajict sily

Vac = Vm = _Rax = _I,ISSkN,

V,=V, =R, =1971kN,

V=V, + M,-M, 82 N (—4,217) - (-3,985)
’ { 8 8

Vd :Vde = 1,971—8 = 6,[}29}(]\? = _sz’

2

V,, =V, =R, =1155kN.

=1971kN,

a normailové sily
N,.=N_,=-R_=-1971kN(tlak),
N, =N, =—R_=-1155kN(tlak),
Ny, =Ny =—R,_=-06029kN(tlak).

Prubéhy vnitinich sil jsou vyneseny na cbr. 6.9.

44 Deformadni zatizeni
4.4.1 Vlivzmény teploty

Zméena teploty tvofi samostatny zatéZovaci stav, pfidem?Z &, jsou stejné jako
u silového zatiZen{ (obvykle pouze s vlivem M) a &9 je nutno urcit pro pifslus-
ny nulty stav.

Teplotni d¢inek lze rozd¢lenit na rovnomeérnou zménu teploty (Atg}, zpusobujici

prodlouZeni ¢i zkrdceni prutu, a na nerovnomernou zménu teploty (A#) linedr-
né¢ se ménici po vydce prifezu, zplscbujici ohyb. Pro cbdélnikovy prirez
plati

Aty = (Atg+ Atp) /2,
Aty = Aty — Aty (6.20)
Podle Maxwellova-Mohrova vztahu (1.36) plati obecng
(6.21)
a pii Aty = konst., Ati/h = konst. je
(6.22)
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Pro i-t§ jednotkovy stav nutno urcit M; a rovneéZz N;.

Zvlastni pripad nastane, jednd-li se o vliv RZT pii A#y = konst. a uspotddini
vnejSich vazeb nebrin{ tepelné deformaci (obr. 6.13). Pak toto zatiZen{ nevyvo-
lARaN,V, M.

——— — e i — e Y|

(a) (b)

a AN
a

b

Obr. 6.13: Rovrnomérné otepleni otevieného (a) a uzavieného (b} rovinného rdmu

4.4.2 Dané popusténi podpor ramu

. tvoli samostatny zatéZovaci stav
- O ... stejné jako u silového zatiZeni
- 8,9 ... nutno urcit pro piisluiny nulty stav
. podle zvolené zdkladn{ soustavy se vliv popusténi projevi

- u odebranych jednondscbnych vazeb:

hednota popusténi d; (i-té vazby s nezndmou staticky neurcitou
veli¢inou X;) se objevi na pravé strané pretvarné rovnice
(znaménka podle smyslil 4; a X;); deformace v misté ptivodniho
podepieni nenf nulov4, ale je rovna danému popusdténi (nehomo-
genn{ okrajovd podminka)

- u ponechanych jednondscbnych vazeb:

vliv popustén{ & (konkrétné u,, w,, @) se projevi jako nulty
zatéZovaci stav; absolutni pfetvarné soucinitele &g, urcéime
podle Maxwellova-Mohrova vztahu

(6.23)
(i= 15 2: rrey né')a

kde R,; jsou slozky reake{ v ponechangch vazbdch r zdkladn{ soustavy v i—tém

stavu, & je hodnota daného popustén{ vazby r ve smeru reakce R,; (znaménko
podle smyslu reakce), p, je pocet ponechanych vazeb zdkladni soustavy (ob-
vykle 3}.

Pretvarné rovnice (pro obe varianty zad4véini daného popusténi)

(6.24)
po Gpraveé

(6.25)
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4.5 Reseni spojitého nosniku

Spojity plnosténny nosnik je

- piimy¢ nosnik uloZeny na vice neZ dvou podporich (alesponl jedna je
pevind = vetknuti nebo neposuvny kloub, ostatni posuvné)

- neuvazujf se vloZené vnitin{ klouby
- nad vnitfnimi podporami probih4 spojité (nejsou tam vnitin{ klouby}).

Pole je ¢4st spojitého nosniku mezi sousednimi podporami, rozpé#i je délka
pole, priwez spojitého nosniku muZe byt konstantni{ po celé délce, konstantni
v jednotliv§ch polich nebo jde o prut s nabehy u podpor.

Stupen statické neurcitosti se stanovi podle vztahu n, = a — 3 (5.1), takZe jed-
noduse platf pro spojity nosnik

- s pevnym kloubem &, = pocet vnitfnich podpor
- s vetknutim n; = pocet vech jednoduchych podpor

Metoda tfimementov§ch rovnic je metoda silovd — za nezndmé se voli pod-
porové momenty M; (i =1, 2, ..., n,} ve vetknut{ a nad vnitfrnimi podporami.
Zakladni soustava je soustava prost§ch nosnikt (v poctu poli) - nejv¢hodngj-
&

(a) M (b)

ﬂ/ ‘{ I
_Ri-r__, :_v-:'r"‘ﬁ’ - Ra L4 Tv_-;“fﬁ'
/f_\a _.% b _,%\._ c JA] \‘ *f" %b _‘?_‘f _',%_d €
R.
R | Ry pole . R, ?R,; | az R;,;* I . R, R.r!_- lge
be rozpéti g

Obr. 5.1: Spojity nosnik o tfech polich
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ziakladni soustava

@ 4 it b TR <.
| ] -
T S S Ve Ny S W V4 e
Paby ‘PJ’M Phe - Peb

F
7 a [ b;;'
R’M.:F% =] R, =FL
el g PElop SR
-
(h) MR l
S TSI &
S
|:!I= |1 Qlﬂ @
a c b
'/ AN
7 . —%
RﬂzF"—‘ﬁ3 |Rh=;-'£
! ¥ F ' l
(i)
S TSI &
= "i =
% b g ®

Obr. 4.1h-i: Oboustranné vetknuty nosnik s osovym zatiZenim

Deformacni podminka
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. u vnitfni pedpory (napf. &) nesmi nastat zlom (je stejny skion tecen
k ohybové ¢dfe spojitého nosniku zleva i zprava) [konvence: kladné po-
oto¢eni smérem doli]

Dya = ~Dye, (5.2)
. ve vetknuti nenastane pootoceni
@y = 0 (4.1a)
Sklony tecen k ohybové ¢die u vaitini podpory b rozepiSeme
Doy = My foa + My Oy + Pra, (5.3)
Dy = My e + M. e + @ . (5.4)

Z podminky spojitosti @, = @, ziskime pro dvé sousedni pole tFimomen-
tovou rovnici {Clapeyronovu r., 1857) pro podporu & s vlivem silového zatiZe-
ni

Maﬁba + Mb (%a"‘ %c) + Mc )Bbc + @t G = 8] (SS)
s nezndmymi podporovymi momenty M,, M,, M, .

Pro dalsi podpory vyjadiime tifmomentovou rovnici cyklickou zdménou in-
dexii.

Pro vetknuty konec a lze uvaZzovat dvé varianty odvozeni:

- rozepiSeme piimo podminku & = 0 pomoci vyrazu (5.4), v némz
provedeme cyklickou zdménu indext & > a, ¢ > b

Ma yp + Mb )Bab + Py = 0, (5.?)5(4.23)

- nebo prepiSeme trimomentovou rovrici s cyklickou zdmenu indextt a —
0, b—a, ¢c— b natvar

M, ﬁao + Ma(%o"‘ a&b) + M, jgab + Poo+ P = O (56)

a zjednodudime pomoci tuhého nulového pole oa (I, — 0} s dosaze-
nim

M, = 0; o = ﬁa@ = @ = 0.

Vliv svislého zatiZeni previslého konce (v podpoie &) se uplatni pomoci zné-
mého podporového momentu

My, = -M,.
Deformacni zatiZeni spojitého nosniku
zahrnuje — dané nepruzné popusdténi podpor
— vliv nerovnomerné zmény teploty
(rovnomernd zména vede na prodlouZeni nosniku bez vzniku V, M)
. Dané popusténi pedpor
Stiednice prost¥ch nosnikll ab, be zdkladni{ soustavy se pootodi o Ghly
(5.8}

Ve vetknuti poklesne o stejnou hodnotu
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celé nulové pole oa, takie w, = w, atim @, = O.
. Nerovnomérna zmeéna teploty
Linedrni zména teploty po v¥ice prufezu:

- teplota dolnich vldken se zméni o Aty

- teplota hornich vldken se zmeéni o Aty

Podporové prifezy prostych nosnikll zdkladni soustavy u podpory & se pooto-
¢f podle Maxwellova-Mohrova vztahu (1.36) o Ghly

(5.9)
kde At{x) = Aty — Aty
h{xy ... v¥8ka prifezu.
U nosniku s EI = konst. lze pootocen{ vyjadrit
(5.17)

kde teplotni rozdily jsou Aty = Atgpg — Atgys,
Atbc

Obecny tvar tifimomentové rovnice

Atped — Atpepn.

pro pedporu & spojitého nosniku pii uvaZovani silového i deformacniho zati-
Zen{

(5.10)
U prutii s konstantnim prurezem v jednotliv§ch polich
- jsou deformacni dhly ddny vztahy
4.4)
@ ... pomoci Maxwellova-Mohrova vztahu,
nebo z tabulky 14.2.

- integrdly vyjadiujici pootoceni od vlivu nerovnomérné zméeny teploty lze
vyjddfit jednoduch¥mi vztahy

(5.17)

Prubéhy sloZek vnitfnich sil u spojitého nosniku
Momentovy obrazec lze vynést hned po vyreSeni soustavy rovnic:
- z potadnic podporov§ch momenti ziskdme posunutou zdkladni édru
- od ni vyndsime obrazce M dle zatiZen{ jako na prostém nosniku
Zhyvajici statické veli¢iny spojitého nosniku
fefenim soustavy tffmomentov§ch rovnic — podporové momenty
samostatné fefenf kazdého pole jako prostého nosniku — V, M, R

- uplatnénim z4sad statiky

- z odvozengch obecnych vztahli

. Posouvajici sila
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Pro libovolny prafez x plat{

(5.22)
kde V.o ... posouvajici sila v prifezu x prostého
nosniku od daného silového zatiZend,
AV ... piirostek posouvajict sily od
podporovych (koncovych) momentl
(konstantni pro cel¥ prosty nosnik).
V koncovych prifezech ... x — a nebo b.
. Mezipodpoerovy moment
Pro libovolny§ prifez x plati
(5.24)

kde M,y ... ochybovy moment v prifezu x prostého
nosniku od daného silového zatiZen,
AM, ... prirastek chybového momentu v prifezu
x od podporovych momenti.
. Podporova reakce poesuvného kloubu
Z rovnovihy svisl§ch sil plisobicich

na uvolnény nosnikovy element nad

podporou &

XF,=0: -R - Vyy+Vy,=0
ziskdme

Ry =-Vig+ Vip = - Vg + Vi (5.25)
» Vodorevna slozka reakce

pevného kloubu nebo dokonalého vetknuti = staticky urditd velicina;
uréi se z podminky > F;; = 0 pro cel§ spojit§ nosnik.

(a)

YYYYVY

b
. R A

(b)

Obr. 5.3: Vethnuty konec a spojitého nosniku
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A;’;, ﬁ.f“
a__he ) ¥ ,\-a x | Fho ¢
""-. _\ — //
S — Py — v
Pab.s ﬂ! (:O!m: ‘p,‘)c.l ¥ A.l‘d Pebe
e Y e g Y
‘rab | 'Ir-"J{
r - 1 = ]

a rq(x) M,
a ?_r?“rrr b
i e
x =l x
(a) H—i _— i -l
'{uh
- ¢lx)
(b) a YYYIY b
S
“eﬂ'.
© |Rao w1 Roo

Obr. 5.6: Pole ab spojitého nosniku

Vo= V;m[
a /

Obr. 5.7: Uvolnény nosnikovy element s reakei Ry

4.6  Vyuziti symetrie ramu

u rovinného rdmu ¢i spojitého nosniku
velidiny — symetrické N, M, w (pii AZ jsou nulové)
— antimetrické V, ¢ (pfi SZ jsou nulové)

feSime vZdy jednu polovinu rdmu; 1

obecné zatiZen{ se rozkldd4 na | =  sniZeni poctu pretvirnych rov-
nic
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—  zatiZen{ symetrické | Ry = Rgs + Rga

—  zatiZen{ antimetrické J
rozliSujeme pifpady - o0sa symetrie protind piicel

— o©sa symetrie prochdzi sloupem
Osa symetrie ramu protina pricel
Regent: rucni —  staticky neurcité velidiny = sloZzky N, V, M na
ose SK
(ZS ... piicel jako dv¢ konzoly)

ndhradni vazbou —  staticky neurcité velidiny a ZS lze volit pro SZ i

zcela nezdvisle (co nejvhodnéji}

Staticky neurc¢ité prihradové nosniky

CNN . — PN NI, 2 — _
wc = _!.Hds—i__!.NaiArﬂds_Zr:Rré‘r = ;JET;”—F ;NjaiAtjEj - ZRré‘ra

(1.107)

SRS, =S (R,u,+ R, w,). (1.108)

r9 SK lF M
|
T ] | AN
A s f A :
: a £ . 2 2 !
(a) 3 o] i e a
| {:Jb | !.br' IL‘{I o {rih |
~ e - S —
L.§ ¢ E, Sz F g M
(b) 2 2] zl I 2 [2 MY
a e’ a oop !5 £ VAN ¢ d'
b o c
AZ E g M
2 2 2
| | ey

'"T"l’!"""l’"'"?l’"““"!’i

]

A f‘ 5
3 :

I o) c d

M F ;
(c) ?m (—j = .—J'T | l :
4 |
J

Y YYYYYYIYYYYYYY Y YT
a e’ !

Obr. 5.8: Soumérny spojity nosnik o trech polich
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4 SK 4« 7

|h.r”| %

Obr. 5.9: Soumérny nosnik se symetrickym zatiZenim

SKZjt AZ
F i
a | ol g b x,
1? Rt ZZERRE:OIF 'T
2Fp 2Fp
R, TT‘F L-ﬁ : 2 R,.=
i & d ; d
vV e
! 5

Obr. 5.10: Soumérny nosnik s antimetrickym zatiZenim
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Otdzky

1. Stupen statické neurcitosti rovinného ramu.

2. Volba staticky neur¢it¥ch veli¢in rdmu.

3. Podstata fefeni rovinného rimu silovou metodou.

4., Vy¥poclet pretviarnych soudiniteli.

5. Volba staticky neurcit§ch veli¢in spojitého nosniku.
6.  Jakou deformacni{ pedminku vyjadiuje tiimomentov4 rovnice?
7. V¢pocet podporov§ch reakef spojitého nosniku.

8.  Vlivzmeny teploty rovinného ramu.

9.  Vliv daného popusténi rovinného rdmu.

16. Definujte soumerny rovinny ram.

11. Symetrické a antimetrické velidiny.

Shrnuti

V této kapitole jsme si objasnili princip feSen{ staticky neurcitych prutov§ch
soustav silovou metodou. Nejprve jsme si ukdzali feSen{ rovinného rdmu a né-
sledné feSen{ spojitého nosniku pomoci specidlni volby zdkladn{ soustavy ve-
doucf na odvozeni tifmomentové rovnice. Zabg¢vali jsme se rovnéZz vlivem de-
formacdniho zatiZen{ a vyuZitim symetrie pii feSen{ rovinngch rdmu a spojit§ch

nosnika.
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5 Tabulky

V této kapitole jsou souhrnné uvedeny viechny tabulky univerzdlné pouZitelné
v predchozich kapitoldch.

Tab. 14.3: Hodnoty integrdlit J.MM dx u pruti konstantnihio priifezu
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Tab. 14.3: Hodnoty integrdlii J.MZW dx u prutii konstantniho priifezu (pokradovdni)
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Tab. 14.3: Hodnoty integrdlit J.MZW dx u prutit konstantniho pritfezu (pokraovdni)
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Tab. 14.2: Deformace prostého nosniku konstantniho priifezu
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Tab. 14.2: Deformace prostého nosniku konstantniho priiFezu (pokrafovdni)
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Tab. 14.2: Deformace prostého nosniku konstantniho priifezu (pokradovdini)
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