1) Pole popisující chování těles

1. Pole posunutí

2. Pole deformací

3. Pole napětí

2)Základní vztahy mezi nimi
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1. Deformace        Posunutí
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2. Napětí        Deformace

Pole posunutí u = u(x,y,z,t)
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u = {ux,uy,uz}T

ux = ux (x,y,z,t) = x´-x


uy = uy (x,y,z,t) = y´-y

uz = uz (x,y,z,t) = z´-z

Pole deformací
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A(x,y,z), B(x+dx;y+dy;z+dy)


du = {dux,duy,duz}T

Kvadrát vzdálenosti mezi body A a B před deformací:


dl2 = dx2 + dy2 + dz2

po deformaci: (dl´)2 = (dx+dux)2 + (dy+dux)2 + (dz+duz)2
3) Elementární šestistěn – deformací a napětí
· objemová deformace

· úhlová deformace

Míra deformace elementárního šestistěnu na jednotku délky – poměrná deformace
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ε = {εxx,εyy,εzz,εxy,εyz,εzx} T

εxx,εyy,εzz – poměrná deformace (objemová) odpovídající translaci

εxy,εyz,εzx – poměrná deformace (úhlová) odpovídající rotaci

Poměrné deformace jsou v sousedních bodech tělesa obecně různé, v dynamice, funkcí



Času. Pod vlivem vnějšího zatížení vzniká v tělese stav deformace ε = ε(x,y,z,t)
4) Tenzor deformací a napětí

[image: image4.emf]
Vektor σ0 na elementární ploše dA (poloha plochy je def. Směrovými úhly α,β,γ normály n) je určen pomocí normálového napětí σxx,σyy,σzz a tečných napětí σxy,σxz,σyx,σyz,σzx,σzy působících na stěnách elem. šestistěnu o rozměrech dx,dy,dz
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5)Hlavní napětí – definice, způsob určeníí
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σ3-I1σ+I2σ2-I3=0
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6.Základní vztahy pro popis chování tělesa

1.vztahy mezi deformacemi a posunutím  

     ε = f(u)    f  - vektor deformací

                      u – vektor posunutí

2. vztahy mezi napětím a deformací

      σ= D* ε   - vztah mezi polem napětí a deformací 

                         D – matice tuhosti materiálu

       ε = D1* σ  - vztah mezi polem deformací a polem napětí

3.rovnice rovnováhy 

 - uvažujeme 9 složek napětí působící na elementární šestistěn  σxx, σxy, σxz
- silové a momentové podmínky do os x,y,z

- 15 neznámých: ux,uy,uz 

                           εxx, εyy, εzz, εxy, εyz, εzx
                                σxx, σyy, σzz, σxy, σyz, σzx 
- rovnice: - 6 geometrických 

                - 6 fyzikálních 

                - 3 rovnice rovnováhy

7.Geometrické rovnice

ε = f(u)

- v případě lineární úlohy pružnosti

- 6 rovnic ε <=> u
   εxx                d/dx       *      *   

   εyy                  *        d/dy   *                    

   εzz                  *           *    d/dz                           ux

   εxy     =          d/dy     d/dx  *                     *       uy   

   εyz                  *         d/dz  d/dy                          uz

   εzx                  d/dz       *     d/dx  

 - po rozepsání:    εxx = dux/dx;    εyy = duy/dy;   εzz = duz/dz

                                   εxy = duy/dx + dux/dy;    εyz = duy/dz + duz/dy;  εzx = dux/dz + duz/dx

8.Fyzikální rovnice 
- 6 rovnic   σ<=> ε
σ= D* ε     D – matice tuhosti materiálu

                                                                                                         T – deformace vlivem  

                                                                                                 změny teploty (platí pro všechny)

σxx                                            1- ν     ν      ν           0          0            0                T εxx                     1    
σyy                                              ν     1- ν    ν           0          0            0                T εyy                       1  
σzz                                              ν       ν    1- ν         0          0            0          *    T εzz    -  EαT        1 
σxy    =  E/ (1+ν)*(1-2 ν)       0      0       0     (1-2 ν)/2   0            0                T εxy        1-2 ν     0 
σyz                                                0       0          0               0     (1-2 ν)/2     0                T εyz                          0
σzx                                                0        0          0              0             0         (1-2 ν)/2          T εzx                           0
                                                                                                                                                                            v případě 

ν - poissonův  součin.                                                                            změny teploty 
E – modul pružnosti                                                                                                 vůči ΔT0
α  - součinitel tepelné roztažnosti                                                                                                                                                                        
9.Rovnice rovnováhy

 - uvažujeme 9 složek napětí působící na elementárním šestistěnu 
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Silové podmínky do os x,y,z:  d- parciální derivace

dσxx/dx + dσxy/dy + dσxz/dz + x = 0

dσxy/dx + dσyy/dy + dσzy/dz + y = 0

dσxz/dx + dσyz/dy + dσzz/dz + z = 0

Momentové podmínky vedou pro zanedbání členů vyšších řádů na vztahy:

σxy  = σyx  ;   σxz  = σzx   ;    σzy = σyz
10.Podmínky  kompatibility 

- vyjadřují skutečnost, že  těleso, které je spojitě vyplněno látkou před deformací, zůstane spojité i po deformaci.

11.Postupy řešení rovnic
1. řešení v posunutích (deformační varianta)

2. řešení v napětích (silová varianta)

- kombinací obou postupů – smíšená varianta                  
12. Rovinná napjatost

-předpoklad :σzz = σzx = σzy =0


-střednicová rovina leží v rovině xy


-zatížení působí v rovině xy


-symetrické uchycení konstrukce

σxx                            1    ν    0            εxx                             1
σyy =  E/ (1 - ν²) *   ν    1   0       *    εyy – EαT /(1- ν) *    1
σxy                           0      0   (1- ν) /2      εxy                             0 

                                        D z toho vyplívá že εzz se nesmí = 0

εzz  = - ν/ E  (σxx  + σyy ) + αT        , σyz = σzx =0 

některé podmínky kompatibility jsou narušeny, řešení je dostatečně přesné při řešení tenkých desek (rovinné napjatosti tělesa s malou tloušťkou)

13. Rovinná deformace
- předpoklad : σzz = σzx = σzy =0

obrázek
σxx                                         1- ν   ν    0             εxx                              1
σyy =  E/ ((1+ν)*(1- 2ν)) *   ν   1- ν   0        *   εyy – EαT /(1- 2ν) *   1
σxy                                           0      0      (1- 2ν) /2   εxy                             0 

                                     D z toho vyplívá že σzz se nesmí = 0 

σzz  = ν (σxx + σyy) – EαT         , σyz = σzx =0 

14.Deformační práce vnějších sil     (deformujícím se)
Při zatěžování proměnné vnější síly na poddajném tělese konají práci – deformační práce vnějších sil

Obrázek – šestistěn namáhaný jednoduchým tahem

Elementární práce mezilehlé „ vnější síly „ (σxx´ dydz) na přemístění (dεxx´dx) je 

σxx´ dεxx´dxdydz

Celková práce lineárně narůstající:

dL=       σxx´ dεxx´dxdydz = dU

15. Deformační práce vnitřních sil
Nějak nevim co tam má bejt(
16) Energie deformace a komplementární energie

Plocha nad diagramem křivky napětí – deformace je komplementární ( doplňková ) energie deformace: Wcd=∫0 σxx  εxx d σxx
Po zdeformování tělesa se v tělese shlukuje energie – deformační energie


[image: image9.emf]             [image: image10.emf]

Wd=1/2 σxx * εxx = 1/2E * εxx2 = 1/2E * σxx2
17) Potenciální energie soustavy


= celková potenciální energie    S=Sn + Sp                                        

π = U + L , kde U – potence energie deformace, 
  L – potence energie vnějších sil


N =∫Wd(εxx, εyy,…, εzx)dV

Wd…..hustota potenc. Energie deformace ( na jednotku objemu )

L = -∫v(…….)dv - ∫Sp(…....)dS     ( xux+yuy+zuz) – (pxux+pyly+pzuz)


Wd(ux, uy, uz ) = ……..≥0

Celková potenc. Energie  π(ux, uy, uz ) při pevně zadaných vnějších silách je fcí tří proměných.

 [image: image11.emf]
18) Komplementární energie soustavy


= celková doplňková energie

Πc = Uc +Lc , kde Uc – doplňk. Energie deformace, Uc=∫v Wcd * (σxx, σyy,…, σzx)dv


Lc – doplňk. Energie vnějš. Sil na Sn, Lc=-∫Sv ( px*uxˉ + py*uyˉ + pz*uzˉ)dS

· prvky značí, že na části povrchu Sn je zadané přemístění Wcd =Wd=…..≥0

· povrch napětí px py pz lze vyjádřit pomocí složek napětí 

Potom celková doplňk. Energie Πc (σxx, σyy,…, σzx) bude vyjádřena jako fce 6-ti složek napětí.

19) Variační principy – podstata

- Variační principy založené na extra. Vlastnostech fcí dovolují odvodit všechny zákl. rovnice teorie pružnosti z odpovídající okrajové podmínky a také poskytují metody přibližného řešení.

20) Virtuální práce


F*u – síla a přemístění 


F*δu – práce skutečné síly na virtuálním přemístění
δF*u – práce virtuální síly na skutečném přemístění
21) Virtuální síla, napětí, přemístění
Virtuální síla – libovolná (povrchová nebo objemová síla), která nezávisí na skutečném přemístění

Virtuální napětí - ∂σxx, ∂σyy, … musí plnit diferenciální rovnice rovnováhy v V a statických podmínkách rovnováhy na Sp

Virtuální přemístění – libovolně možné přemístění v mezích vnitřních a vnějších vazeb (omezení)

22) Princip virtuálních prací
Když těleso nebo jeho libovolná část se nachází v rovnováze, potom virtuální práce všech skutečných vnějších a vnitřních sil na kinematicky přípustných virtuálních přemístěních a deformací se rovná nule.

P.v.p.: - princip minima potenciální energie (Lagrange)



- princip minima doplňkové energie (Castiglian)

23) Princip virtuálních sil
Součet prací virtuální vnějších a vnitřních sil na skutečných přemístěních a deformacích se rovná nule. -> princip geometrické spojitosti
24) Variační metody (poznámky)

      1. Princip  minima celkové potenciální energie  (Lagrange)

           - vychází z principu virtuálních  přemístění

           - výchozí teorie pro deformační varianty řešení úloh pružnosti
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       2. Princip minima komplementární energie soustavy (Castiglian)

             - vychází  z principu virtuálních sil 

             - Castigliánův princip se uplatní u silové varianty řešení úloh pružnosti
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Poznámky:- 1. variační metody dovolují relativně jednoduše sestavit soustavu řídících rovnic, jednoduchost použití variačních principů je založena hlavně na skutečnosti, že ve variační fotmulaci úlohy pracujeme se skaláry(energie,potenciál aopd) a ne s vektory(síly, posunití)¨

2. var. m. převádí řešení na soustavu řídících rovnic a okrajových podmínek

3. var. řešení poskytuje některé doplňující informace o řešeném problému a dává nezávislou kontrolu při formulaci problému

4. pro aproximaci řešení lze požít širokou třídu náhradních funkcí, je výhodnější pracovat s variační formulací než s diferenciální formulací úlohy

      25. Výpočtové modely konstrukcí – postupy tvorby, zjednodušení, dělení podle geometrické povahy 
Při statickém a dynamickém sledování konstrukcí se uplatňují tři typické kroky:

1. návrh (výkresy, údaje apod.)¨

2. analýza (výpočtové modely apod.)¨

3. testování (experiment,měření)

Analýza statického a dynamického chování konstrukce

- nejčastěji využívaný krok

- vytváří se matematický popis konstrukce a zatížení(abstraktní modely nahrazují skutečné mech. účinky a skutečné konstr.)

Nahrazení skutečné konstrukce výpočtovým modelem :

1. model musí zachovat nejvěrněji geometrii nosného systému konstrukce

2. model musí vystihnout co nejlépe mech. vlastnosti – statické , dynamické

Statické- přetvárné a napjatostní

Dynamické- setrvačné a útlumové

Na výpočtový model působí zatížení, které je opět modelem(náhradou)skutečného zat.

Velkou pozornost je nutno věnovat vazebním podmínkám(vazbám, omezením apod)

Výpočtové modely se dělí na: lineární výpočtové modely, nelineární výpočt.modely

Výp.modely postihují – celou zkoumanou oblast

                                     - část zkoumané oblasti  - metoda subkonstrukcí

Dělení podle geometrické povahy:

- 1. části(pruty)příhradové konstrukce- prut přenáší pouze tak a tlak

- 2. nosníky- pruty přenášející momenty, příčné síly a osové síly

- 3. části konstrukce- vedoucí na 2D úlohy- stěny, liniové stavby zp., rotační skořepiny

- 4. ohýbané desky- plošné konstrukce

- 5. části konstrukcí přenášející pouze membránové účinky- tenké skořepiny, stěnové konstr.

- 6.plošné konstr. Namáhané ohybem a membránovými účinky(stěno-deska)

Dále se výpočtové modely dělí na spojité a diskrétní (parametrické)

26) Metoda konečných prvků – Kroky analýzy

- prvky mají konečný počet stupňů volnosti

- soustavy rovnic lze sestavit přímo

4. Idealizace soustavy (konstrukce) – soustava se nahrazuje (idealizuje) souborem prvků

5. Rovnováha prvku – podmínky rovnováhy jsou sestaveny pomocí stavových proměnných (hledaných hodnot, uzlových parametrů)

6. Spojení prvků – sestavení soustavy rovnic získáme hodnoty stavových proměnných (parametrů) a z podmínek rovnováhy na prvcích dopočítáme zbývající proměnné (veličiny)

7. řešení odezvy – po vyřešení soustavy rovnic získáme hodnoty stavových proměnných (parametrů) a z podmínek rovnováhy na prvcích dopočítáme zbývající proměnné (parametry)

27) MKP – základní kroky, výchozí metody, varianty

Nejčastěji používaný postup v metodě konečných prvků vychází z deformační metody (řešení v přemístěních)


Základní kroky při řešení příhradových a rámových konstrukcí deformační metodou:



1. Idealizace celé konstrukce souborem norníkových a příhradových prutů (prvků) spojených mezi sebou ve styčnících (uzlech)



2. Identifikace neznámých parametrů přemístění v místech spojení. Parametry přemístění plně určují odezvu v přemístěních na idealizované konstrukci (výpočtovém modelu)



3. Sestavení rovnic rovnováhy odpovídající uzlovým přemístěním a následné řešení rovnic



4. Po vyčíslení koncových hodnot přemístění na norníkových a příhradových prutech (prvcích), lze dopočítat rozdělení vnitřních sil (napětí) na jednotlivých prvcích



5. Po analýze hodnot přemístění a napětí lze provést posouzení konstrukce. Je nutno pamatovat na to, že výpočet byl proveden za určitých předpokladů a na idealizované konstrukci (výpočtovém modelu). Celý proces výpočtu je mnohdy nutno několikrát opakovat. (návrh   SHAPE  \* MERGEFORMAT 


analýza)


Návrh a analýza jsou nejvýznamnější kroky při řešení skutečné úlohy. Je nutno pamatovat na korektnost vstupních údajů (mater. vlastnosti, způsob zatěžování, apod.)


Metoda konečných prvků vychází z Ritz-Galerkinových variačních principů, kdy jsou používány bázové funkce aproximující určitá pole v závislosti na zvoleném rozdělení řešení oblasti na konečné prvky. Klasické variační metody (Ritz) hledá součinitele předem zvolených funkcí, které měly obecně nenulové hodnoty v celé řešené oblasti. Formálně se převedlo analytické řešení diferenciálních rovnic na řešení algebraických rovnic.


V současné době se nejčastěji využívá deformační varianta metody konečných prvků. Jednoduchost použití spočívá v energetickém pojetí úlohy, obecně ve formulaci úlohy jako variační, přičemž se hledá extrém nějakého operátoru, který má aditivní povahu. To znamená že jeho hodnota pro celou oblast je rovna součtu hodnot v částech či prvcích soustavy.

28) Výpočtové programy MKP, preprocesor, řešič, postprocesor

[image: image22.emf]Vstupní údaje o geometrii konstrukce, dělení na prvky, materiály, okrajové podmínky a zatížení (prvků a uzlů). Zpracování výchozích údajů, kontrola a eventuelně výstup vstupních hodnot.        Preprocesor – slouží k provedení a vložení těchto úloh


[image: image23.emf]Vytvoření matic tuhosti prvků vystavené zatěžovací veličinou prvku          analýza prvku

[image: image24.emf]
Vytvoření soustavy rovnic, zavedení podmínek, zjištění této soustavy           analýza konstrukce

[image: image25.emf]      Výpočet napětí a vnitřních sil v požadovaném místě na požadovaném prvku          dokončení analýzy prvku

[image: image26.emf]Analýza prvku, konstrukce s dokončení analýzy prvku           Řešič
[image: image27.emf]Výstup deformací,vnitřních sil a napětí        Postprocesor – Zpracování, výstup a výpočet výsledků

29) Postup odvození matice tuhosti prvků

1. Vytvoříme výpočtový model řešené úlohy


2. Určíme okrajové podmínky


3. Předpokládáme lineární průběh



Stanovíme funkci posunutí U(x) a potom funkci posunutí U(x) pro všechny body

4. Provedeme maticový zápis a získáme U(x)

[image: image15.emf]
8. Derivováním výrazu U(x) podle x získáme poměrnou deformaci a určíme potenciální energii deformování prutu. Po dosazení dostaneme matici tuhosti. [image: image16.emf]
[image: image17.emf]

30) Postup odvození zatěžovacího vektoru


[image: image18.emf] [image: image19.emf]
31.Bazové funkce vysvětlit
V metodě konečných prvků jsou používané bázové funkce které  aproximují určitá  pole v závislosti na rozdělení řešení úlohy na konečné prvky.  Funkce musejí splňovat okrajové podmínky okrajové podmínky a jsou obecně nenulové v celé řešené oblasti.  U metody konečných prvků není vyžadováno aby bázové fce byli po částech spojité na celé konstrukci.

Hodnotám bázových fcí říkame uzlové parametry přemístění u. Celkový počet parametrů u po celé konstrukci je n. Vyčíslení rovnic pro všech n  hledaných uzlových hodnot vede soustava n algebraických rovnic:  

                                                  Ku-R=0               K – čtvercová matice tuhosti řádu m

                                                                               u  - vektor všech hledaných parametrů 

                                                                               R – vektor uzlových sil

32.Popis používaných prvků + stupně volnosti 

 - prutové: - pružiny 

 - plošné: - stěnové 

 - prostorové: - krychle, jehlan, 

 - speciální
33.Sestavení globálních matic a vektorů (79) 

 tuhle otázku nevím co sem patří nenašel jsem to 

34.Izo-,super-, sub-parametrické prvky ‚(101)

  -  Izo: - geometrie prvku i tvar náhradních  (interpolačních) fcí pro popis hledaných polí jsou 

               definovány stejným počtem parametrů          

 -  super: - geometrie prvku je zadána větším počtem parametrů než tvar náhradních fcí pro 

                  popis  hledaných polí      

 - sub: - geometrie prvku je zadána menším počtem parametrů než tvar  náhradních fcí pro 

             popis hledaných polí 

                                                                                                                                                                                   35.Výhody izo-parametrických prvků, postup odvození (102)
 - jde o výhodné prvky: - jejich tvar může být velmi obecný a při odvození matice tuhosti se 

                                         využívá jednotkového prvku na prvek skutečný.

                                       - při využití izo- param.  prvků není nutno vyčíslovat matice T pro 

                                         transformaci s lokálnísouřad. soustavy do globální souřad. soustavy

Postup a odvození je na straně 101 a 102

36. Numerická integrace –postupy, dělení, výhody       ξ – ksí, η – eta, ζ - zeta
Důležitým krokem v případě izoparametrických prvků je numerická integrace. Požadované maticové integrály při výpočtu konečných prvků lze zapsat takto:

 integrál F(ξ) dξ ,  integrál F(ξ, η) dξ dη , integrál F(ξ, η, ζ) dξ dη dζ 
pro případ jedno, dvou a tří dimenzionální úlohy,

Uvedené integrály řešíme numericky :

 int.  F(ξ) dξ = ∑ Wi F (ξi) + Rn

 int.  F(ξ, η) dξ dη = ∑∑ Wij F (ξi, ηi) + Rn

 int. F(ξ, η, ζ) dξ dη dζ = ∑∑∑ Wijk F (ξi, ηi, ζi) + Rn

Kde Wi, Wij = Wi Wj, Wijk = Wi Wj Wk jsou váhové koeficienty a  F(ξ), F(ξ, η), F(ξ, η, ζ) jsou matice jejichž členy jsou vyčíslovány v integračních bodech, Rn je matice chyby, která se obvykle nevyčísluje

Potom: 

int. F(ξ) dξ = ∑ Wi F (ξi)

int. F(ξ, η) dξ dη = ∑∑ Wij F (ξi, ηi)

int.  F(ξ, η, ζ) dξ dη dζ = ∑∑∑ Wijk F (ξi, ηi, ζi)

Přesnost integrace je dána počtem požadovaných integračních bodů při výpočtu matic prvku

Interpolace pomocí polynomů
Ψ(ξ) = ao + a1ξ + a2ξ² + …….+ anξⁿ ……. za předpokladu, že F(ξ) je vyčíslována v n+1 různých bodech ξ0, ξ1, ……., ξn

Za předpokladu , že Ψ(ξ) = F(ξ) v n+1 bodech interpolace získáme F=S * a
kde F = Fo  F1  …..Fn      ,   a =  ao   a1 …. An

S – Vandermondova matice

protože det S se nerovná 0 – máme jediné řešení a
Lagrangeho interpolace
lj = ( (ξ – ξo)*(ξ – ξ1) ……(ξ – ξi-1)*(ξ – ξj+1)…..(ξ – ξn)) / (ξj – ξ0) *( ξj – ξ1)......

      …( ξj – ξj-1)*( ξj – ξj+1)….. (ξ – ξn)

kde lj (ξi) = δij – Kroneckerovo delta    δij = 1 pro i=j    a  δij = 0 pro i se nerovná j

potom souřadnice bázového vektoru jsou hodnoty F(ξ) a polynomu Ψ(ξ) má tvar 

Ψ(r)= Fo lo (ξ) + F1 l1(ξ) +…..Fn ln (ξ)

Newtonovy- Cotesovy integrační vztahy

Postup, při kterém body interpolace jsou rozmístěny rovnoměrně platí:

ξu = a , ξn = b, h = (b-h)/n

Při použití Lagrangeova postupu získáme vztah:

       F(ξ) dξ = ∑    li(ξ)dξ Fi + Rn

Nebo po transformaci:

    F(ξ) dξ = (b-a) ∑ Ciⁿ Fi + Rn, kde Rn – zbytkový člen, Ciⁿ- koeficienty Newton Cotesovy numerické integrace pro n bodů

37. Gaussova numerická integrace- umístění integračních bodů- výsledky analýzy
- metoda numerické integrace, kdy jsou současně optimalizovány poloha integračních bodů a váhy v těchto bodech se nazývá Gaussova numerická integrace
Základním předpokladem Gaussovy numerické integrace je, že ve výrazu

      F(ξ) dξ = w1*F(ξ1) +w2 * F(ξ2) +……+ wn * F(ξn) + Rn     

jak váhy w1, …..wn, tak i souřadnice integračních bodů jsou proměnné

-Určení bodů integrace a integračních váh je závislé na intervalu a až b, výpočet však můžeme realizovat v intervalu -1 do + 1v přirozených souřadnicích

- body integrace  a odpovídající váhy v intervalu od -1 do +1 musí odpovídat bodům a váhám v intervalu od a do b
Převodí vztahy

(a+b)/2 + ((b-a)/2 * ξi)       a    ((b-a)/2 * wi)

· provádí- li se výpočet v intervalu od -1 do +1, potom a=-1, b= +1

· souřadnice integračních bodů určíme ze vztahu 

int.   P(ξ) ξ^k dξ = 0 , k= 0,1,2 ….., n-1

· a váhy  

Wj =     lj (ξ)dξ  , j = 1,2, ….,n  

Gaussova numerická integrace se využívá při výpočtu matic izoparametrických prvků

Gaussova num. int. v případěintegrace na prvcích:

        F(ξ) dξ = ∑ Wi F (ξi)                  …….     1D úloha

        F(ξ, η) dξ dη = ∑∑ Wij F (ξi, ηi)  ……..   2D úloha

        F(ξ, η, ζ) dξ dη dζ = ∑∑∑ Wijk F (ξi, ηi, ζi)   …….   3D úloha

indexy n, m, p ukazují na možnost použít různá integračí schéma ve směrech  ξ, η, ζ

poznámky:

· při integraci je nutno zvolit řád integrace odpovídající typu konečného prvku

· řád numer. Int. silně ovlivňuje nároky na čas výpočtu matic prvku a  na jejich přesnost

38. Ohýbané desky- základní přístupy, dělení, stupně volnosti u MKP
Odvození základních vztahů na případě tlusté desky.

Úloha ohýbaných desek je obecně úlohou třídimenzionální, ale lze ji za určitých předpokladů převést na úlohu dvojdimenzionální.

Mějme desku viz. obrázek

 v pravoúhlé souřadnicové soustavě X, Y, Z. Přemístění libovolného bodu A je funkcí tří souřadnic a toto přemístění lze rozložit do Maclarenovy řady podle souřadnice Z

       Ux = U(x,y, z) = Uxo(x,y,0) + ((∂Ux/∂z) * z) + ½ * ((∂²Ux/∂z²)*z²)+ …….

       Uy = Uy( x,y,z) = Uyo ( x,y,0) + ((∂Uy/∂z)*z) + ½ * ((∂²Uy/∂z²)* z² ) +……

       Uz = Uz (x-y-z) = Uzo (x,y,0) + ((∂Uz/∂z) *z) + ½ * ((∂²Uz/∂z²)* z² )+….. 

39. Vnitřní síly dle jednotlivých teorií, popis teorií – tenké, střední, tlusté
Lineární teorie

měrné vnitřní síly (intenzita vnitřních sil)              κ - kapa
· vnitřní síly na jednotku délky                      ν – poissonova konstanta

mx           D    νD        0                  0         0      κx
my          νD    D          0                 0         0       κy  

mxy  =     0       0     D/2*(1 – ν)     0         0       κxy     

tx             0       0          0                αS       0       - øx

ty             0       0          0                 0        αS     - øy      

           D = E t²/ 12*(1- ν²) – desková tuhost , S = G*t , α = k ^-1

Pro případ spojitého zatížení působícího kolmo k povrchu desky a s využitím rovnice rovnováhy   ∂tx/∂x + ∂ty/∂y + p = 0     p- spojité zatížení

a výše uvedených vztahů získáme - Reissnerova teorie
my       -D ((∂²Uz/∂x²) + ν (∂²Uz/∂y²)) +  (t²∂tx/6 ∂x) – ((ν t²/6 (1- ν))*p

my =    -D ((∂²Uz/∂y²) + ν (∂²Uz/∂x²)) +  (t²∂ty/6 ∂y) – ((ν t²/6 (1- ν))*p

mxy      -D (1- ν) *(∂²Uz/∂x∂y) + t²/12 *(∂tx/∂y + ∂ty/∂x)

rozdíl je jen v tom že normálové napětí σzz je zanedbáno

zanedbáme-li smykové deformace je možno přejít k teorii ohýbaných tenkých desek, tzv. Kirchoffova teorie
tenká deska= 1/5 je vetší nebo= t/b je větší nebo= 1/80, velikost průhybů není větší než 1/4t

mx                            1    ν       0             κx 

my =  Et³/ 12(1-ν²)   v    1       0             κy

mxy                          0    0     (1- ν)/2     2κxy

        D =   Et³/ 12(1-ν²)- desková tuhost  

 mx =      σxx z dz =  -D ((∂²Uz/∂x²) + ν (∂²Uz/∂y²))

my =      σyy z dz =  -D ((∂²Uz/∂y²) + ν (∂²Uz/∂x²))

mxy =    σxy z dz =  -D (1- ν) *(∂²Uz/∂x∂y)            ( Nm/m)

z podmínek rovnováhy elementu dxdy(momentově k x a y)

tx =      σzx  dz =   - D ((∂³Uz/∂x³) +(∂³Uz/∂x∂y²))

ty =       σyz  dz =   - D ((∂³Uz/∂y³) +(∂³Uz/∂y∂x²))

40. Rovnice tenké ohýbané desky
Připojením podmínky silové rovnováhy do směru z získáme základní diferenciální rovnici desky:

(∂^4 Uz / ∂x^4 )+ 2 * (∂^4 Uz / ∂x²*∂y²) + (∂^4 Uz / ∂y^4) = P / D

Zapsáno kompaktněji ∆∆ Uz = P / D

Kde ∆∆ je operátor  (∂^4 / ∂x^4 )+ 2 * (∂^4 / ∂x²*∂y²) + (∂^4 / ∂y^4)

V případě řešení kmitání desek v diferenciální rovnici přibude člen ρ*t ∂² Uz/ ∂t²

ρ = hustota materiálu, ∂² Uz/ ∂t² - zrychlení ve směru osy z

potom D ∆∆ w + ρ*t ∂² Uz/ ∂t² = P 
41.Okrajové podmínky ohýbané desky     

a)prosté podepření okraje

x=konstanta…..Uz , mx=0……бUz/бy=0 ( liniové podepření )

y=konstanta…..Uz , my=0……бUz/бx=0 ( liniové podepření )

Kinematické ( geometrické ) okrajové podmínky:

x=konstanta…..Uz=0…… бU2z/ бx2=0

y=konstanta…..Uz=0…… бU2z/ бy=0   ( pokud obě součastně mx a my=0 )

Silové okrajové podmínky

x=konstanta….mx=0, my=0, tr≠0, mxy≠0
y=konstanta….my=0, mx=0, tr≠0, mxy≠0
b)volný okraj

Doplněná posuv. Síla …náhrada: mxy a tx = txˉ  a  mxy a ty = tyˉ  

X=konstanta.... mx=0, txˉ =0, y=konstanta…. my=0, tyˉ =0...doplněná posouvající síla
Doplněné posouvající síly určíme takto: txˉ = tx+б mxy/ бy , tyˉ = ty+б mxy/ бx

c)vetknutý okraj
x=konstanta…..Uz=0, Өx=0,   y=konstanta…..Uz=0, Өy=0

v teorii tenkých desek platí: Өx= бUz/ бx=0,   Өy= бUz/ бy=0,  бUz/ бy=0, бUz/ бx=0

V případě okrajových podmínek u desek, které mají jiný tvar než obdélníkový, je nutno určovat pootočení a vnitřní síly v šikmém řezu. Potom výrazy pro tyto okrajové podmínky se komplikovaně vyjadřují. 

42.Využití speciálních okrajových podmínek desek   

a) pružné podepření – bodové, liniové

b) liniový kloub

c) pružné vetknutí

d) desky plošně podepřené  
43.Hlavní momenty u desek 
Při dimenzování speciálně železobetonových desek je nutné určit tzv. hlavní momenty mI a mII (mxy=0)…. mI,II=1/2(mx+ my±√(( mx- my)2+4 m2xy)
Poloha normál k hlavním rovinám: tgφI=mI-mx/mxy= mxy/ mI-my
Extrémní hodnoty kroutícího momentu: mxyextr.= ±1/2( mI- mII )..v řezech půlících úhel hl. rovin.
44.Metody řešení desek

1.Analitické řešené


a) dvojitými nekonečnými řadami


b) jednoduchými nekonečnými řadami

2.Přibližné řešení


a) metoda kolokační


b) metoda minima čtverců chyb


c) metoda konečných diferencí


d) variační metody

45.Přesnější modely desek

-anizotropie →praktický případ  ortogonální anizotropie = ortotropie

-různé moduly pružnosti ve dvou kolmých směrech Ex Ey Vxy Vyx

Dx=Ex*t3/12*(1- Vxy*Vyx), Dy=Ey*t3/12*(1- Vxy*Vyx)
Torzní tuhost Dxy=G*t3/12…použití při řešení křížem vyztužených žb. desek

46. Kondenzace vnitřních parametrů (141)

   Statická kondenzace vnitřních prvků je vhodná v případě vytváření superprvků (subkonstrukcí), kdy skupina prvků je redukována (převedena) na jeden prvek nebo při vytváření matic prvku, kdy lze některé parametry převážně ve vnitřních uzlech vyloučit. 

47. Skořepiny – dělení, stupně volnosti MKP

Skořepiny (deskostěnové prvky)– nosné plošné konstrukce staveb, zakřivené nebo zaoblené v jednom popř. v obou směrech. 

Základní charakteristika – jeden její rozměr – tloušťka je výrazně menší než zbývající dva rozměry.

Dělení skořepin podle statického chování (poměr střední tloušťky skořepiny tavr / střední poloměr křivosti střednicové plochy ravr):
1. Skořepiny velmi tenké:

Poměr tavr/ravr = 1/400  - 1/600
Materiál:
kovy
Kovové zásobníky, velkorozměrové nádrže z oceli, venkovní kovová potrubí velkých průřezů, vysoké kovové komíny,…
2. Skořepiny tenké:

Poměr tavr/ravr = 1/50  - 1/200
Materiál:
beton
Železobetonové střešní skořepiny, ŽB pláště chladících věží, vysoké ŽB komíny, velkorozměrové ŽB nádrže, venkovní ŽB velkoprůměrová potrubí,...
3. Skořepiny tlusté:

Poměr tavr/ravr = 1/20  - 1/30

Materiál:
beton

Nádrže ŽB vodojemů, tlaková ŽB potrubí, klenbové ŽB přehradní hráze, opěrné zdi vyklenuté proti zemině,…

Základem teorie skořepin – teorie tenkých skořepin (membránová)


Navrhování skořepin je závislé na geometrické funkci tvaru skořepiny; tlusté skořepiny jsou složitější – obchází se to jednoduššími teoriemi.

Cílem – návrh skořepiny tak, aby hlavní část zatížení působila v kolmých směrech ba střednicovou plochu, pak skořepina přenáší vnější zatížení do podpor především normálovými silami a je málo namáhaná ohybově (skořepiny mají malou ohybovou tuhost).

Všeobecná teorie staticky namáhaných tenkých skořepin (podle obtížnosti – úrovně modelování):
1. Přesná ohybová teorie

2. Technická ohybová teorie

3. Membránová teorie:

Nejjednodušší, lze použít jen vzácně a to u skořepin s převládajícími stěnovými vnitřními silami. Teoretické vyšetřování tenkých skořepin je velmi náročné. Pro stanovení statických stavů je využívána stěnová nebo desková rovnice (obě rovnice jsou sestavovány z příslušných statických, geometrických a fyzikálních podmínek. V případě tenkých skořepin jsou tři simultánní parciální diferenciální rovnice 3. a 4. řádu pro složky přemístění střednicové plochy ux, uy, uz. Tyto rovnice se také sestaví ze statických geometrických a fyzikálních podmínek, kde geometrické podmínky se u tenkých skořepin velmi nesnadno odvozují, přičemž se tyto podmínky mění s funkcí geometrie střednicové plochy.

Tenké stavební skořepiny:


Střednicová plocha 
- zcela hladká
- po částech hladká

Skořepiny
- s jednou křivostí
- se dvojí křivostí
[image: image28.emf][image: image29.emf]Skořepiny
- rotační:   s jednou křivostí se dvojí křivostí


[image: image30.emf]Lomenice s nulovou křivostí – jsou sestaveny z deskostěn

Křivky nejběžnějších hladkých ploch:



Válcové plochy



Rotační kuželová plocha



Kulová plocha



Plocha jednodílného rotačního hyperboloidu



Plocha konoidu


Přesná ohybová teorie pro vyšetřování plných tenkých skořepin:



Výchozí předpoklady:

1. Materiál skořepiny – homogenní, izotropní a lineárně pružný.

2. Normálová napětí v kolmých směrech na střednicovou plochu jsou ve srovnání s normálovými napětími ve zbývajících směrech tak malá, že je považujeme za nulová.

3. Předpoklad platnosti Navierovy-Bernoulliho hypotézy. Normály střednicové plochy zůstávají normálami i po jejich přetvoření, přičemž vzdálenosti bodů na normálách od střednicové plochy se přetvořením nemění.

4. Předpoklad natolik malých přetvoření skořepiny, že lze vycházet z teorie I. řádu.


Zatížení skořepin:



- Na skořepinu by neměly působit koncentrované statické účinky.

[image: image31.emf]

- Silová zatížení obecného směru rozkládáme ve střednicové rovině do směrů x, y, z.

Rozdělení napětí po tloušťce skořepiny:

                                           σxz(z) = σyx(z)
48. Vnitřní síly a napětí dle jednotlivých teorií u skořepin

Vnitřní síly skořepiny:

1. Integrací normálových napětí σxx, σyy získáme normálové síly nx, ny. Přemístěním nx, ny do střednicové plochy Ф získáme ohybové momenty mx, my.

2. Integrací smykových napětí σxy, σyx získáme tangenciální síly nxy, nyx. Jejich přemístěním do střednicové plochy Ф získáme kroutící momenty mxy, myx. Protože rx ≠ ry potom nxy  nyx a mxy ≠ myx.

3. Integrací smykového napětí σxz, σyz získáme posouvající síly tx,ty.

Napjatost skořepiny v jejím obecném bodě je popsána 10 vnitřními silami 

[image: image32.png]


(„Mindinova teorie“):




- stěnové síly:
normálové síly nx, ny, 
                                    tangenciální síly nxy, nyx
 - deskové síly:      ohybové momenty mx, my, 

                        kroutící momenty mxy, myx, 
                        posouvající síly tx, ty

Přemístění skořepiny – je popsáno funkcemi ux, uy, uz.


Technická ohybová teorie skořepin zjednodušující předpoklady:


1. tavr/ravr ≈ 0 … geometrický předpoklad 

=> nxy = nyx a mxy = myx => 8 vnitřních sil


2. ν ≈ 0 … fyzikální předpoklad

Skořepinový plochý čtyřúhelníkový prvek:

Lze jej získat superpozicí ohybového chování desky a rovinné napjatosti ve stěně.

Ohybové chování: 4 uzly, 4*3 = 12 stupňů volnosti; stěnové chování: 4 uzly, 4*2 = 8 stupňů volnosti; pak výsledný prvek bude mít 12 + 8 = 20, 20 / 4 uzly = 5 stupňů volnosti v každém uzlu (stěnové chování se u skořepin nazývá membránovým).

[image: image33.png]



Skořepinový prvek       =
Deskový prvek     +
Prvek pro rovinnou napjatost

[image: image34.png]
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Prvek lze použít pro modelování konstrukcí složených z rovinných útvarů propojených pod různými úhly, i pro modelování zakřivených útvarů (skořepin).V prostoru má uzel 6 stupňů volnosti.

V případě plochých (slabě zakřivených) skořepin je tuhost odpovídající stupni volnosti θz malá (případ malého úhlu Φ). Potom matice tuhosti může být špatně podmíněná nebo i singulární. Tento problém může být odstraněn zavedením malých koeficientů tuhosti odpovídajících rotacím θz. Jiný postup obejití problému, použijeme-li konečný prvek pro skořepinu mající pouze 5 stupňů volnosti v uzlu. Tento prvek je odvozen přímo na základě teorie skořepin.

Prostorové prvky:


Jsou nejčastější izoparametrické ve tvaru:



-„brick“ (cihla) 
       - osmiuzlový šestistěn (s 48 stupni volnosti)
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- dvacetiuzlový šestistěn (s 24 stupni volnosti)

               Preferují se v praxi, ale objem je nutno nejprve     

                                                                              rozdělit na „pravidelné“ topologicky přípustné podobjemy a   

                                 ty vykrýt prvky.
-„tet“(tetrahedron = čtyřstěn)      - čtyřuzlový

[image: image37.png]Chybéjiitunast %4‘}1







 - desetiuzlový – pro výpočty

                                 V případě použití čtyřstěnu lze již prakticky bez    

  významných komplikací generovat sítě prvků vykrývající  

      libovolně tvarový objem.


Tyto prvky mají v každém uzlu 3 stupně volnosti ux, uy, uz => pouze posuvy.


Existují však prostorové prvky s 6ti stupni volnosti v uzlu.

49.Analýza konvergence

Přiblížení se k přesnému(správnému) řešení. Typy konvergence:
- monotónní









- nemonotónní
Abychom zajistili monotónní konvergenci prvky musí být úplné a kompatibilní, pak přesnost řešení spojitě roste.

Úplnost: 

týká se funkce posunutí, pohyb tělesa jako tuhého celku nesmí v tělese vyvolat pružné deformace a aproximační funkce musí zaručit možnost přesného stanovení konstantních deformací nebo napětí. 

Pohyb jako tuhého celku – prvek musí být bez napětí. 

Tvary přemístění odpovídají stupňům volnosti tělesa: - rovinná úloha – 3 st. volnosti








      - prostor. úloha – 6 st. volnosti
Kompatibilita:


výběr aproximačních funkcí musí zaručovat spojitost hledané funkce uvnitř i na jeho hranici.Je-li nejvyšší derivace n-řádu, pak aproximační funkce musí být n-krát diferencovatelná, a její derivace musí být spojitá do řádu (n-1) včetně. Prvky vyhovující tomuto předpokladu patří do třídy cn-1  prvků.

Současné splnění obou předpokladů je spojeno s velkými těžkostmi.

Rychlost konvergence je závislá na tvaru polynomu použitého pro aproximaci posunutí.

Prostorově izotropní prvky – mají tytéž výrazy pro posunutí ve všech směrech.

Prostorově neizotropní prvky – funkce posunutí na prvku je závislá na orientací souřadnicových os (tohoto lze využít u skořepinových prvků).

Přesnost řešení metody konečných prvků MKP roste rychleji při zvětšování řádu polynomu než při zhušťování sítě.

Nekompatibilní modely prvků:


Používá se v praxi, pomocí nekompatibilních prvků lze získat prakticky použitelné výsledky řešení. Velmi často se používají tzv. nekompatibilní funkce (tvary) pro vylepšení vlastností prvků. 

Např. čtvercový izoparametrický prvek pro řešení 2D úloh velmi špatně přenáší ohyb v rovině – zavedou se nekompatibilní funkce (nezlepšují spojitost mezi prvky) „Bublinková funkce“. Jednotlivé prvky se testují a prověřují se jejich vlastnosti – benchmark testy.

Výpočet napětí:

Na základě uzlových hodnot lze vyčíslit napětí v libovolném bodě prvku. V praxi se napětí vyčísluje pouze v některých vybraných místech na prvku. Hodnoty složek napětí nejsou spojitá mezi prvky. Je vysledováno, že napětí v některých bodech je vyčíslováno s výraznou vyšší přesností než v ostatních bodech. Nejvíce „přesnými“ body jsou Gaussovy integrační body.

50.Modely podloží – typy, dělení, použití

Existuje celá řada modelů podloží staveb jako zemního prostředí. Tato problematika patří do mechaniky zemin.

Zemní prostředí je bráno jednofázové až třífázové, kontinuální či partikulární. V běžné praxi lze numericky zvládnout jen jednofázové kontinuum s pseudoelastickými vlastnostmi. V současné době se nelze předpokládat odklon od vlastností reálného podzákladí (klasického modelu) pomocí pseudoelastických konstant podle geologického profilu. Hodnoty konstant se stanoví podle projekční připravenosti až po laboratorní zkoušky in situ.
Pružný poloprostor – v případě izotropního a homogenního prostředí při tloušťce vrstvy Tn->∞. Základní případ zatížení osamělým svislým břemenem P (roku 1885 vyřešil Boussinesq). 

Později úlohy s vodorovným břemenem – získána analytická řešení trojrozměrného modelu podloží definovaného jako obecně vrstevnatý poloprostor s pružným nebo viskoelastickým chováním pro různé zatížení povrchu.

Při použití konečných prvků se modely podloží dělí na - povrchové modely podloží







        - prostorové modely podloží.
Pro případ silného zjednodušení lze tuhost podzákladí nahradit soustavou translačních a rotačních pružin.

Povrchové modely podloží:

Winklerův model podloží:

Předpoklad (v praxi): nedochází k porušení vazeb mezi dekou a podložím, podklad se chová podle klasického Winklerova-Zimmermanova předpokladu (reakce podkladu r = průhyb Uz * modul stlačitelnosti C). Řešení vychází ze zvoleného tvaru průhybu deskového prvku. Pak tuhost pružně podepřeného prvku = tuhost desky + tuhost podloží. 
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Winklerův model nedovoluje zohlednit ovlivňování sousedních základů mezi sebou.
Pasternakův model podloží:


Vychází ze zvoleného tvaru průhybu deskového prvku.

Předpoklad: 
průhyb prvku podloží:
vztah mezi napětím a složkami deformace v případě izotropního materiálu: σ = D * ε, D je matice pružnostních charakteristik typu (6,6).

posunutí Ux a Uy jsou zanedbatelně malé: pak rozhoduje útlum 





průhybu s hloubkou Z. Mnohdy vystačíme 





s lineárním průběhem funkce útlumu průhybu 





f(Z).

Prostorové modely podloží:

Prostorový prvek se používá pro modelování oblasti pod základy. Jednotlivým skupinám prvků je nutné přiřadit vlastnosti podloží. Velikost modelované oblasti musí být tak veliká, aby energie deformace nemodelované oblasti byla zanedbatelná. V některých zjednodušeních je poloprostor modelován 2D prvky. Použití prostorových prvků klade vyšší nároky na použití počítačů, na druhé straně lze modelovat základy na pilotách, podzemní konstrukce (tunely, zásobníky,…).
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