FAKULTA ELEKTROTECHNIKY A KOMUNIKACNICH TECHNOLOGII
VYSOKE UCENI TECHNICKE V BRNE

[ [[\&

Matematika 2

Garant predmétu:
Prof. RNDr. FrantiSek Melkes, CSc.

Autori textu:
Prof. RNDr. FrantiSek Melkes, CSc.
Mgr. Martin Rezac






Matematika 2 1

Obsah
1 UVOD aueeceetencrenessesessesssessesssessssssssssssesssssssessssssssssssessesssessssessesssssssessssassssessessssessese 4
2 ZARAZENI PREDMETU VE STUDIINIM PROGRAMU ......ouuuererrcrrnernnennesensenns 4
2.1 UVOD DO PREDMETU weeveeeeeeeeeeeee e ee e eseee s e e eeeseseseseseseseseseseseneees 4
2.2 VS TUPNI TEST ..utttteeeiieeeeeeeittteeeee e e e e eeeee et e e e eeeeetaaaeeeeeeeeseessasaseeesseeeeesnssssneeeeeeseennnes 5
3  OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE ......uooeereereenereressesesessssesesessessssssesessesens 6
3.1 ZAKLADNI POJMY .vvvviiiiiiiieiiiieeeeee e e eeeeeeee e e e e e eeeesaateeeeeeeeeeeseaaaaeeesseeeeeesssasneeeeseesennnes 6
3.2 EXISTENCE A JEDNOZNACNOST RESENT....ciiiiiiiiiiiiiiieei ettt ettt ee e 9
3.3 ROVNICE PRVNIHO RADU ......coiuviiiieitieiee et et eeeeeeeeeaee e e eeaaeeeeeaaeeeeeennaeeeeenanees 10
3.3.1 Geometricka INEYPIEtACE................c.cccoevieciiiiiiiiii et 10
3.3.2 SINGUIAINT DOAY ... 11
3.3.3 Separace ProMeENNYCH .............ccccccevvuiiieiiiiiiiiiiii it 13
3.3.4 LIN@ATII FOVIICE ... 14
3.3.5 HOMOZENNT FOVIICE ...t 15
3.3.6 EXakini roviice ... 16
3.3.7 INUIMEFICKE FOSCRI ... 19
3.4 SOUSTAVA ROVNIC N-TEHO RADU ......uvviiiiiirrieeeeiteeeeeeiireeeeeeiteeeeeeeineeeeeessneeeeeeisseeeeenns 21
3.4.1 Souvislost soustav n-tého a prvniho Fadu..................cccoccceevvieiieniiiianiee. 21
3.4.2 LIN@ATII SOUSTAVA ... 23
3.4.3 Urcéeni partikuldrniho FESENT..............ccccooviiiiiiiiiiii et 24
3.4.4 Urcent fundamentalng MatiCe ..................cccooevveveeiaieeaiieeieeeieee e 26
3.4.5 ROVIICE N-1ENO FAU ... 27
3.4.6 NUMEFICKE FESEONT ... 29
3.5 KONTROLNI OTAZKY A PRIKLADY KE KAPITOLE 3 ....cociiiiiiiiieiieeeeeeeeieiiieeeeee e e eeennns 29
4 PARCIALNI DIFERENCIALNI ROVNICE ....uocuiueteecrerenneresesssessesessesssessessssesees 30
4.1 ZAKLADNI POJMY ovvvviiiiiiiiiieieieee e ettt e e e e e e eeaaatae e e e e e s s eesnasaaeeeeeeesssensaaaeeeeeeaeens 30
4.2 KLASIFIKACE ROVNIC DRUHEHO RADU ......coiiiiiiiiiiieiiiieeeeieee et eeereee e 31
4.3 METODA SEPARACE PROMENNY CH ...uvvvviviieiieiiiiiiieeeeeeeeeeeeeiasreeeeseeesesssssssereeseessssnnnnes 32
4.4 METODA KONECNYCH DIFERENCT .......cciiiiiiiiiiiiiiiie et 33
4.5 KONTROLNI OTAZKY A PRIKLADY KE KAPITOLE 4 .....cccooviiiiiiiiieeee e eeeeiieeeeeeeeeeeeanns 34
5 DIFERENCIALNI POCET V KOMPLEXNIM OBORU .......uoueveeencrreereneresserees 35
5.1 UVOD ettt eaeaesseeaaasaeeasesnserannnarnnennrnnnnnne 35
5.2 MNOZINY KOMPLEXNICH CISEL .....uvvviiiiiiiiie et e 35
5.3 POSLOUPNOSTI KOMPLEXNICH CISEL ...vvvviiiiiiiiiiiieieeeeee e eeeiitieeeee e e e eeeeniaveeeeeeeeeeeennes 37
5.4 KOMPLEXNI NEKONECNE RADY ...ccouvviieeiiieeeeeeteeeeeeeneeeeeeieeeeeeeisseeeeeesneseeeesneeesennnens 38
5.5 KOMPLEXNI FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE ......uuuuviiiiiiiiiiiiiieeieeeeeeeeininnereeeeeeeeennnnns 39
5.6 DERIVACE FUNKCE ...eveiiiiiiiieiiiieeeeeeeeeeeeeiireeeeeeeeeeeesisseeeeeseeeeesnssssssseseseessnsssssnsreesesees 40
5.7 HOLOMORFENI FUNKCE .....uvvviiiiiieeieiiiiieteeeeeeeeeeeesiteeeeeeeeeesssssssseseesessssssssssesessssssssnnnnes 43
5.8 RACIONALNI FUNKCE .....uvviiiiiiiieeeecieeeeeeeeee e e eeteee e e et e e eeaaee e e eeaaaeeeeeaneeeeeennneeeeeanees 46
5.8.1 Linearni fUNKCE ............cc.ccciiiiiiiiiiiiee et 46
5.8.2 Kruhova inverze. ... 46
5.83 Linedrni [omend fUnKCe .................ccccoeaiiiiiiiiiiiieie et 47
5.84 MOCHINNA FUNKCE. ... 49
5.8.5 FURKCE ZUKOVSKORO.........o.eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 49
5.8.6 Obecna racionAIng fUNKCE...............c..cccoevvuieeiiiiieiiieieeeee e 50



2 Fakulta elektrotechniky a komunikac¢nich technologii VUT v Brné

5.9 ZAKLADNI TRANSCENDENTNI FUNKCE .....couvvvviiiieeeeiiiirieeeeeeeeeeesssinneeeeeeeessesnnssneees 50
5.9.1 EXPONENCIAINT fUNKCE ............c..ooeeeeeieiieiieeeeeeee e 50
5.9.2 Trigonometricke fUNKCe.................ccccooiiiiiiiiiiiii et 51
593 Hyperbolicke fUNKCe...............c..cccoeeiieiieiieiiieieee e 51
5.94 Logaritmickd fUNKCe...............c.c.ccciiiiiiiiiiiiiii et 52
5.9.5 ODBCCIA MOCTIIIA ...t et e e e e e e e e e e e e e e e 52
5.9.6 CYKIometricke fURKCE ...............ccccooiiiiiiiiiiii et 53
5.9.7 Hyperbolometrické fUnKCe .................ccccveeviiieiiiiiaiiieeeeeee e 53
5.9.8 Prehled zakladnich transcendentnich funkci .................cccooccooviiiiiiiiiininn, 54

5.10 KONTROLNI{ OTAZKY A PRIKLADY KE KAPITOLE 5....uvvviiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeiiieeeeeee e 54

6 INTEGRALNIi POCET V KOMPLEXNIM OBORU.......uoccerercrnrerenesnsessesessenes 55

(o0 R €AV ) YOO OO 55

6.2 INTEGRAL......cootiieiiieeeeee ettt ettt e e e e e e e e e e e e e e eeaataeeeeeeeeeeennsaaareeeseeeens 55

6.3 CAUCHYOVA VETA uuiiiiiiiiiieeeeeeetee e eeeeetttte et e e e e e eeeesaaaeeeeeesssssssssaaaseeessssssssssassseeeessens 57

6.4 CAUCHYUYV VZOREC ......ccouutieeeeitreeeeeeieeeeeeeaeeeeeeeaeseeesiaeeeeseeaeesssesssesesessssseeesssseeeenns 58

6.5 TAYLOROVA A LAURENTOVA RADA ....cocoutviiiiiiieeeeeiiiieeeeeeeeeeeeinaieeeee e e e s essnnasnseeeee e 59

6.6 IZOLOVANE SINGULARNI BODY ....ccociiiiiiiiiiieiieeeeeieiiiireeeeeeeeeeeesnrveeeeeeeeeeennsnneeeeseeeens 61

6.7 TEORIE REZIDUI «.vvvuvviiiiii i ettt ettt e e ettt e e s e s s e emaaate e e e e s s s e ssnnnaaaaeeeeeeeas 63

6.8 APLIKACE TEORIE REZIDUI .....cooiuiiiiiiiiiiiieeecieeiee et eeeeevaeee e e e 66

7 LAPLACEOVA TRANSFORMACE ......uieieeenreeecnsneecssseecsssesesssssesssssessassesssssesssssens 68

7.1 O TRANSFORMACICH OBECNE ....cciiiiiiiiieitiieeieeeeeeeeeiiireeeeeeseeeensnsveeeeeeeeseesnssnseeeseeeens 68

7.2 PRIMA LAPLACEOVA TRANSFORMACE .....ccoouvviiiiieeeieiiiiiiiieeeeeeeeesisiaeeeeeeessesssssnnaneeens 69

7.3 ZPETNA LAPLACEOVA TRANSFORMACGE .....uuvvvvviiiieeeeiieiiiieeeeeeeeeeeesiireeeeeeeeeeeensssneeens 74

8  VYSLEDKY TESTU ...uuueencrcrereresssssessessssessessesssssesssssssssessessessessessssssssesssssssssens 77

Seznam obrazku

OBRAZEK 3.1: UKAZKY SINGULARNIHO RESENI .....ccuviiiiiiiiiiieciieie et 8
OBRAZEK 3.2: PRUBEH IZOKLIN A INTEGRALNICH KRIVEK UKAZKY 3.5 .coviiiiiiieeeieiieeeeae 10
OBRAZEK 3.3: PRUBEH RESENI V OKOLI UZLU, SEDLA, STREDU A OHNISKA. ......coovvuvrrrrreennnn. 12
OBRAZEK 3.4: PRUBEH RESENI ROVNICE 1" = 4X” — X ovovieeviiieiceeeese e 13
OBRAZEK 3.5: PRUBEHY INTEGRALNICH KRIVEK UKAZEK 3.8, 3.9 A3.10.....cccoviiiiiinennnnns 14
OBRAZEK 3.6: OBDELNIKOVA DRAZKA A ROVNOBEZNA VLAKNA .....covvvuiiiiiieiiiieeiciiieeeeeenn 17
OBRAZEK 4.1: TYPY VYPOCETNICH SITI ...oeiiiiiiiiiiiiieiie et 34
OBRAZEK 4.2: NELINEARNI MAGNETICKE POLE V SYNCHRONNIM STROJI - MKD A MKP.. 34
OBRAZEK 5.1: GEOMETRICKY VYZNAM C-R PODMINEK .......ccoiuviiiiiiiiiieeiieeee e eeeieeeeeenns 43
OBRAZEK 5.2: IMPEDANCE A ADMITANCE ......cuvviiiiiitieeeeeiieeeeeeereeeeeeiseeeeeeeseeeeeeisseeeeeesseeeeenns 47
OBRAZEK 5.3: ELEKTRICKE POLE SESTI RUZNYCH SESKUPENI .......coviuiiiiiiiiiiiiieieee e 48
OBRAZEK 5.4: ELEKTROMAGNETICKE POLE RUZNYCH USKUPENI VLNOVODU........ccouvvveereennnn. 48
OBRAZEK 5.5: SMITHUV DI

OBRAZEK 5.6: ZOBRAZENI REALIZOVANA NEKTERYMI MOCNINNYMI FUNKCEMI................... 49
OBRAZEK 5.7: OBTEKANI PROFILU KRIDLA .....uvviiiiiiiiieieiieieeeeieeee et eeeeee e e eenaneeeeenes 50
OBRAZEK 5.8: ZOBRAZENI A JEHO FYZIKALNI INTERPRETACE .......coovvvuuiiiieeeeeieeiiiinieereeeeens 52

OBRAZEK 5.9: NEKTERA DALSI INTERPRETACE HOLOMORFNICH FUNKCI .cvvvvvevieeeeeeeeeeann 54



Matematika 2 3
OBRAZEK 5.10: KONSTRUKCE ZAKLADNICH TRANSCENDENTNICH FUNKCI «.eeeveveiieieiieiennnn. 54
OBRAZEK 7.1: PREDMETY LAPLACEOVY TRANSFORMACE .....ccetttuueeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeeeeeeeesaeeess 70



4 Fakulta elektrotechniky a komunikac¢nich technologii VUT v Brné

1 Uvod

Predlozené elektronické texty jsou urceny studentiim bakalafského studia na FEKT
VUT v Brné. Obsahuji nejprve zakladni kapitoly z oblasti feSeni diferencidlnich rovnic a poté
nezbytné pojednani o funkci komplexni proménné jako matematickém zakladu pro navazujici
kapitoly o integralnich transformacich. Veskera latka je vzhledem k rozsahu a zaméteni texti
probirana tak, aby jednak v rozumné mife popisovala zékladni problematiku a hlavné aby
umoznovala vyuZiti v praxi.

2 Zarazeni predmétu ve studijnim programu

Predmét Matematika 2 je zatazen do druhého semestru bakalafského studia na FEKT.
K jeho uspésnému zvladnuti je zapottebi, aby student byl v dostate¢né mife seznamen se
zékladnimi matematické pojmy, se zdklady line4rni algebry a geometrie, s diferencialnim a
integralnim poctem jedné i vice proménnych a to vrozsahu prerekvizitniho pfedmétu
Matematika 1.

2.1 Uvod do predmétu

Do ptedmétu Matematika 2 jsou zahrnuty dvé vyznamné matematické discipliny, které
velice tésné¢ souviseji s Cetnymi praktickymi aplikacemi, a to jak technického tak i
netechnického charakteru. Témito disciplinami jsou diferencidlni rovnice a integralni
transformace.

S diferencialnimi rovnicemi se setkdvame vSude tam, kde modelujeme piisobeni néjaké
zmény, pohybu ¢i rastu, napt. pii navrhovani elektrickych obvodu, pfi analyze fyzikéalnich
poli, pfi vySetfovani koncentrace chemickych reakei, pii studiu ekonomickych procest, pfi
sledovani rastu populace, pii modelovani biologickych pochodl a pod. Pti feSeni kazdého
takového problému je nutné, a to na zdkladé vlastnosti uvazované problematiky, ptislusnou
diferencialni rovnici (eventudlné soustavu diferencialnich rovnic) nejprve odvodit a poté
vhodnym zpiisobem vyfesit. V tomto pfedmétu se sestavovanim diferencidlnich rovnic
zabyvat nebudeme, zaméfime se jen na nékteré zékladni metody jejich feseni.

V praxi se ukazuje, Ze mnoho konkrétnich uloh, zvIasté uloh spojenych s linedrnimi
diferencialnimi rovnicemi, Ize Gispésné tesit také pomoci fady formalnich operaci, kdy zadany
problém nejprve vhodnym zplsobem transformujeme, transformovanou a zpravidla
jednodussi ulohu vyfesime a zpétnou transformaci pak ziskame feSeni ptivodniho problému.
Tento postup se s vyhodou aplikuje napi. ve sdélovaci technice, automatizaci, teorii systémil,
energetice, elektrickych obvodech apod. Zaméfime se zejména na Laplaceovu a Fourierovu
transformaci a na tzv. (a ne pln¢ integralni) transformaci Z.

Pted vlastnim ¢tenim skript bychom upozornili na nékterou uzitou symboliku, ktera by
mohla vést k nedorozuméni. Symbolem C budeme v dal§im rozumét prostor vSech spojitych
funkci, pficemz za tento symbol uvedeme, eventuelné v zavorkach, defini¢ni obor téchto
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funkci. Tedy napf. C<a,b> oznaCuje prostor vSech spojitych funkci jedné proménné
definovanych na intervalu <a,5> nebo C(Q) je prostor spojitych funkci definovanych na
oblasti Q. Podobné je to se symbolem C,, ktery oznacuje prostor vSech funkei, jejichz prvni

derivace jsou spojité. Na rozdil od tohoto oznaceni budeme symbolem C oznacovat prostor
vSech komplexnich cisel.

2.2 Vstupni test

Pied studiem nasledujicich kapitol je nezbytné si provétit znalosti nékterych pojmi,
oznaceni a metod z prerekvizitniho pfedmétu Matematika 1. K tomu slouzi nasledujici test.
Piiklad 2.1:  Vysveétlete vyznam symbolu ¥, 3, 3!, =, <, x, U, N, €, &, .

Piiklad 2.2: Negujte nasledujici sloZeny vyrok a rozhodnéte o jeho pravdivosti:
(VxeR:x? #-2)= (Va,b,ce R, Axe R: ax> +bx+c=0).

Piiklad 2.3: Vysvétlete vyznam oznaceni ciselnych tiid N,1,Q,R,C,C.

wr v, v v v , v, v v , . 6
Priklad 2.4: Vypoctete a v Gaussoveé roviné zndzornéte reseni rovnice z° =1 pro ze C.

Piiklad 2.5: Najdeéte viastni cisla matice 00 -2

Piiklad 2.6: Urcete mnozinu vSech hodnot parametru a € R takovych, ze kvadraticka forma
K(x,y,2)=x" +2y° +2° +2xy +2axz+2yz je pozitivné definitni.

Piiklad 2.7: Urcete, pro které hodnoty parametru ce R je primka p o rovnici
2x—y+c=0 a) tecnou, b) secnou, c) vnejsi primkou kruznice k se
stredem S =[3,—1] a polomerem r=2.

Piiklad 2.8 :  Co je to uplny (totalni) diferencial?
Piiklad 2.9: Vysetiete priibeh funkce f(x)=x’e™.

Priklad 2.10: Urcete smérovou derivaci funkce f(x)=x>+2xy—y> v bodé A=[1]1] ve

sméru vektoru s = (L

1
V2 42 j
Priklad 2.11: Urcete lokdlni extrémy funkce f(x,y)=2x"+xy> +5x>+y’ definované
nak,
Piiklad 2.12: Metodou per partes najdéte integral jx363xdx.
Sdx
X +2x* +5x

Piiklad 2.14: Proud v elektrickém obvodu je dan vztahem i(t) = (4 +5t)e™", kde b je kladna

Priklad 2.13: Vypoctéte |

konstanta. Urcete celkovy naboj Q = .[ i(t)dt .
0
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Piiklad 2.15: Vypoctete integral ” ve'dxdy, kde M je mnozina ohranicena primkou
M

y=x-2 a parabolou x=y*.
Piiklad 2.16:  Pomoci transformace do cylindrickych souradnic vypoctete trojny integral

”J‘z\/xz +y> dxdydz, pricemz integracni obor T je vymezen nerovnostmi
T

x20,y20,0<z<2, x?2+yp?<I1.

Piiklad 2.17:  Najdéte hmotnost skorepiny tvaru rotacniho paraboloidu daného rovnici
z2=0,5-(x>+y%),z€[0,1], jestlize hustota y(x,y,z) je pFimo umérnd
vzddalenosti od souradné roviny z=0.

3 Obycejné diferencialni rovnice

Cile kapitoly: V této kapitole se seznamime s nékterymi exaktnimi a numerickymi
metodami FeSeni obycejnych diferencialnich rovnic ¢i jejich soustav.

3.1 Zakladni pojmy

Obycejnou diferencialni rovnici rozumime rovnici obsahujici nezavisle proménnou x a
nezndmou funkci y = y(x) jedné proménné vcetné jejich derivaci. Ve specialnich ptipadech
mohou nékteré z téchto veli¢in chybét, avSak alespon jedna z derivaci se v diferencialni
rovnici musi vyskytnout. Misto derivaci mize diferencialni rovnice obsahovat téz diferencialy
nezavisle proménné a nezndmé funkce. Piiklady obycejnych diferencidlnich rovnic:

y'—=y=0, y'y"—e*y"+y’=sinx, y"+xtany'=(x-1)3, xdy—-e?dx=0

Radem diferencialni rovnice rozumime tad nejvySsi derivace, kterd se v rovnici
vyskytuje. Tedy rovnice z uvedené ukazky jsou postupné druhého, ¢tvrtého, tietiho a prvniho
radu.

Obecny tvar rovnice muzeme uvést v implicitnim nebo explicitnim (tj. vyreSeném
vzhledem k nejvyssi derivaci) tvaru. Tedy

[,y y™)=0 je implicitni tvar diferencidlni rovnice n-tého fadu,
ym = f(x, 9,y ..,y D) je explicitni tvar diferencialni rovnice n-tého fadu.

Abychom toto obecné pojaté vyjadieni poncékud konkretizovali, 1ze specialné pro rovnici
prvniho a druhého fadu psat:

f(x,,y)=0, y'=f(x,), f(,9,9)=0, y'=f(x,p).

V téchto ukazkach vyznacuje symbol [ tzv. generickou funkci, ktera jen naznacuje, ze se
jedné o funkéni zavislost, nemusi to byt vSak tataz funkce.

Resenim obyé&ejné diferencialni rovnice rozumime kazdou funkci, kterd v n&jakém
intervalu dané rovnici identicky vyhovuje. Kiivku, kterd toto feSeni zndzoriiuje, nazyvame
integralni kiivkou. ReSeni vySetfované diferencialni rovnice nemusi v nékterych piipadech
vibec existovat, zatimco v jinych ptipadech jich mize existovat vice, 1 nekone¢né mnoho.
Rovnici povazujeme za vyfeSenou, ur¢ime-li vSechna jeji feSeni. Kazdé¢ konkrétni feSeni
nazyvame partikuldarnim resenim. Nalezneme-li univerzalni vzorec, ktery zahrnuje vSechna
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partikularni feSeni, mluvime o obecném reseni. Toto obecné feSeni obsahuje 7 navzijem
nezavislych integracnich konstant ¢, ...,c,, pfiCemz n oznacuje fad rovnice. Jedna se vlastné
o n-parametrickou tfidu funkci, kterou mizeme ziskat v jednom z nasledujicich tvari:

implicitni tvar D(x,y,c,,...c,)=0
explicitni tvar y=¥(x,c,,..,c,)
parametricky tvar  x = x(t,c,,..,c,), y =y, ¢, ,..,c,), a <t<f

xX+cy

Ne kazda n-tice konstant vyjadfuje obecné feSeni. Napt. funkce y=c, e neni obecnym
feSenim rovnice " — y =0, nebot’ uvedené konstanty nejsou nezavislé. ReSeni lze totiz
upravit na tvar y=ce”, kde c=c, e“. Za integratni konstanty nelze vzdy volit libovolna
¢isla. Napf. u rovnice yy'+x=0 mizeme feSeni ziskat v implicitnim tvaru x* +y*> =c,
z n¢hoz vyplyva omezeni ¢ > 0.

Diferencidlni rovnice miize mit jeSt¢ singuldrni reseni, které je jistym zplsobem
vyjimecné. V matematické literatute existuji sice tfi definice singularniho feSeni, avSak zadné
dvé€ z nich nejsou ekvivalentni. Podle téchto definic nazyvame feSeni singularnim jestlize:

a) bud neni obsazeno v obecném feseni

b) nebo je v kazdém jeho bodé porusena jednoznacnost

¢) nebo jsou vSechny jeho piimkové elementy singularni.

Podle prvni definice tedy singuldrni feSeni neni specidlnim piipadem obecného feSeni
pro zadnou konkrétni n-tici integracnich konstant. Podle druhé definice kazdym bodem
singularniho feSeni prochazi alespon dvé integralni kiivky dané rovnice. Podle tfeti definice
singularni feSeni vyhovuje napf. pro implicitni rovnici prvniho fadu soustavé dvou rovnic

’ / 4 W J4 . o w
S »,y)=0, f,(x,y,y)=0. Dana funkce tedy podle nekteré z definic mize
pfedstavovat singularni feSeni, zatimco podle jiné definice ne. To demonstruji nasledujici
ukazky.

Ukazka 3.1: VySetiujme rovnici y'? = y2. Funkce y, =0 je obsazena v jejim obecném
reseni y=ce** pro c¢=0, zadnym jejim bodem neprochdzi jiné reSeni uvedené rovnice,
aviak vyhovuje soustavé rovnic  f(x,y,y)=y"? -y* =0, f,(x,y,)=2y"=0. Podle
prvnich dvou definic se tedy nejedna o singularni reseni, podle treti definice vsak ano.

Ukazka 3.2: Nyni studujme rovnici y'=—y?[1-y? . Funkce y, =0 neni obsazena
v jejim implicitné zadaném obecném reseni y=sgn(x—c)(1+(x—c)?)¥?, Zadnym jejim
bodem neprochazi dal$i FeSeni studované rovnice. Funkce 'y, sice vyhovuje rovnici
Sy, y)=y"+y2 1=y =0, avSak nevyhovuje druhé rovnici, nebot’ f,(x,y,y")=1#0.
Podle prvni definice se tedy jedna o singularni reseni, podle zbyvajicich dvou vSak ne.

Ukazka 3.3: Nakonec vysetieme rovnici y'* =4y, y>0. Funkce y =0 neni obsazena
v jejim obecném teSeni y=(x—c)?> pro Zadnou hodnotu c, libovolnym jejim bodem Xx
prochazi  jeste  dalsi  FeSeni = y=(x-—Xx)? a  vyhovuje  soustavé  rovnic
fx,p,y)=y"?-4y=0, f,(x,y,)=2y"=0. Funkce y, je tedy singuldrnim FeSenim
podle vsech tri definic.

Prubehy reseni uvedenych ukazek znazornuje ve stejném poradi
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Obrazek 3.1. Cervené je zde vyznaceno singularni reseni,
které u vsech tri ukazek splyva s osou x.

%%% XQ \\\\

-

Obrazek 3.1: Ukazky singularniho feSeni

Uvedli jsme, ze fteSeni diferencidlni rovnice zavisi obecné na n integracnich
konstantach. Abychom tyto konstanty jednoznac¢né urcili, musime k diferencidlni rovnici
pridat jest¢ n navzajem nezavislych vedlejsich podminek. Jsou-li tyto podminky zadany
v jednom bod¢, nazyvaji se pocdtecnimi, jsou-li zaddny ve vice bodech, nazyvaji se
okrajovymi. Jako technicka interpretace pocateCnich a okrajovych podminek ndm mutze
poslouzit jednostranné a dvoustranné vetknuty nosnik. Diferencidlni rovnici spolu
s pocatecnimi ¢i okrajovymi podminkami nazyvame pocdtecni ¢i okrajovou uilohou. Vedlejsi
podminky hraji pii feSeni diferencialnich uloh dilezitou roli, nebot’ mohou velice ovlivnit tvar
vysledného feseni, jak naznacuje nasledujici ukéazka.

Ukazka 3.4: Uvazujme rovnici druhého vadu y"+ y=0, kterou pro dosazeni
Jjednoznacnosti reseni doplnime dvéma vedlejsimi podminkami. Vyberme sedm moznosti:

a) pocatecni podminky y(0)=0, »'(0)=1 vedou na reseni y=sinx,

b) okrajové podminky y(0)=0, y(5)=1 davajitotéz reSeni y=sinx,

c) okrajové podminky y(0)=1, y(5)=0 poskytuji Feseni y=cosx,

d) okrajové podminky y(0)=0, y(§)=0 implikuji nulové ieseni y =0,

e) pocatecni podminky y(0)=1, »'(0)=1 davaji y= \/E sin(x +Z),

/) okrajové podminky y(0)=0, y'(5)=0 davaji y=csinx, kde c je libovolné,
g) okrajové podminky y(0)=1, y'(£)=1 nedavaji Zadné resent.

Vystupuje-li v rovnici nezndma funkce y véetné vSech svych derivaci nejvyse v prvnim
stupni, mluvime o /inedrni diferencialni rovnici. Tuto rovnici miizeme tedy zapsat v obecném
tvaru

[,y + f )y e+ [0y + [ () y = f(x).

Ptikladem linedrni rovnice druhého tadu je rovnice z pfedchozi ukazky. Rovnice, kterd neni
linearni je nelinedarni.
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3.2 Existence a jednoznacnost FeSeni

Jiz jsme zminili, ze zadana diferencialni tloha nemusi mit Zadné feSeni. Napi. pocatecni tloha
yy'+x=0, »p(0)=0 vrealném oboru zadné feSeni nema, v komplexnim oboru vSak ma
feSeni dvé y==jx, kde j?=-1.Pro praktické aplikace je vSak zadouci, aby feSeni bylo
jediné. Musime tedy nejprve stanovit n¢jaké podminky, za nichz feSeni dané ulohy vibec
existuje a podminky, za nichz je jediné. Existuje fada vét, které na tyto otdzky odpovidaji.
Vybereme jen dvé z nich. S ohledem na dalsi kapitoly se budeme zabyvat ulohou n-té¢ho tadu.
Za tim ucelem predpoklddejme, ze madme danu (n+1)-rozmérnou oblast O a v ni bod
[Xy> Vs Voo ¥ ] € Q. Polatedni ulohu, kterou budeme vysetfovat, formulujeme takto:

YO = f(5, 0, Y s YD), (X)) = Py (xy) =y (3.1)

Tvrzeni nasledujicich vét zapiSeme nejprve prehlednym matematickym zapisem a tento zapis
thned vysvétlime.

Véta3.1: feC(QQ) = I feSenitlohy (3.1) vokoli x,, tj. je-li funkce f v oblasti Q
spojitou funkci vSech svych argumentil, pak v okoli bodu x, feseni ulohy (3.1 ) existuje.
K zajisténi jednoznacnosti feSeni ulohy ( 3.1 ) vSak samotna spojitost funkce f nestaci a

proto musime piedpoklad zesilit. Budeme pozadovat navic, aby funkce méla spojité i prvni
derivace podle vSech argumentd, tj. aby byla hladka.

Véta3.2: feC (QQ) = 3! ielenitlohy (3.1) vokoli x, . je-li funkce f v oblasti Q
hladkou funkci vSech svych argumentt, pak v okoli bodu x, existuje pravé jedno feseni ulohy
(3.1).

Disledek: Linearni rovnice

YO+ [ )y e [ () Y+ [ () y = f() (3.2)

ma jednoznacn¢ feSeni na celém intervalu, 1 nekoneCném, v némz jsou funkce f  (x),--,
fo (%), f(x) spojité a ktery obsahuje bod x .

Pov§imnéme si jesté vlivu pocatenich podminek na feseni nasi ulohy.
Véta 3.3: FeC(Q), Y[xy, Y0y 1eQ I feSeni y=@(x,xy,Vgrn V') =
peC(IxQ), tj. je-li funkce f voblasti Q spojitd a existuje-li pro kazdé pocatecni

podminky z této oblasti pravé jedno feSeni ulohy ( 3.1 ), pak toto feSeni zavisi spojité na
pocatecnich podminkach.
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3.3 Rovnice prvniho radu

3.3.1 Geometricka interpretace

Nejprve se budeme zabyvat diferencidlni rovnici prvniho fadu v explicitnim tvaru. Obecné
feSeni této rovnice obsahuje jednu integracni konstantu, takze mizeme pifedepsat jen jednu
vedlejs$i podminku, tj. podminku pocatecni. Budeme tedy vysetiovat pocatecni ilohou

y'=f(x), ¥(x0) =Y, (33)

Proved'me nejprve geometrickou interpretaci této ulohy. Kazdému bodu [x,y] roviny (x, y)
muzeme prifadit hodnotu funkce f(x,y) a tuto hodnotu mizeme chapat jako smérnici tecny
ke grafu feseni (integralni kiivee) v bod¢ [x,y]. Trojici ¢isel (x, v, f(x, y)) nazveme linedarnim
elementem rovnice ( 3.3 ) a mnozinu vSech linearnich elementl jejim smérovym polem.
Rovnici ( 3.3 ) mizeme piepsat na f(x,y)=k a y'=k, kde k je n&aka konstanta. Prvni
z téchto rovnic je implicitnim vyjadfenim rovinné kiivky, kterou nazyvame izoklina. Druha
rovnice tika, Ze kazdé feSeni protind izoklinu se stejnou smérnici k.

Ukazka 3.5: Situaci si ilustrujme na rovnici y' = 2%. Zvolme pevné konstantu k. Pak
’ o r 7 . . v v 77 v v ’ ’ % . 7 r_ ’ _&
odpovidajici izoklina, na niz graf kaZdeho reSeni ma smérnici y'=k, ma tvar y=5x.

Obrazek 3.2 zndzornuje odpovidajici izokliny (Cervené cary) a integralni kiivky (modré cary)
pro ruznd k. Zejména lze proverit, ze vSechny integralni krivky protinaji izoklinu k =1 pod
tthlem 45°.

Obrazek 3.2: Pribéh izoklin a integralnich kiivek ukézky 3.5

Z predchozich vét vyplyva véta o jednoznacné existenci feSeni nasi ulohy.

Véta 3.4 Necht jsou funkce f a f, spojité v celé roviné (x, y) . Pak pro libovolné pocatecni
podminky existuje praveé jedno feseni pocatecni ulohy (3.3), které je bud’ definovano na celé
¢iselné ose nebo ma jednu ¢i dvé asymptoty bez smérnice.
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Ukazka 3.6:  VySetreme pocdatecni problém y'=2x(y?> +1), »(0)=0. Funkce
f(x,y)=2x(y* +1) zirejmé splinuje predpoklady predchozi véty (jedna se o polynom), takze
existuje prave jedno reseni zadaného problému. Dosazenim se presvédcime, Ze timto Fesenim
je funkce y =tanx?, kterd je definovano v intervalu (—\/%, \/%) a ma tedy v bodech x = i\/%

dve asymptoty bez smernice.

3.3.2 Singularni body

Singularnimi body diferencialni rovnice rozumime body, které jsou z n&jakého divodu
vyjimecné. Napt. v bodech, v nichz nejsou splnény ptedpoklady ptfedchozi véty, nemusi
feSeni existovat, ale miize zde existovat vice, i nekonecné mnoho, feSeni. Abychom mohli
singularni body blize popsat ptepiSeme si rovnici (3.3) do tvaru

_ i)

= 5 34
YT ) (34)

pificemz funkce f(x,y) a f,(x,y) jsou vnéjaké rovinné oblasti Q hladké. Zvolme
[x,,y,]1€Q. Plati-li alespon jedna z podminek f (x,,»,)#0 ¢ f,(x,,y,)#0, pak
podle véty 3.4 prochazi bodem [x,,y,] prav¢ jedno feSeni (pfi nesplnéni druhé podminky
musime zameénit zavisle a nezavisle proménnou) a nejednd se tedy o singularni bod. Pro
singularni bod musi platit sou¢asné f, (x,,y,) = f,(x,,»,)=0.

Abychom dalsi Gvahy forméln¢ zjednodusili, pfesuneme bod [x,,y,] pomoci linearni
transformace obou proménnych do pocatku. Vzhledem k ptedpokladiim o funkcich f, a f,
1ze v okoli singularniho bodu [0,0] psat

fiey)y=a,x+b y+o(xy),  f,(x,y)=a,x+b,y+¢,(x,y),
piicemZ funkce ¢, (x,y) a ¢,(x,y) konverguji dostateCné rychle k nule pro [x, y]— [0,0].
MiuZeme se proto omezit na rovnici

!

a x+by
y e

- ’
a,x+b,y

Pribéh feseni v okoli singularniho bodu [0,0] zavisi na kofenech charakteristické rovnice

A*—(a, +b)\ +a,b, —ab, =0.
Tato zavislost je vyjadifena tabulkou udéavajici mimo jiné nazev singularniho bodu a pocet
feSeni, ktera timto bodem prochazeji.

koteny ndzev pocet feseni poznamka
realné, Ai-Ap>0 uzel 00 M <Ay <0 stabilni uzel
0 <A; <Xy nestabilni uzel
realné, A;-A; <0 sedlo 2
komplexni, ReA;#0 ohnisko o0 ReA; <0 stabilni ohnisko

ReA; >0 nestabilni ohnisko
komplexni, ReA; =0  stied 0
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Ukazka 3.7:  Abychom ilustrovali jednotlivé typy singuldrnich bodii, uvedme si cCtyri
Jjednoduché rovnice. U kazdého pripadu uvedeme vychozi rovnici, charakteristickou rovnici s
jejimi koreny, typ singularity a tvar obecného reseni. O spravnosti obecného reseni se
presvédcime dosazenim do vychozi rovnice. Priibéh reseni v okoli jednotlivych singularit
uvadi Obrazek 3.3.

a) y'=22 = A2-2h+1=0 = A,=L,=1 = uzel, y=cx
X
r X 2 _ _ _ 2 2 _
b) y'== = A" -1=0 = A, =1, A,=-1 = sedlo, y"-x"=c
Yy
) y=-2 = A1+1=0 = Ay =j, h,=—j = stied, p +x’=c
y
x+y

d y'= = A’=24+2=0 = A,=1+/, A,=1-j = ohnisko,
xX=y

r=cexp(ep), kde x=rcosp, y=rsing

\—/

N
@

Obrazek 3.3: Prabéh feseni v okoli uzlu, sedla, stfedu a ohniska.

Ukazka 3.8:  Mdme nalézt singularni body rovnice yy'=4x> —x. Abychom zjistili
souradnice téchto bodii, musime nejprve nalézt viechna reseni soustavy rovnic 4x> —x =0,
¥y =0. Protoze soustava ma tri reSeni, ma zadana rovnice tri singularni body [0,0], [3,0] a

—+,0]. Zabyvejme se nejprve bodem [0,0]. Charakteristicka rovnice A *+1=0 prislusna
tomuto bodu ma komplexné sdruzené ryze imaginarni koreny a proto je bod [0,0] stredem.
Abychom prosetrili bod [1,0] posuneme jej pomoci transformace § =x—1, n =y do
pocdtku novych souradnic &, v . Transformovand rovnic tak ziskd tvar nn'=&° +3& 7% +2¢& .
Prislusna charakteristickd rovnice L*> —2 =0 md redlné koveny opacnych znamének a proto
Jje bod [%,0] sedlem. Podobnym zpiisobem zjistime, Ze i bod [—1,0] je sedlem. Dand rovnice
ma tedy tri singularni body — stred a dvé sedla. Dosazenim do zadané rovnice miizeme ovérit,
Ze funkce y =%42x* —x* + ¢ je jejim obecnym resenim. Priibéh této funkce pro nékolik c
znazornuje Obrazek 3.4.
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Obrazek 3.4: Pribéh feseni rovnice yy' =4x” —x

Pro praxi je velice dalezité urcit obecné feseni dané rovnice. ProtoZe neexistuje univerzalni

metoda feSeni diferencidlnich rovnic, omezime se jen na nékteré nejdulezitéjsi typy rovnic a
pro né uvedeme zpiisob exaktniho feseni.

3.3.3 Separace proménnych

Diferencidlni rovnici se separovanymi proménnymi rozumime rovnici tvaru
!
yi=rxgl) (3.5)

Obecny integral této rovnice lze psat ve tvaru

b _
Jooy =1/ dr+e (36)

Abychom alespon zhruba naznacili, pro¢ tomu tak je, upravme rovnici ( 3.5 ) na tvar

y((x() a;); = f(x)dx. Zvazime-li, ze y'(x)dx =dy, dosadime do piedchozi relace a ob¢ strany
g(yx

zintegrujeme, dostaneme ( 3.6 ). Vzhledem k tomu, ze se funkce g(y) vyskytuje ve
jmenovateli, musime pfi praktickém feseni ptipad g(y) =0 vySetfit zvIast.

Specielné rovnice tvaru f,(x)g,(»)y'= f,(x)g,(¥) se na rovnici se separovanymi
proménnymi snadno pievedou.

Ukazka 3.8: Mdame nalézt obecné reseni rovnice y'=3x2(y—2). Rovnici nejprve
dy

upravime na tvar =3x2dx, coz je rovnice se separovanymi promeénnymi. Integract

obou jejich stran ziskame In(y —2)=x3 +1Inc, odkud odlogaritmovanim dostaneme obecné
reseni y=2+cexp(x3). Nesmime zapomenout na mlicky provedeny predpoklad, Ze
y—2#0, nebot' y=2 téz vyhovuje zadané rovnici. Toto reSeni je vSak jiz obsaZeno
v obecném reseni pro ¢ =0. Prubéh integralnich krivek pro ruzna c zndzornuje Obrazek
3.6. Pripad ¢ =0 je vykreslen cervene.

Ukazka 3.9: Hleddme vsechna ieSeni rovnice x* y' = y? —xy+x?. Tuto rovnici nelze
primo separovat. Zavedeme proto novou neznamou z pomoci relace y =xz a ziskame tak
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po upraveé rovnici xz' = (z —1)?, kterou jiz separovat lze. Z této rovnice vyplhva ( dz 2 =
z — X
a odsud % =In|x|+In¢ =In(cx), nebot x e (—0,0)U(0,0). Prechodem k piivodni

S
In(cx)
dvojclenem z —1, ktery nabyva nulové hodnoty pro z =1 a to odpovida funkci y = x. Tato
funkce zadané rovnici téz vyhovuje, avSak neni obsazena v obecném rveSeni pro zZdadnou
hodnotu integracni konstanty c. Jednoparametricky systém funkci y a funkce y predstavuji
vSechna teSeni vychozi rovnice. Priibéh integralnich kiivek znazornuje Obrazek 3.5. Jedine
funkce y, zndzornénd cervene, je definovana na celé ciselné ose. Partikuldrni reSeni jsou
pro ¢ >0 ¢ipro c <0 definoviana jen na poloose (0,0), pripadné (—,0). Tato reSent jsou
1

nespojita v bode x =—.
C

neznamé ziskame nakonec obecné reseni ve tvaru y = x(1— ). Béhem uprav jsme délili

Ukazka 3.10: V R-L obvodu je zapojena nelinearni civka s charakteristikou i=k®?,
kde k je zadana konstanta. Stanovte proudovou odezvu i=i(t), je-li v case t =0 sepnut

vypinac. Uvedeny obvod je popsdn pocatecni uilohou Zﬂ +Ri=U,, i(0)=0. Po dosazeni za
t
proud dospéjeme k  rovnmici ‘%) +kR®2 =U . Jejim  separovanim  dostaneme
0

do
1- k202
Z pocatecni podminky pro proud vyplyva, ze take ®(0)=0, coz implikuje ¢=0. Proto

=U,dt, kde jsme polozZili k = /];]—R . Integraci ziskame argtgh(x ®)=xU t+c.
0

U
® =tanh(x U t)/ K a dosazenim do charakteristiky i= TOtanh2 (kU . t). Prubeh proudove

odezvy je v pripadé U = R pro nékteré hodnoty x vynesen na obrdzku Obrazek 3.5.

3.8 :.// / 3.9 ,-’[ : 3.10
/ |

['3' U o4 08112 16 2

Obrazek 3.5: Pribéhy integralnich kiivek ukazek 3.8,3.9a3.10

3.3.4 Linearni rovnice

Lineéarni rovnice se v praxi velice Casto vyskytuje. M4 tvar

V+f(x)y=gx), xel (3.7)
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Plati-li f,geC(l), tj. jsou-li obé funkce f(x) a g(x) na intervalu [ spojité, pak
v disledku véty (3.4) m4 linearni rovnice pro kazdou pocate¢ni podminku y(x,)=y,, x, €/

pravé jedno feseni, které existuje na celém intervalu /. Obecné feSeni linedrni rovnice je pak
dano relacemi

y=exp(-F)e+ [g)exp(F(x)dx],  kde F(x)=[f(x)dx. (38)
Reseni linearni rovnice tedy vyZaduje v obecném piipadé provedeni dvou kvadratur.

Ukazka 3.11: Mdme nalézt vSechna reSent rovnice y'—2xy =4x3. Vidime ihned, ze obé
funkce f(x)=-2x a g(x)=4x3 jsou na celé ciselné ose spojité. Prvni kvadratura je velice
jednoducha, nebot F(x)= —Zdex =—x2. Dosazenim do vzorce ( 3.8 ) pak obdrzime

y=exp(x?)(c+ 4jx3 exp(—x?)dx). Pro vypocet integrdlu nejprve zavedeme substituci
t =x? a transformovany integral vypocteme metodou per partes. Po upravich ziskame
nakonec systém funkci y = cexp(x*)—2x> =2, ktery obsahuje vechna reseni dané rovnice.

Ukazka 3.12: Linedrni R-L obvod se stridavym buzenim je popsan diferencialni rovnici

L§+Ri = E0 sinwt, v niz vSechny koeficienty jsou kladné. Mame urcit proudovou odezvu
t

E
i =i(t), plati-li i(0)=0. Obe funkce f(t) :% a g(t)= Tosin Wt dané rovnice jsou spojite.

V tomto pripade F(t) = %t. Dosazenim do (3.9) pak po dvoji integraci per partes dospéjeme
k obecnému reseni i(t) = cexp(—%t) + Esin(wt — 8), kde jsme pro jednoduchost oznacili

I N
VR? + 0?12

podminky, nebot 0=c—EsinS. Proudovd odezva i(t)=E (exp(—%t) sin & + sin(wt — J))

oL ~ . . o c v
tan o = ¢ E= :?0|cos5 |. Integracni konstantu c urcime z pocatecni

tedy obsahuje periodickou slozku a tlumenou slozku, kterd po urcitém case prakticky zanikne.

Abychom si nemuseli pamatovat vzorec ( 3.8 ), je v podkapitole 3.4.3 uveden jesté jeden
zpisob fesSeni linearni rovnice.

3.3.5 Homogenni rovnice

Homogenni rovnici oznaCujeme rovnici y' = f(£), kde f je spojitd funkce. Zavedenim
nové proménné z pomoci relace y = xz pievedeme homogenni rovnici na separabilni tvar

xz'=f(z)-z.
Poznamenejme, Ze pfevodem na homogenni rovnici lze feSit i obecngj$i rovnici
b . e, —_ . , =% v v
y' = f(E222), kde 1 je spojita funkce a a,...,c jsou konstanty. Za tim tGcelem v piipadé

ax+gy+E

DE?I,’

a

# (0 odstranime absolutni ¢leny ¢ a ¢ a to tak, Ze zavedeme nové proménné

E=x—-x, a n=y—-y,, pficemz konstanty x, a y, vyhovuji soustavé linedrnich rovnic

ax,+by,+¢c=0, ax,+by,+c=0, kterd je vzhledem k nenulovému determinantu
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soustavy jednoznacné feSitelnd. Je-li D=0 ziskdme separovatelnou rovnici pomoci
substituce z=ax+by ptimo.

Ukazka 3.13: Naleznéme vSechna reSeni rovnice xdy =(4y—30x)dx. Protoze je

rovnice zaddana pomoci diferencialii, budeme v tomto stylu pokracovat i pri hledani reseni.
Zaved'me substituci y = xz, ktera implikuje dy = zdx + xdz . Dosazenim do vychozi rovnice

ziskame po upraveé separabilni rovnici xdz =3(z —10)dx, z niZ integraci a odlogaritmovanim

3 v rov v 4 , 4 Ve v v ro. VieTs
dostaneme z =cx” +10, takze obecné reseni ma tvar y =cx” +10x. Pri reseni jsme délili
faktory x a z—10. Dosazenim do vychozi rovmice se presvédcime, ze take funkce
y=xz=10x ji vwhovuje. Toto FeSeni je vsak specidlnim pripadem obecného reseni pro

¢ =0, takze vSechna reseni jsou obsazena v obecném reseni.

3.3.6 Exaktni rovnice

V tomto odstavci se budeme zabyvat rovnici tvaru
S, y)dx+g(x,y)dy =0. (3.9)

Je-1i leva strana této rovnice uplnym diferencidlem, mluvime o exaktni rovnici. Pfipomenime,
ze plati-li v n&jaké rovinné oblasti Q relace f(x,y), g(x,y) € C,(€2), pak leva strana ( 3.9 )
je uplnym diferencidlem pravé tehdy, kdyz je zde splnéna rovnost % = g—i. Ozna¢me
F = F(x,y) funkci, jejimZ Uplnym diferencidlem leva strana ( 3.9 ) je. Pak podle definice
uplného diferencidlu musi tato funkce vyhovovat soustaveé rovnic

oF oF
azf(xay)a 5:g(xay)' (310)

Urcime-li funkci F, pak obecné feSeni exaktni rovnice je dano implicitné relaci F(x,y)=c.
Zpisob, jak funkci F prakticky urcit, nejlépe vysvitne z nasledujici ukazky.

Ukazka 3.14: Urceme vsechna reSeni rovnice (2x° =3xy*)dx+(4y’ =3x* y)dy =0.

Obé funkce f=2x"-3xy” i g=4y> =3x>y jsou spojité diferencovatelné v celé roviné a

spliuji % =—6y= Z—i. Prvni z rovnic ( 3.10 ) ma v nasem pripadé tvar %—I; =2x’ =3xy’.
Integraci této rovnice podle x ziskime F =1x*-3x* y*+¢(y). Zde si musime uvédomit,
Ze jsme integrovali podle proménné x a Ze tedy integracni konstanta ¢ = ¢(y) miiZe zaviset
na zbyvajici promeénné. Tuto funkci jedné promenné urcime z druhé podminky ( 3.10 ), v niz
pouzijeme pravé dosazeny tvar funkce F . Postupné ziskame —3x*y* +¢'=4y° -3x*y°
= ¢'=4y’ = ¢=y"+c, kde c jiZ nezavisi na zZadné z proménnych. Obecné implicitni
reseni ma tedy po zjednoduseni tvar x* —=3x* y* +2y* =c, kde c je generickad konstanta.
Ukazka 3.15:  Stacionarni magnetické pole dlouhé drazky obdélnikového prirezu o
rozmérech a a b, buzené na horni strané polem ¢ = ¢ sink x, kde k =Z , a na zbyvajicich
strandch obklopené feromagnetikem s permeabilitou g =0 je popsano skalarnim

magnetickym potencidlem ¢ =Usink x sinhxy, U =g, /sinhxf . Urcete rovnice silocar



Matematika 2 17

pole intenzity H = —gradp. Silocary vroviné jsou popsany rovnici H dx=H_dy , .
0 0 . .
Dy - a—(pdy =0. V nasem pripadeé tedy sink x coshk ydx —cosk xsinhx ydy =0. Snadno
X

se presvédcime, Ze tato rovnice je exaktni a proto
F = j sinkx coshxydx =—-Lcosxxcoshxy+c(y). Dosazenim takto ziskaného

mezivysledku do Ga_F =—coskxsinhxy+¢'(y) dospéjeme k ¢'(y)=0 = c(y)=c,.
y

Hledana funkce F je tedy F =-—Llcosxx coshky+c,, zniz po upravé obdrzime rovnici
silocar cosxxcoshky =c. Silocary prezentuje Obrazek 3.6 cervené. Pro zajimavost je zde
modre vykreslen i systém ortogonalnich krivek, odpovidajicich ekvipotencialnim hladinam
@ =konst., tj. cdary sinkxsinhky =c. Znovu zduraznéme, Ze kazda cervenad kiivka protina
kazdou modrou krivku pod pravym tihlem.

Obrazek 3.6: Obdélnikova drazka a rovnobézna vlakna
Ptipad, kdy leva strana ( 3.9 ) neni uplnym diferencidlem Ize na exaktni rovnici pomérné
jednoduse prevést. Za tim ucelem vyndsobime ( 3.9 ) zatim neurcenou funkci x = pu(x,y) #0
dvou proménnych, zvanou integracni faktor. Dostaneme tak u fdx+ ugdy =0. Po takto
vzniklé rovnici budeme pozadovat, aby spliiovala podminku pro Uplny diferencial, tj. aby

o f) _o(ug)
oy ox
diferencialni rovnici

. Provedenim naznacCenych derivaci a upravou dospéjeme k parcidlni

OH_pom_ I %
ga——f@—ﬂ( ). (3.11)

X oy Ox

vvvvvv

tohoto postupu vsak spoc¢iva v tom, ze rovnici ( 3.11 ) nemusime fesit obecné. Za integracni
faktor muzeme vzit libovolné konkrétni feSeni rovnice ( 3.11 ), tedy zpravidla to
nejjednodussi. VéEtsinou se nejprve zkousi ptipad, kdy integrujici faktor g zavisi jen na jedné
proménné. Vice osvétli nasledujici ukazky.

Ukazka 3.16: Resme rovnici (x*> +2xy*)dx+x* ydy=0.Zde f=x>+2xy>, g=x"y
a tudiz % =4xy+ Z—g =2xy, nelezi-li bod na nékteré ze souradnych os. Zadana rovnice
X

neni exaktni a proto pouzijeme integracni faktor p. Rovnice ( 3.11 ) ma v tomto pripadé tvar
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0 o S . o
x° y@—#— (x* + 2xy2)a—ﬂ =2xyu. Abychom nalezli néjaké reSeni takto vzniklé parcialni
x y

diferencialni rovnice, povsimneéme si jejiho tvaru. Zvolime-li u = u(x), pak druhy clen, ktery
Jje nejkomplikovanéjsi, vymizi a zbyvajici dva cleny jsou umerné promeénné y . Po vykrdaceni
soucinem xy obdrzime obycejnou diferencialni rovnici xpu'=2u se separovanymi
proménnymi, jejiz reseni je napi. pu=x>. Touto funkci vyndsobime vychozi rovnici a
dostaneme exaktni rovnici (x° +2x° y)dx+x* ydy=0. K jejimu vyreseni uvazme, Ze
oF . , 1L o 1 4 5 ~ ,

—=x"+2x"y*, odkud integraci F ==x +§x v~ +c(y). Dosazenim za F do vztahu

ox 6

oF
—=x"y a dalsi integraci obdriime ¢(y)=c,, takze obecné implicitni 7eSeni lze po

upravach zapsat ve tvaru x® +3x* y* =

Ukazka 3.17: Naleznéte rovnici silocar elektrostatického pole dvou rovnobéznych
nabitych vidken vzdalenych od sebe 2a a umisténych v dielektriku. Toto pole je popsano

I (x+a)2 +y2

potencidalem ¢ =@, In 3 . Protoze E =—gradg ziskame, podobné jako v ukdzce
(x—a)” +y

.. 0 0 Lo
3.14, obecnou rovnici 8—¢dx —a—(ody =0, konkrétné pak 2x ydx+(a’> —x* +y*)dy=0. Tato
4 X
. , , , of o .
rovnice neni exaktni, nebot' 2x = = # 8_ =-2x, pro x#0. Uzitim integracniho faktoru
34 X

1= u(x,y) dospéjeme k (a*—x’ +y2)2—ﬂ—2xyz—ﬂ =4xu. Abychom vyloucili ten
X vy

nejkomplikovanéjsi  clen, zvolime wu = u(y). Posledni rovnice se pak zjednodusi na
yu'==2u, kterou lze resit separaci proménnych. Jednim z FeSeni je napi. p=y~
o , . 2x a’ -2’4y .,
Odpovidajici exakini rovnice ( 3.11 ) pak nabude tvaru —dx+——>——dy=0. Jejim
Y y
2 2 2 2 2
.o , . X ~ a —X +y
resenim dostaneme postupné F =-—+c(y) = —G = ——+c '(») =
y y y
2 2 2 2 2

Y

aZ
c'(y)=

+ ¢, . Po jednoduché vupravé ma
y

rovnice silocar tvar x> +y* —a’ =2cy, neboli x* +(y—c)* =a’ +c*. Reprezentuje tedy

systém kruznic se stredem [0,c] a polomérem r=+a’ +c* . Vidime, Ze stiedy viech kruznic
lezi na ose y a vSechny kruznice prochazeji body [—a,0] a [a,0]; na obrazku Obrazek 3.6
jsou vyznaceny Cervené. Systém ortogonalnich kruznic, odpovidajicich ekvipotencialnim
2
4ca
2

. . . . I+c ., . .
hladinam ¢ =konst., je popsdan rovnici (x— l—a) +y°=———, coZ znamend, Ze
¢ (I-c¢)

. . ., . 2
jednotlivé kruznice maji polomer r = Toe]
—-C

na obrazku Obrazek 3.6 jsou vykresleny modre. Kazda modra kruznice tedy protma kazdou
cervenou kruznici pod pravym uhlem.
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Uvedli jsme jen nejzakladnéjsi metody exaktniho feSeni obycejné diferencialni rovnice
prvniho fadu. Metody pro feSeni nékterych dalSich typh rovnic 1ze nalézt napt. v [ 8 ], [ 14 ], [
23 1, [ 24 ]. Zvlaste [ 14 ] je vhodna pro pouziti v praxi, nebot’ obsahuje velké mnozstvi
konkrétnich diferencidlnich rovnic (a to nejen prvniho fadu), které jsou bud’ ptimo vyieSeny
nebo je zde uveden podrobny postup, jak feSeni ziskat.

3.3.7 Numerické reSeni

Ulohy sou¢asné praxe jsou ¢asto modelovany komplikovanymi diferencialnimi
rovnicemi, o nich Ize jen stézi pfedpokladat, Ze budou v brzké dobé feSitelné exaktné.
V takovych ptipadech se obracime k numerickym metodam feSeni. Numerické metody jsou
velice univerzalni. Komplikovanost vypocetnich algoritmi vedoucich na ohromnd mnozstvi
operaci neni na zavadu, nebot’ dnesni vykonné pocitace dovedou tuto diive nepiekonatelnou
nesnaz preklenout. Pfed vlastnim popisem numerického feseni diferencialnich rovnic, zmifime
se n¢kolika slovy o numerické matematice obecné¢.

Numericka matematika se zabyvad procesy, které umoziuji feSeni matematickych
problémi pomoci aritmetickych operaci. Princip numerickych metod spociva v tom, ZzZe
zadany problém, ktery zpravidla nedovedeme feSit aritmetickymi prostfedky, nahradime
jinym problémem, ktery jiz aritmetickymi prostiedky fesit umime a ktery se od ptivodniho
problému v jistém smyslu pfili§ nelisi. Pfesné feSeni nahradniho problému pak povazujeme za
priblizné feseni problému ptvodniho. Jiz z toho vyplyva, Ze nerozluénym doprovodem
numerickych procesi je vznik chyb. Podle svého plvodu rozdélujeme chyby na chyby
vstupnich dat (zidealizované matematické modelovani vySetfované reality, nepiesnost v
zadani vstupnich veli¢in, apod.), chybu diskretizacni neboli chybu metody (ndhrada plivodniho
problému jinym) a chybu zaokrouhlovaci (omezeny pocet desetinnych mist pii vypoctu).
Vznik chyb pti numerickych vypoctech vSak neni na zavadu, jak by se na prvni pohled mohlo
zdat. Na jedné strané¢ je nutné si uvédomit, Zze praxe vzdy nevyzaduje absolutné presné
vysledky, v mnoha ptipadech se spokojuje jen s vysledky leZicimi v pfijatelnych mezich. Na
druhé stran¢ I1ze pozadované piesnosti vysledki dosdhnout vybérem dostate¢né piesné metody
¢i provedenim dostatecného poctu vypocetnich krokl. V kazdém piipadé je vSak nutné zvazit
hodnotu ziskanych numerickych vysledkt, nebot’ jak vyslovil Norbert Wiener ve své knize
Jsem matematikem ,, ... neni intelektudlni ctnosti, ale naopak véznou intelektudlni nectnosti,
jestlize se pouziva tfi Cislic, kdyz dosazitelna ptresnost smétuje k ¢islici jedné*.

Po téchto predbéznych tvahach

presné feseni pfistupme k numerickému feSeni nasi

LI pocateéni Glohy ( 3.3 ). Za tim G&elem

/——\ zvolm§ néj'ak)'v/m’ P?Vn}'/m zplisobem
P tzv. diskretizacni sit'” x,<x,<x,<... a

k oznatme v, = y(x.), i=0,1,2,..., viz

) A

— Obrazek 3.6. Bez ujmy na obecnosti se
kvili jednoduchosti omezime na sit
pravidelnou, tj. budeme predpokladat,
ze uzly x, jsou na ose x pravidelné

o 4

rozlozeny a ze jsou tedy dany relaci
X, =x,+ih, kde h je délka kroku, s

nimz diskretizaci ulohy provadime.
Zvolme nyni libovolng, ale pevné index i, rovnici ( 3.3 ) piepiSme pro i-ty uzel a derivaci

Obrazek 3.6: Diskretizace Glohy
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v tomto uzlu nahrad'me pfiblizné pomérnou diferenci y; =(y,,, —y,)/ h. Po Gpravé obdrzime
jednoduché vypocetni schéma

yi+1:yi+hf(xi7yj)a i:071’2""7 y() déno (312)

Toto schéma, zndmé jako Eulerova metoda, je sice velice jednoduché, ale jako metoda
prvniho fadu pfesnosti malo presné. K numerickym vypoctim se prakticky vlibec nepouziva.
Poslouzi nam vSak k formulovani obecné jednokrokové metody. Z relace ( 3.12 ) je vidét, ze
piibliznou funkéni hodnotu hledaného feSeni v kazdém uzlu (kromé vychoziho, kdy je
funk¢ni hodnota dana pocate¢ni podminkou piesné) dostaneme jako opravu jiz vypoctené
piiblizné funkéni hodnoty z ptedchoziho kroku. Tato oprava je piimo umérnd funkcéni
hodnot¢ pravé strany rovnice ( 3.3 ) v bod¢ [x,,y,] udavajici smérnici aproximacni usecky,

kterd vintervalu [ =<x,,x,, > hledané feSeni lokaln¢ aproximuje, pfi¢emz koeficient

i+l
umérnosti je roven délce diskretizacniho kroku. Pfesné feSeni je tedy globaln€ aproximovano

po castech linearni funkci a integralni kiivka je aproximovana lomenou Carou.

Uvedené schéma je velice vyhodné pro realizaci na pocitaci a proto je miiZeme v podstaté
prevzit pro formulaci obecného jednokrokového schematu

Vin =Y +h®(x;,y.,h, f), i=0,L2,.. », dano (3.13)

kde @ je zatim neurcena funkce reprezentujici zminénou opravu. Jednokrokové metody
vyuzivaji pro odhad nové funkéni hodnoty jen informace z ptedchoziho kroku, informace
z diivéjSich krokt nevyuzwajl Obrazek 3.6 dokumentuje, Ze chyba mezi pfesnym a
numerickym feseni mize velice vzrustat. Abychom tento vzriist chyby minimalizovali,
musime zminénou smérnici @ odhadnout co nejpiesnéji. Za tim ucelem zvolime v intervalu
I nékolik pomocnych bodi, v kazdém z nich ur¢ime hodnotu funkce f(x,y) a pomoci takto
ziskanych hodnot pak vyslednou smérnici @ konstruujeme. Existuje mnoho zpiisobil
konstrukce smérnice @, viz napft. [ 28 |. Uvedeme jen nejvice uzivany ptipad a to Rungeovu-
Kuttovu metodu €tvrtého tadu ptesnosti, kterd k urceni veli€¢iny @ vyuziva ¢tyf pomocnych
bodl. Vypocetni algoritmus ma tento tvar:

Vin =Y tsh(k, +2k, +2ks +k,),
ky = f(x;5 ) ky=f(x;+5h, y, +5hk), (3.14)
ky=f(x,+3h, y, +Thk,), k,=f(x,+h, y, +hk,).
Nejvétsi podil prace pii aplikovani postupu ( 3.14 ) tedy tvoii vypocet funkénich hodnot
funkce f. Tyto hodnoty se pocitaji v levém krajnim bod¢ intervalu 7, dvakrat uprostied / (zde

se nejednd o dvojnasobny vypocet téze hodnoty; x-ova soufadnice téchto bodu je sice stejna,
ale y-ové soutadnice se li$i) a v pravém krajnim bodé¢ intervalu /.

Ukazka 3.18: Mdame spocitat dvé prvni iterace pocdatecni tilohy y' =y+(1+x)y>,
¥(0)=1 s krokem h=0,1. V tomto piipadé Ize urcit téz exaktni feseni y = (exp(—x)—x)"' a

proto muzeme zjistit i absolutni chybu & . Vypocty, pocitané na 6 desetinnych mist, uvedeme
ve tvaru tabulky:

X ki k> ks ky Yy YVpiesné e
0,0 - - 1,000000 1,000000 -
0,1 0.2 0, 237050 0, 243218 0,294337 1,242479 1,242487 0,000008
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0,2 0,294061 0,360985 0,375155 0,475772 1,616165 1,616212 0,000047

3.4 Soustava rovnic n-tého radu

3.4.1 Souvislost soustav n-tého a prvniho Fadu

Za¢néme nejprve pro jednoduchost s formulaci pocatecni ulohy soustavy n obycejnych
explicitnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu, kde 7 je pfirozené ¢islo. Tuto ulohu mizeme
zapsat formaln¢ ve vektorovém tvaru

y=f(xy), y(x) =y, (3.15)

pficemz y= (yl,...,yn)T , j_’= (fl,...,fn)T, Y, = (ym,...,yo,l)r jsou n-rozmérné vektory,
vnichz y, =y, (x), f, =/f(x,),..»,), V,=konst, i=1..,n. PovSimnéme si, Ze zapis

této ulohy se formalné shoduje se zapisem tlohy ( 3.3 ). RozepiSeme-li ( 3.15 ) ve slozkach,
dostaneme

V=[5 Y0500, n(xX0) = Yo
(3.16)
y;:ﬂl(x’yli'“’yn)’ yn('xo):yOn'

Podobné, jako v podkapitole 3.2 1ze dokazat vétu o existenci a jednoznacnosti feSeni. Pti jeji
formulaci pouzijeme oznaceni z podkapitoly 3.2.

Véta3.5: f(x,y)cC(Q) = 3 feSeni ulohy ( 3.15) Vixg,y, 1=, plati-li navic =
je toto feseni jediné.

Nyni uvazme explicitni ulohu pro jednu rovnici n-tého fadu definovanou vztahem ( 3.1 ).

Oznaéme y, =y, y,=y", ..., y,=y"". Pak po jednoduché tpravé mizeme ( 3.1 )
piepsat ve tvaru systému

Y=V Y1(%) = Yo»

Yy = Vs ¥2(%9) = Yo

Vit = Vs Yo () =y,

Vo =S 06V 1), Y, (x) =y,

coz je specialni ptipad ulohy ( 3.16 ). Zavedenim dal§ich neznamych muizeme tedy jednu
diferencialni rovnici n-tého fadu zadanou v explicitnim tvaru pievést na soustavu n rovnic
prvniho fadu. Mame-li feSit soustavu rovnic n-t€ho fadu danych v explicitnim tvaru, pak
podle ptfedchoziho nahradime kazdou z téchto rovnic soustavou prvniho fadu a tim i zadanou
soustavu n-t€¢ho tadu prevedeme na soustavu prvniho fadu. Studiem soustav prvniho fadu tedy
soucasn¢ studujeme soustavy vyssiho fadu.
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Ukazka 3.19: Ohyb y = y(x) steny valcové nadrze je popsan diferencialni rovnici
y® +ay=bx+c, kde konstanty a,b,c zahrnuji geometricky i fyzikalni popis konkrétni
situace. Abychom nasli ekvivalentni soustavu, zavedme nové proménné y, =y, y, =y,

" " 4 4 4 14 v ! ! !’
yy=y"a y,=y". Po krdatké upravé obdriime soustavu y, =y,, Y, =Y;, V3=V, a

yv,=—ay +bx+c.

Ukazka 3.20: Pohyb dvojitého fyzického kyvadla je popsan soustavou dvou silné
nelinedrnich rovnic
8D"+3¥ " cos(W - @) -3V sin(¥ — D) +9¢sin® =0,
30"cos(¥ - D) +2¥"+3D"*sin(¥ - D) +3S¢sin¥ =0,

kde neznamé funkce ®, Y vyjadiuji uhlové vychylky jednotlivych kyvadel od vertikaly. I kdyz
tato soustava druhého radu neni uvedena v explicitnim tvaru, presto se nam ji na explicitni
soustavu prvniho radu podari prevést. Zavedme dvé nové nezndamé funkce u=®" a v=Y"'.
Pak

D' =u,

Y=y,

8u'+3v' cos(¥ - @)= 3v’sin(¥ - ®)—-9%sind,

3u’cos(¥ — @) +2v' = -3u’ sin(¥ — ®) -3<sin'P.

Tato soustava je prvniho radu, neni vsak explicitni. Vyresenim soustavy dvou poslednich
rovnic vzhledem k u' a v' pak ziskame konecnou explicitni soustavu

u'=[ p(qu’ +2v*)—6sin® + gsin ¥]/s,
Vi =[-p@Bu’ +gv*)+3¢gsin® —8sin¥]/s,

kde jsme zavedli oznaceni p =-tsin(¥ —®), g=3cos(¥ -®) a s=5-(16-¢7).

V mnoha piipadech se pii feSeni soustav prvniho tadu, zvlasté linearnich soustav
s konstantnimi koeficienty, uziva eliminacni metoda, jako v jistétm smyslu inverzni postup
k pravé popsanému postupu. Myslenka metody spociva v prevedeni soustavy n rovnic
prvniho fadu na jedinou rovnici n-t€ého tadu. Toho Ize dosahnout vyloucenim vSech
nezndmych funkci kromé jediné, pficemz se vyuziva postupného derivovani a vhodnych
algebraickych Uprav. Pfi aplikovani této metody se vSak muze stat, ze se systém nepodafi
pfevést na jedinou rovnici, nybrz jen na n€kolik rovnic nizsiho fadu. UZiti elimina¢ni metody
si ilustrujeme na dvou ukdzkach.

Ukazka 3.21: Prevedme soustavu rovnic y|, =y, =2y, +x, y, =2y, —y, +exp(x),
vy =—4y, +y, +sinx na jedinou rovnici tretiho radu. Zacnéme prvni rovnici. Derivujme ji
aza y, a 'y, dosadme vyrazy zdruhé, resp. treti rovnice. Po upravé obdrzime
v =y +4y, =2y, —2exp(x)+1. Tuto rovnici znovu derivujme a veliciny y, a y;

m

odstranme stejnym zpiuisobem. Dostaneme — y['— y/+4y =-8y, +2y, + 2sin x — 2exp(x).
K dispozici tedy mame tri rovnice
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=y -2, +x,
y=y+4y, =2y, —2exp(x) +1,

m

=y +4y =-8y, + 2y, + 2sinx — 2exp(x),

z nichz miZeme dvé nezadouct veliciny y, a Yy, eliminovat. Po upravé dospéjeme k jediné

rovnici y/'=2y/+y, =2sinx—4x—1 tretiho radu.

Ukazka 3.22:  Prevedme nyni pomérné komplikovanou soustavu nelinearnich rovnic
yy' =z-2y*, y’z'=2z>-4y’z+(8-32x")y* na rovnici druhého iadu. Derivovinim
prvni rovnice dostaneme yy"+y'* =z'—4yy'. Pomoci takto ziskané relace a prvni ze
zadanych rovnic miizeme z druhé rovnice vyeliminovat z a z'. Po upravdach dospéjeme
k nelinedrni rovnici y y"—y'* +2yy'+32x>y> =0 druhého radu. Tuto rovnici Ize substituct

y'=yu prevést na linedrni rovnici u'+2u = =32x>, kterou jiz umime vyresit. Jejim resenim
Je funkce u = cexp(=2x)—16x> +24x> —24x +12. Dosazenim do relace y'=yu obdrzime
separabilni rovnici s vyslednym resenim y = c, exp(c,exp(-2x) —4x* +8x> —12x* +12x) a

z:yy’+2y2.

3.4.2 Linearni soustava

V praxi se nejcastéji setkdvame se soustavou linearnich diferencialnich rovnic
Y'=A(x)y+b(x) (3.17)

piicemz  A(x) = {4, ()} s b= (b(x)srsb, (X)), A, (x),b,(x)eC(I), [<R. Ieji

problematika je nejvice propracovana a lze pomoci ni aproximovat i mnohou nelinearni
soustavu. Poznamenejme na okraj, Ze v technické praxi je linearizace nelinearni soustavy
aplikovana mnohdy pomérné nepiesné a to mize vést k nespravnym zavérim. Je tfeba si
zejména uvédomit, Ze ne vSechny vlastnosti nelinearni soustavy se daji pfenést na ptisluSnou
linearizovanou soustavu. Pfed vlastnim pouZitim principu linearizace je proto zapotiebi
prostudovat vlastnosti diferencidlnich rovnic podrobnéji, specielné zavislost na pocate¢nich
podminkach, viznapt. [ 15],[ 16 ].

Pii konstrukci obecného feSeni soustavy ( 3.17 ) nam pomiize rozdéleni na soustavy
homogenni, kdy b(x) =0, a nehomogenni, kdy b(x)#0.

Zabyvejme se nejprve homogenni soustavou. Zvolme néjakym zplisobem 7 jejich feSeni
Zl,...,zn, kde Zi = (x),., v (x))", i=L..,n aozname

(@) ey, () yi®) ey, ()
, W =detW =

W=W(x)=
yi(x) .y, (%) yix) (%)

5 v RN 1 v I ’ . ‘v .
Rekneme, 7e vybrana feSeni y ,...,y" tvofi fundamentdlni systém, jestlize determinant

(tzv. wronskian) W #0 na celém intervalu /. Nerovnost staci ovéfit jen v jediném bodé
intervalu 7, nebot’ wronskian je na celém intervalu / bud’ vSude rizny od nuly nebo identicky
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nulovy. Za fundamentdlni systém feSeni tedy muzeme vzit libovolnou n-tici linearné
nezavislych feSeni homogenni soustavy. Matici W v tomto ptipad€ nazyvame fundamentalni
matici, ktera, jak lze snadno ovéfit, vyhovuje maticové diferencialni rovnici W'=AW.

Znalost fundamentalniho systému tedy umoziuje zkonstruovat obecné feseni homogenni
soustavy. Tvori-li y',...,»" fundamentdlni systém a jsou-li ¢,,---,C, € R libovolna ¢isla, pak

row v r r r n [ , . y, ;.
obecné feseni homogenni soustavy ma tvar ZH ¢, y' nebo pomoci maticového zapisu Wc,
kde ¢ =(c,,...,c,)" . Obecné feSeni homogenni soustavy je tedy tvoteno libovolnou linedrni
kombinaci jednotlivych ¢lenli fundamentalniho systému.

Zname-li obecné¢ feSeni homogenni soustavy, pak knému staéi pric¢ist libovolné
partikularni feSeni y nehomogenni soustavy a obdrzime obecné feSeni nehomogenni soustavy

( 3.17 ). Obecné feSeni nehomogenni soustavy je tedy souctem obecného feSeni homogenni
soustavy a libovolného partikularniho feseni nehomogenni soustavy. Lze je tedy psat ve tvaru

y=Y ¢y +y neboli y=Wc+y. (3.18)
i=1

Ukazka 3.23: Proverte, zZe y1 = (cosx,sinx)”, y2 = (=sinx,cosx)” tvoii fundamentdilni
systém soustavy y, ==y, +X, Y, =Y, a sestrojte obecné reSeni. V tomto pripadé je n=2,

0 -1 cosx  sinx

A=
1 0

., b=(x,0)". Spocitejme nejprve wronskian W = =1#0, takze

—sinx cosx
1 2 . r v v ;v v ’ , .7
¢,y +c, y" reprezentuje obecné reSeni prislusné homogenni soustavy. Pokusme se nyni najit
néjaké partikularni reseni nehomogenni soustavy. S ohledem na tvar vektoru b se pokusme
v , . , ;v v , ~ T , ’
predpokladat partikularni reseni ve tvaru y=(ax+ B,yx+09) . Dosazenim do zadané

soustavy rovnic a porovnanim koeficientu u stejnych mocnin x dostaneme 6 =-a=0,
P =y =1. Hledané obecné reSeni nehomogenni soustavy je tedy y, =c,cosx—c,sinx+1,

¥y, =¢,sinx +c, cosx + x.

3.4.3 Urceni partikularniho FeSeni

Pti urCeni partikularniho feSeni soustavy ( 3.17 ) pouzijeme metodu variace konstant.
Vyjdeme ze znalosti obecného feseni Wc pfislusné rovnice homogenni a budeme

predpokladat, ze partikularni feSeni je stejného tvaru jen s tim rozdilem, ze vektor ¢ muze
zaviset na proménnéx. Partikularni feSeni tedy budeme hledat ve tvaru y=Wc(x).
Dosazenim do ( 3.17 ) obdrzime W'c+Wc'=AWc+b = W +(W -AW)c=b.
Vzhledem k tomu, ze matice W je fundamentalni, je matice v kulatych zavorkach nulova a
proto

Wce'=bh.

(3.19)

Fundamentalni matice je regularni a proto dale plati ¢'=W'b = c= J:) W' E)bE)dE .

Hledané partikularni feSeni mizeme tedy psat ve tvaru
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7=W(x) [W'E€)bE)de . (3.20)

Metoda variace konstant je velice obecnd, nebot” miize byt aplikovana na obecnou linearni
rovnici. Na druh¢ strané je vSak z relaci ( 3.19 ) a ( 3.20 ) vidét, ze jeji uziti je technicky
velice naro¢né, nebot’ predstavuje feSeni soustavy z rovnic a poté vypocet n integrald.

V piipadé soustavy s konstantnimi koeficienty, tj. v piipad¢ soustavy
y' =Ay+b(x), (3.21)
kde matice A je konstantni, miizeme pro urceni partikuldrniho feSeni uzit metodu neurcitych
koeficientii, ktera je jednodussi, ale 1ze ji aplikovat jen v n€kterych ptipadech. Metoda spociva
v tom, ze pro nékteré typy vektoru bH(x) dovedeme odhadnout tvar partikuldrniho feSeni,

vnémz vystupuji zatim neurené koeficienty. Dosazenim do ( 3.21 ) pak dospéjeme
k soustavé algebraickych rovnic, z niz tyto koeficienty vypocteme. Abychom si tfi z téchto

typt mohli uvést, oznacme Em (x) a gm (x) vektory, jejichz slozky jsou polynomy stupné

nejvyse m .

1° Je-li b(x)= £m (x) a je-li nula -ndsobnym kotenem charakteristické rovnice matice
A, pak y= gm” (x), tj. slozky partikularniho feSeni miZeme hledat ve tvaru polynomil

stupné nejvyse m-tr.

2°  Je-li b(x)=exp(ax) Bm (x), kde o €C, pak substituce y=exp(ax)z prevede, po
vykraceni vyrazem exp(a x), danou soustavu na predchozi pripad. Vzhledem k tomu, Ze a je

komplexni ¢islo, tento piipad v sobé zahrnuje mnohé exponenciélni a trigonometrické funkce,
vcetné nékterych jejich kombinaci.

3° V dusledku plati: Necht a=a, +ja,, y=y, +jZi a Z = Az+exp(ax)£m (x).
Pak y' =Ay +exp(a,x)p”(x)cosa,x, » =Ay +exp(a,x)p”(x)sina,x .

Ukazka 3.24: Naleznéte obecné reseni soustavy y'=2y+4z+6x, z'=-y—-2z,

2x+1 2

—x —

pricemz je znama fundamentalni matice W = I: J. Mame tedy nalézt vektor (y,z)".
Nejprve pouzijeme metodu neurcitych koeficientii. V nasem pripadé b = (6x,0)" . Protoze

2 4

| 2} ma dvojndasobny nulovy koren,

charakteristickd rovnice A* =0 matice A =|:

budeme slozky v, z partikuldrniho reseni (»,z)" hledat ve tvaru polynomii tietiho stupné,
tj. konkrétné polozime y=ax’ +bx’+cx+d, z=px +qx’+rx+s. Dosazenim do
vychozi soustavy a porovnanim koeficientii u stejnych mocnin x ziskame pro osm neznamych
koeficientii soustavu osmi linearnich rovnic, z nichz jen Sest je linearné nezavislych. Proto
miizeme dva koeficienty, v nasem pripadé r a s, povazovat za parametry. Pro ostatni
koeficienty pak vyreSenim soustavy obdriime a=2, b=3, ¢c=-2r, d=-2s, p=-1 a

q =0. Aby partikuldrni Feseni bylo co nejjednodussi, zvolime r =s=0 = c¢=d =0, coz
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implikuje y =2x> +3x*, z=-x". Hledané obecné reseni vychozi soustavy md tedy tvar
y=c,2x+1)+2c, +2x* +3x*, z=—cx—c,—x".
Nyni pro srovnani nalezneme totéz reseni metodou variace konstant. Slozky partikuldarniho

reSeni budeme hledat ve tvaru y = (2x+1)c,(x)+2c,(x) a z =—-xc,(x)—c,(x). Dosazenim
do zadané soustavy ziskame

(2x 4+ De] (x) +2¢, (x) +2¢5(x) = 2(2x + 1)¢, (x) + 4¢, (x) — 4xc, (x) —4c, (x) + 6x,
—xc;(x)—c¢,(x) — ¢y (x) = —2x+ e, (x) = 2¢, (x) + 4xc, (x) + 4c, (%),

odkud vpravou  (2x+1)c;(x)+2¢,(x)=6x, xc/(x)+c,(x)=0. Vyresenim této linedrni
soustavy dostaneme c|(x)=6x, ci(x)=-6x> a ndslednou integraci pak c,(x)=23x>,
c,(x)=-2x,  integracni konstanty pro jednoduchost volime nulové. TakZe slozky
partikuldrniho Feseni y = (2x+1)3x* —4x’ =2x> +3x*> a Z=-x3x"+2x’ =—x" a tedy i
slozky hledaného obecného reseni zadané rovnice jsou stejné jako pri uziti predchozi metody.

Ukazka 3.25: Naleznéme nyni partikuldarni reseni soustavy rovnic y'=2y+4z,
z'=—y—2z+xsinx. Polozme tedy y=ReY, z=ReZ a resme soustavu Y'=2Y+4Z,
Z'=-Y =27 + xexp(jx). Podle 2° zavedeme substituce Y =exp(jx)u, Z =exp(jx)v. Pak

po upravé ziskame pro nové neznamé soustavu u'=Q2—-ju+4v, VvV =—u—-2+]j)v+x.
Prislusnd charakteristickd rovnice (. +j)> =0 nemd nulové koreny a proto miizeme polozit
u=ax+b, v=cx+d. Dosazenim do posledni soustavy urcime vSechny ctyri koeficienty a
sice a=-4, b=-8), ¢c=2—-]j, d=1+4j). Proto u=-4x-8) a v=2x+1+(4-x)j.
V dissledku toho mdame Y =—(4x+8j)exp(jx) a Z =[2x+1+(4—x)jlexp(jx). Slozky
partikularniho reSeni zadané soustavy nakonec ziskame jako realné slozky téchto komplexnich
funkci a proto y =—4xcosx+8sinx, z=(2x+1)cosx+(x—4)sinx.

Nakonec uved'me jesté slibeny zptisob feSeni linedrni rovnice ( 3.7 ). Nejprve separaci
proménnych vyfeSime piisluSnou homogenni rovnici a obdrZzime obecné feSeni
y=cexp(-F(x), kde F(x)= J. f(x)dx. Pro nalezeni partikuldrniho feSeni y pak uzijeme
metodu variace konstant. Pfedpokladame tedy y = c(x)exp(—F(x)) a dosadime do ( 3.7 ).
Ziskame c'exp(—F)—cF'exp(—F)+ fcexp(-F) = g. Druhy a tieti ¢len se vyrusi, nebot’
F'=f, takZe po tpravé c(x) = J‘ g(x)exp(F(x))dx, coz odpovida ( 3.8).

3.4.4 Urcdeni fundamentalni matice

V soucasné dob¢ neni zndma zadna obecna metoda pro urceni systému fundamentalnich
feSeni prisluSného soustavé ( 3.17 ). Je to mozné provést jen pro specialni soustavu ( 3.21 ),
kdy matice A ma konstantni prvky. Abychom odvodili pfislusné relace, vyjdéme z formalni
podobnosti s ptipadem n = 1. Reseni homogenni soustavy ( 3.21 ) budeme proto predpokladat
ve tvaru  y=cexp(x). Dosazenim do této soustavy dospéjeme po kratké uprave

k homogenni soustavé linedrnich rovnic (A —-A I)c =0, kde I oznacuje jednotkovou matici.

Homogenni soustava ma nenulové feseni prave tehdy, je-li determinant soustavy nulovy. Tim
soustave ( 3.21 ) ptifazujeme tzv. charakteristickou rovnici
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det(A-AT)=0. (3.22)

Charakteristicka rovnice je algebraickou rovnici n-t¢ho stupn¢ a ma tedy pravé n kofend,
pocitdme-li je 1 sndsobnosti. Uréime-li tyto kofeny, miZeme urcit i jednotlivd feSeni
fundamentalniho systému. Pfitom mohou nastat tfi moznosti:

1° A, jejednoduchy redlny kofen =y’ =c’exp(h,x)

2° A, =a+jB, A, =a—jB jedvojice komplexné sdruzenych kofeni —
y' =aexp(ax)cospx, y* =bexp(ax)sinfx, pficemz konstantni vektory a a b
volime tak ,aby y' a y’ vyhovovaly dané soustavé rovnic

3° A, jer-nasobny kofen (realny ¢i komplexni) = y_’ = p(x)exp( , x), kde slozky
vektoru p(x) jsou polynomy stupné mensiho nez r.

Ukazka 3.26:  Naleznéme obecné reSeni soustavy rovnic y'=y-—z, z'=2y+3z.
Charakteristicka rovnice ©> -4\ +5=0 matice A = [; _31} ma komplexne sdruzené
koreny A, =2+]j, A, =2-] aproto miizeme slozky obecného ieseni (y,z)" prredpokladat
ve tvaru y =exp(2x)(acosx +bsinx), z=exp(2x)(ccosx+dsinx). Dosazenim do zadané
soustavy obdrzime pro neurcené koeficienty a, b, ¢ a d soustavu ctyr linearnich rovnic,
z nichz jen dvé jsou linearné nezavislé. Zvolime-li a=c, a b=c, za integracni konstanty,
dostaneme pro zbyvajici koeficienty relace ¢=-c,—c,, d =c,—c,. SloZky obecného reseni
maji pak tvar y = exp(2x)(c, cosx +c, sinx), z=exp(2x)(—(c, +¢,)cosx+(c, —c,)sinx).

3.4.5 Rovnice n-tého radu

Uvedli jsme, Ze mezi soustavou rovnic prvniho fadu a obecnou rovnici n-tého fadu
a,(x)y" +a, ()" +..+a, ()Y +a,(x)y = f(x), a,(x)#0 (3.23)

existuje pomérné tésna souvislost. Formulujme si proto kratce, jaké zavéry z tohoto faktu pro
rovnici n-t€¢ho fadu vyplyvaji.

Je-li f(x)=0 mluvime o homogenni rovnici, v ptipadé¢ f(x)# 0 o rovnici nehomogenni.
Systém n feSeni y,,...,», homogenni rovnice nazveme fundamentalnim systémem, jsou-li
tato feSeni linearné nezavisla, tj. je-1i jejich wronskian

S
W= . . .
n—1 n—1
» o Yn

rizny od nuly na intervalu /. Tak jako u soustav staci nerovnost provéfit v jediném bodé
intervalu /. Vybereme-li nyni néjaky fundamentéalni systém a zvolime libovolné konstanty c,,

. , , . n v . row v r . r
.., ¢,, pak linearni kombinace Z ¢, vy, predstavuje obecné feSeni rovnice homogenni.
i=] 11

n?o

Nalezneme-li libovolné partikularni feSeni y nehomogenni rovnice, pak obecné feSeni y
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/4 . O w 4 — n r oW 4 r r
nehomogenni rovnice miizeme psat ve tvaru y =y + zi_l ¢; y, . Obecné feseni nehomogenni

rovnice je tedy souctem obecného feSeni rovnice homogenni a partikuldrniho feseni rovnice
nehomogenni.

K uréeni partikularniho feSeni miizeme opét vyuzit metodu variace konstant. ReSeni tedy
, —_ n . 4 /4 r ! ’ 4
hledame ve tvaru y = ZZ_:I c,(x)y,, kde derivace neznamych funkci c¢|(x), ..., ¢, (x) musi

vyhovovat soustave rovnic
Doy =0, ., Y@y =0, D7 @y =f(x).

Aplikace metody variace konstant tedy reprezentuje vyieSeni soustavy »n linearnich rovnic a
poté provedeni n kvadratur.

ProtoZe metoda variace konstant je mnohdy technicky velice narocnd, miizeme u rovnice

s konstantnimi koeficienty s vyhodou vyuzit metodu neurcitych koeficientii. Je-li prava strana
f(x) dané rovnice tvaru

f(x)=expx)[p”(x)coswx+q" (x)sinmx],
kde p"(x) a ¢"(x) jsou polynomy m-tého stupné¢ a o, ® jsou realna Cisla, pak lze
partikularni feSeni hledat ve tvaru

y =x" exp(ox)[r" (x)coswx + 5" (x)sin wx],
pficemz Kk je nasobnost dvojice komplexné sdruzenych kofenii o *wj charakteristické

rovnice. Koeficienty polynomi r"(x) a s"(x) se ur¢i dosazenim ) do nehomogenni
rovnice a porovnanim koeficient( u stejnych funkci.

Tak jako u soustav si uvedeme metodiku urceni fundamentélnich feSeni jen pro ptipad, kdy
v rovnici ( 3.23 ) jsou vSechny koeficienty a,(x)=a, konstantni. Diferencidlni rovnici pak

ptitadime charakteristickou rovnici a A" +a, A" +..+a\ +a, =0, kterd ma pravé n
kofenli, pocitdme-li je i s nasobnosti. Je-li A jednoduchy redlny koten, pak ptislusné
fundamentélni feSeni je y =exp( x). Obdrzime-li dvojici komplexn€ sdruZzenych kotfenli
A, =a *jB, pak pfislusna dvojice fundamentalnich feSeni ma tvar y, =exp(ax)cospx a
¥, =exp(ox)sinBx . Jednd-li se o p-nasobny koten, pak y, =y, y,=xy,...,y, = x"y,
piiemz y je feSeni, které by odpovidalo jednoduchému koifenu, at’ jiz redlnému c¢i
komplexnimu.

Ukazka 3.27: Provedme si analyzu seriového elektrického RLC obvodu, jehoz proudova
odezva i=i(t) vwhovuje diferencialni rovnici LCi"+ RCi'+i=0 druhého radu. Prislusna

charakteristickd rovnice LCA* + RCA +1=0 md dva koreny A, =-5-(-R—R*-4L) a
A, =5 (-R++/R*> —4L). Vzavislosti na velikosti parametrii R, L a C analyzovaného

obvodu miizeme rozeznat tri pripady:

2 .. ’ . ’ ’ ;o oy ’ v
a’° CR*>4L = Charakteristicka rovnice ma dva redlné riizné zaporné koreny,

takze i=c exp(h t)+c,exph,t). Jedna se tedy o silné tlumeny neperiodicky déj.

b° CR®>=4L = Charakteristickd rovnice ma dvojny redlny zaporny koien a proto
i =exp(—pt)(c, +c,t), kde p =3 Jedna se o kriticky tlumeny déj.
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¢ CR?>>4L = Charakteristickd rovnice ma dva komplexné sdruzené koveny

Ai=—-p—-joad,=—p+jo, o= #—pz , se zapornou redalnou slozkou. Tento

dej je tedy slabé tlumeny.

Poznamenejme na okraj, Ze k nalezeni fundamentilnich feSeni u linedrnich rovnic
s nekonstantnimi koeficienty se ¢asto vyuzivd mocninnych fad, které v oboru konvergence
konverguji stejnomérné a proto mohou byt derivovany i integrovany ¢len po ¢lenu, aniz by se
zménil obor konvergence.

Ukazka 3.28:  Pri reSeni rotacné symetrickych uloh zpravidla dospéjeme k Besselové
diferencidalni rovnici x*y"+xy'+(x* —n’)y=0, kde neR. Bez odvozeni uvedme, Ze
Sfundamentdlni systém této rovnice tvori Besselova funkce J, (x) n-tého radu a Neumannova
funkce N, (x) n-tého radu, pricemz (oznacime-li symbolem I tzv. gama funkci)

n+21 _ J,(x)costv —J_ (x)
Jn() Zl' F(I’l+l+1)(2) N”(x)_hm sintv

vV —n

3.4.6 Numerické reSeni

Algoritmus numerického feSeni provedeme jen pro soustavu prvniho fadu ( 3.15 ),
nebot’, jak jsme jiz uvedli, soustavy vyssiho fadu Ize na ( 3.15 ) pomérné jednoduse prevést.
Obecné mozno fici, Ze u vétSiny tloh mizeme pouZit metody, které se vyuZivaji pro feSeni
jediné rovnice prvniho fadu s tim, Ze jak nezname funkce y =(y,,...,»,)" , tak i pravé strany
f=(fsn f,) jednotlivych rovnic povazujeme za sloupcové vektory. Specielné tedy pro
vyse uvedenou klasickou Rungeovu-Kuttovu metodu ¢tvrtého fddu mizeme psat

Yin =Y, +eh(k, +2k, +2k;s +k,),

klzi(xwzl.)a kzzi(xi"r%h,zi-‘r%hkl),
k3=£(xi+%h,zi+%h/£2), k4=i('xi+hizi+hk3)'

3.5 Kontrolni otazky a priklady ke kapitole 3

Piiklad 3.1: Znazornéte smérové pole diferencidlni rovnice y' =sin(x +z) .
oy v, . ., u
Piiklad 3.2: Ukazte, zZe funkce u(x), urcend rovnici arctg— —In x2+u* =0,
X

vyhovuje diferencialni rovnici (x + y) dx — (x — y) dy=0.

Piiklad 3.3:  Reste Cauchyovu ulohu pro rovnici y' =cos’x, pii pocdtecni
V4

odmince ZIZE
P 4)7 %
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Priklad 3.4:

Priklad 3.5:

Priklad 3.6:

Priklad 3.7:

Piiklad 3.8:

Piiklad 3.9

Priklad 3.10

x+y
y-x

Urcete vSechna reSeni diferencidlni rovnice y'=

Reste rovnici y'—2xy = 2xe” s pocatecni podminkou y(0) =4.

1

Najdéte obecné reseni rovnice y' = ——.
x+y-2

1

Najdéte  reSeni rovmice (— + 2x] dx — [iz + lj dy =0 s pocdtecni
y y

podminkou y(0)=2.

. v v v 4 . 2 .
Najdéte obecné reseni rovnice y" +2y"+y'=x" +sinx.

Pomoci Eulerovy metody pro pocatecni ulohu y'=2x, y(1)=2
vypocteéte funkcni hodnoty pro body: x, =1, x, =2, x, =3, x; =4,

x, =5.

v =4y, -2y,

Reste systém diferencidlnich rovnic , .
Y= It

4 Parcialni diferencialni rovnice

Cile kapitoly: V této kapitole uvedeme zaklady FeSeni parcidlnich diferencialnich rovnic.

4.1 Zakladni pojmy

Parcialni diferencidalni rovnici rozumime diferencidlni rovnici vice proménnych. Za rad
diferencialni rovnice povazujeme tad nejvyssi parcidlni derivace, kterd se v rovnici vyskytuje.
Vyskytuje-li se v dané rovnici nezndma funkce véetné vsech svych derivaci nejvyse v prvnim
stupni, mluvime o /inedrni rovnici. Je-1i rovnice linearni jen vzhledem k nejvyssim derivacim
a jinak je linearita porusena, mluvime o kvasilinearni rovnici. Resenim parcialni diferencialni
rovnice rozumime funkei, kterd v né¢jakém oboru dané rovnici identicky vyhovuje.

Ukazka 4.1: Nekteré parcialni diferencidalni rovnice, které se v elektrotechnické praxi
casto vyskytuji:

o’'u 0'u  0u . L
Au=— 5 =0 Laplaceova rovnice (elektrostaticke pole, ...),

ox° 0y° Oz
Au=f Poissonova rovnice (elst. pole s volnymi naboji, ...),
Au=a’u Helmholzova rovnice (stacionarni vinova rovnice, ...),

ou . , . . ,

Au=a— difusni rovnice (rovnice pro vedeni tepla, ...),

ot
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d’u o -y
Au=a’>—- vinova rovnice (Sireni elektromagnetickych vin, ...),

o’
—(vV—)+—Wv—)=—-J, v =v(lgradu|) rovinné staciondarni magnetické pole.
x" 0Oy Oy

Vsechny rovnice jsou druhého radu a linearni az na posledni, ktera je druhého radu a
kvasilinearni.

Ukazka 4.2: Omezme se na rovnice prvniho radu ve dvou proménnych. Linedrni, resp.
kvasilinearni rovnice pro neznamou funkci u = u(x,y) ma obecny tvar

S yyu +f(xp)u, + f5(x0)u= fi(x,p), resp.
fi(xayau)ux +f2(x7y7u)uy :fo(xayau)'

Tak jako u obycejnych rovnic i u parcidlnich rovnic musime ptedepsat vedlejsi
podminky, které jsou bud pocdtecni nebo okrajové. Okrajové podminky mohou byt
Dirichletovy (na hranici feSené oblasti jsou predepsany funkéni hodnoty hledaného feSeni),
Neumannovy (ptedepsany hodnoty derivaci ve sméru normaly), tetiho typu (predepsany
linearni kombinace funk¢nich hodnot a hodnot derivaci ve sméru normaly), periodicnosti a
smisené (hranice rozdélena na ¢asti s nckterou z ptredchozich podminek). Ve srovndni s
obycCejnymi diferencidlnimi rovnicemi se vSak u parcialnich rovnic vyskytuji nékteré
podstatné odchylky. Zatim co obecné feSeni obycejné diferencialni rovnice n-tého tadu
obsahuje pravé n integracnich konstant, mohou feSeni parcialni rovnice i nizkého tadu
obsahovat obecné funkce nebo nekonecné mnoho integralnich konstant. Tato okolnost vSak
neni na zéavadu, nebot realizaci okrajovych podminek je nutno provadét v nekone¢ném poctu
bodu hrani¢nich kiivek ¢i povrchovych ploch.

Ukazka 4.3:  ReSenim rovnice b—— a =0, a,beR jefunkce u= f(ax+by),

kde f je libovolna diferencovatelnd funkce. Resemm dvoudimenzialni Laplaceovy rovnice

Au =0 [ze psat napr. ve tvaru u:Zaisin(ix+ﬂi)sinh(iy+yi), a,.p.,y; €R.

i=0

4.2 Klasifikace rovnic druhého radu

V technické praxi, jak jiz vyplyva z ukazky 4.1, se nejCastéji vyskytuji parcialni rovnice
druhého tadu. Proved’'me si proto jejich klasifikaci. Tuto klasifikaci vysvétlime na rovnici ve
dvou dimenzich typu

2 : 2 ou Ou

ou
a11(x y) "'2‘212()C y) y+a22( ’y) y —b(x YoUs 55 ay) (4.1)

Rovnici pfifadime veli¢inu D = D(x,y) = a,, a,, —a;, . Plati-li v bod¢ [x,y]e Q podminka
D>0,resp. D<0 ¢ D=0, nazyvame rovnici ( 4.1 ) v tomto bod¢ eliptickou, resp.
hyperbolickou & parabolickou. Jestlize je rovnice ( 4.1 ) eliptickd, hyperbolicka ci
parabolickd v kazdém bod¢ oblasti (2, nazyvame ji eliptickou, hyperbolickou ¢i parabolickou
v oblasti Q. Vhodnou lokélni transformaci soufadnic mizeme rovnici ( 4.1 ) pievést na
kanonicky tvar
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o’u  0u ou Ou C e e
+ =c(x, y,u,=—,=-) pro rovnici eliptickou,
ax ayz ox ay
o’u  0u ou Ou .. .
PYERPw. = c(x, y,u,m,a) pro rovnici hyperbolickou,

2

oy’

=c(x, y,u,g—z,g—?/) pro rovnici parabolickou.

V kanonickém tvaru rovnice tedy chybi smiSend derivace a koeficienty u zbyvajicich derivaci
jsou jen 0 a %1, pfitom u eliptickych rovnic jsou znaménka u téchto derivaci shodna, u
hyperbolickych rovnic rozdilnd a u parabolickych rovnic jedna ztéchto derivaci chybi.
Zdiraznémé jeste, ze typ rovnice se mize v oblasti 2 ménit.

Ukazka 4.4: Typickymi predstaviteli eliptickych, hyperbolickych a parabolickych rovnic
Jjsou postupné Laplaceova, vinova a difusni rovnice.
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Ukazka 4.5:  Urceme typ rovnice ot y =0. Vtomto pripadé je D =y a proto

dana rovnice je nad osou x eliptickd, na ose x parabolickd a pod osou x hyperbolicka.

Ukazka 4.6: Jako dalsi ukazka rovnice, kterda v oblasti reSeni neni stejného typu, nam
poslouzi rovnice pro kvasistacionarni elektromagnetické pole

i(va —( —)— ——J v =v (| gradu).

Tato rovnice je Velektrlcky Vodlvych podoblastech parabolického typu, nebot’ v téchto
podoblastech je elektricka vodivost y =y (x,y) kladna, zatimco v elektricky nevodivych

podoblastech, kde je elektrickd vodivost nulové, se jedna o rovnici eliptickou. Tuto skutecnost
je nutné respektovat pii matematickém vysSetfovani kvasistacionarniho pole, nebot’ pocatecni
podminka muize byt piedepsana jen v elektricky vodivych ¢astech defini¢niho oboru.

4.3 Metoda separace proménnych

Pti feSeni né€kterych linearnich parcidlnich diferencidlnich rovnic, zvlasté pii analyze
linearnich poli rozkladajicich se na oblastech jednodusSich geometrii, lze s uspéchem
vyuzivat metodu separace promennych. MysSlenka této metody spociva vtom, Ze feSeni
piredpokladdme ve tvaru soucinu funkci jedné proménné. Podati-li se ndm za tohoto
predpokladu jednotlivé proménné v piivodni rovnici separovat, rozpadne se zadana parcialni
rovnice na obycCejné diferencidlni rovnice, které mizeme feSit nckterym ze zplisobu
popsanych v pfedchozi kapitole. Do hry tak vstoupi zatim neurené integracni konstanty
eventuelné 1 integracni funkce. Superponovanim takto nalezenych feSeni ziskdme zpravidla
dostate¢né obecné feSeni pro to, abychom mohli realizovat i vedlejsi podminky. Superpozice
je vyjadiena sumou v piipad¢ integracnich konstant a integralem v pfipad¢ integrac¢nich
funkci. Celkem lze tedy fici, ze separaci proménnych dosahneme splnéni zadané rovnice a
naslednou superpozici pak vyhovime vedlejSimpodminkam.

Ukazka 4.7: Uvazujme dvojrozmérnou Laplaceovu rovnici 8_ 6_ =0 a

ox? 6
predpokladejme u = y(x,y)=X(x)Y(y). Dosazenim do Laplaceovy rovnice a vydélenim
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" "
mezivysledné rovnice soucinem XY obdrzime XT + YT = 0. Na leve strané posledni relace

vystupuje soucet dvou scitancu, z nichZz prvni zavisi jen na promenné x a druhy jen na
promenné y. Splnéni této relace je tedy mozné jen tak, ze oba scitance jsou konstantni a
soucet teéchto konstant je roven nule. Oznacime-li prvni z téchto konstant A , pak se puvodni
parcialni rovnice rozpadne na dvé obycejné diferencidlni rovnice X"-A X =0, Y"+AY =0
druhého radu, pricemz \ je libovolné realné cislo. Obecné reseni téchto rovnic miizeme psat
ve tvaru

asinh(vAx +B) v sin(vA y +3) A >0
X, (x)= ax + , YL(»)= Y X +0 pro A =0,
asin(v—A x+f) y sinh(+/—A y+9) A <O

pricemz integracni konstanty o, B,y ad zaviseji na velicine \ . Je-li tato zavislost spojitd,
uzZijeme pro superpozici integrdl, jedna-li se o zavislost diskrétni, prejde superpozice v
sumaci. Z poslednich vzorcii mimo jiné vyplhva, zZe reSeni dvojrozmérné Laplaceovy rovnice
nemuize byt soucasné periodické ve sméru x i y.

Ukazka 4.8:  Mame nalézt priibéh skalarniho magnetického potencialu ¢ v obdélnikové
dradzce popsané v ukdzce 3.15. Ze zadani vyplyvda, ze na horni strané obdélnika nabyva tento
potencial hodnot ¢ =@,sinkx, na zbyvajicich trech strandch vymizi a uvniti- obdélnika
vywhovuje Laplaceové rovnici. Vzhledem k sinusovéemu priubéhu potencidlu na horni hranici,
budeme reseni hledat ve tvaru ¢ zasin(ﬁ X +B)sinh(\/I y+9), bez ujmy na obecnosti
jsme polozili y =1. V diisledku nulovych hodnot potencidalu pro x=0 a x=a musi platit
A=—(xn)* a P =0. Velicina \ tedy miize nabyvat jen diskrétnich hodnot. Vymizeni
potencialu na dolni hranici implikuje 6 =0. Zbyva splnit jesté podminku na horni hranici.
Podle ni musi pri y =b platit o sin(knx)sinh(xnb) = @, sin(xx) pro vsechna x,0<x<a.

To je mozné jen tak, Ze n=1 a vdisledku toho o sinh(xb)=¢,. Vysledné rozlozeni

potencidalu ma tedy tvar @ =asinkxsinhky, kde o je dano predchozi relaci. Priibéh
ekvipotencial a silocar uvadi Obrdazek 3.6.

4.4 Metoda kone¢nych diferenci

Metoda konecnych diferenci nalezi k numerickym metodam fesSeni diferencialnich
rovnic. Lze ji samoziejme uzit i pfi feSeni okrajovych tloh obycejnych diferencidlnich rovnic,
ale jeji hlavni aplikace se tykaji parcialnich rovnic, zejména feSeni fyzikalnich poli. Hlavni
mysSlenka spoc¢ivéd v nasledném: oblast feSeni nejprve pokryjeme tzv. diskretizacni siti, coz je
kone¢nd mnozina vhodné rozlozenych bodu, tzv. wuzlii, v nichz budeme hledat hodnoty
nezndmého feSeni. Zadanou diferencidlni ulohu piepiSeme pro jednotlivé uzly, pficemz
derivace vystupujici v uloze, tedy v rovnici i1 ve vedlejSich podminkach, nahradime pfiblizné
konecnymi diferencemi, v nichz vystupuji funkéni hodnoty hledaného feSeni v nékterych
sousednich uzlech. Tim vyjadiime vysetfovanou ulohu soustavou obecné nelinearnich, ale jiz
ne diferencialnich, rovnic. Tento diskrétni model pak feSime vhodnymi numerickymi
metodami, napt. Newtonovou metodou u nelinedrnich soustav, elimina¢nimi ¢i iteracnimi
metodami u line4rnich soustav apod. Metoda konecnych diferenci je velice obecna, lze ji
aplikovat na rovnice vSech tfi typi, na rovnice linedrni ¢i nelinearni, na rovnice s nespojitymi
koeficienty (rtiznd linearni a nelinearni prostiedi ve vySetfované oblasti) a pro velice
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komplikované tvary vySetifované oblasti. T¢€z sité, kterymi pokryvame defini¢ni obor, mohou
byt rizného druhu. Nékteré typy Casto pouzivanych siti véetné jejich tadu ptesnosti uvadi
Obrazek 4.1.

8 ht ) v;% it 1o
Obrazek 4.1: Typy vypocetnich siti

Kromé metody konecnych diferenci existuji pro numerické feSeni parcialnich rovnic
jesteé dalsi obecné metody a to metoda konec¢nych prvkii, metoda hrani¢nich prvka a metoda
kone¢nych objemill. Rozmanitost numerickych metod pii feSeni nelinedrnich poli demonstruje
Obrazek 4.2, kde je znazornén pribéh silocar nelinedrniho stacionarniho magnetického pole
v fezu dvou riznych synchronnich strojii, v prvnim piipad¢ ziskany metodou konecnych
diferenci a v druhém ptipadé metodou kone¢nych prvkd.

Obrazek 4.2: Nelinearni magnetické pole v synchronnim stroji - MKD a MKP

4.5 Kontrolni otazky a priklady ke kapitole 4
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5 Diferencialni pocet v komplexnim oboru

Cile kapitoly: Kapitola obsahuje zaklady diferencialniho po¢tu komplexni funkce
komplexni proménné.

5.1 Uvod

Analyza komplexni funkce komplexni proménné piedstavuje mocny teoreticky aparat,
ktery lze stuspéchem aplikovat jak v matematice samotné, napt. v diferencidlnich a
integralnich rovnicich, integralnich transformacich, funkciondlni analyze apod., tak i
v praktickych aplikacich, jako je elektrotechnika, hydrodynamika, aerodynamika, vedeni
tepla, teoretickd fyzika apod.

Prvnim, kdo zavedl pojem ryze imagindrniho ¢isla byl, a to jiz asi v poloviné 16.
stoleti, Ital Raffael Bombelli. Zéklady teorie komplexni analyzy polozil v prvni poloving 18.
stoleti Svycar Leonhard Euler. Hlavni vysledky vsak byly formulovany az v prib&hu 19.
stoleti a jsou spojeny se jmény vyznacnych matematiki, jako je Francouz Augustin Louis
Cauchy, Némci Carl Friedrich Gauss, Karl Weierstrass a Georg Friedrich Bernard Riemann a
Anglic¢an sir William Rowan Hamilton.

Pro cteni dalSich kapitol se predpoklédda, Ze Ctendf je dostateCné sezndmen s pojmem
komplexniho ¢isla, s jeho geometrickym vyznamem, stvary jeho zapisu, se zpuisobem
pocitani s komplexnimi ¢isly a nékterymi dalSimi pojmy. Piesto bude uzite¢né, zopakujeme-li
nejprve alespon nékteré zékladni pojmy a sjednotime terminologii.

5.2 Mnoziny komplexnich ¢isel

Oznacme 06€ R, 0 >0 redlné Cislo, z,c e C komplexni ¢isla a M < C mnozinu
komplexnich ¢isel. Pii | ¢ |< o nazveme mnozinu U@© ,c) = {z eC:lz—-clko } o-okolim bodu
¢,. Pro nekoneény bod ¢ =00 definujeme 06-okoli vztahem U(d,)= {z eC:lz]> bl}
Vyjmeme-li z d-okoli bod ¢, mluvime o prstencovém okoli. Bod ¢ nazveme vnitinim bodem
mnoziny M , jestlize U@ ,c) < M . Bod ¢ nazveme izolovanym bodem mnoziny M , kdyz
existuje prstencové okoli U@©,c) ¢ M . Bod ¢ nazveme hromadnym bodem mnoziny M ,
kdyz YU@©,c) obsahuje nekonecné mnoho bodiit mnoziny M ; povSimnéme si, Ze hromadny
bod nemusi patiit do mnoziny M . Bod ¢ nazveme hranicnim bodem mnoziny M , jestlize
pro YVU©®,c) 3dz,eM A3z, M, tedy kazdé okoli hrani¢niho bodu obsahuje alespon
jeden bod, ktery do mnoziny M patii a alesponi jeden bod, ktery do mnoziny M nepatfi.
Také hrani¢ni bod nemusi byt prvkem mnoziny M . Mnozinu vSech hrani¢nich bodi mnoziny
M nazveme jeji hranici.

Ukazka 5.1: Kruznice |z—c|=r je hranici jak uzavieného kruhu |z —c|<r, a tedy
do kruhu patri, tak i otevieného kruhu |z —c |< r, kdy do kruhu nepati.
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Mnozinu bodt [x, y], x=x(¢), y=y(t), te<a,b> nazveme rovinnou kiivkou. Bod
[x(a),y(a)] nazveme jejim prvnim bodem a [x(b),y(b)] jejim poslednim bodem. Rovinna
ktivka je spojita, jsou-li obé funkce x(z), y(¢) spojité. Plati-li x(a)=x(b) a y(a)= y(b),
jedné se o ktivku uzavifenou. U uzaviené kiivky tedy posledni bod splyva s prvnim. Kiivku
nazveme prostou Ci jednoduchou, jestlize t, # t, implikuje x(z,) # x(¢,) A y(t,) # y(¢,), tj.
kdyz sama sebe neprotina. Prostou uzavienou kfivku nazveme Jordanovou kiivkou. Ktivka je
hladkd, jestlize je prosta a jeji teéna se spojité méni, pficemz x> (¢) + y'*(¢) > 0. Kiivka je po
castech hladka, jestlize je sestavena z konecného poctu hladkych kiivek.

Ukazka 5.2: Kruznice, elipsa, obvod mnohouhelnika a asteroida jsou uzaviené spojité
prosté krivky. Kruznice a elipsa jsou pritom hladké krivky, obvod mnohouhelnika a asteroida
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Jsou jen po castech hladké. Prikladem kiivky, ktera neni prosta je ,,osmicka* ¢i ,,nekonecno “.
Primka, usecka a kruhovy oblouk jsou prosté hladké spojité krivky, které nejsou uzaviené.

Ukazka 5.3: Vyjadreme si nyni rovmici primky Bx+Cy+D =0 vkomplexni
Gaussove roviné. Za tim ucelem vyreSme soustavu rovnic z=Xx+]y, Z=X—]y pro

neznamé x a y. Vysledné relace x=3(z+z) a y= zlj(z —Z) dosadme do rovnice primky.

Po iipravé dostaneme Ez+EZ+D =0, kde E = +(B+jC). Zdiiraznéme, Ze koeficient D

je realny a povsimnéme si charakteristického postaveni komplexniho koeficientu E .

Ukazka 5.4:  Podobné nalezneme vyjadreni kruznice A(x* +y*)+Bx+Cy+D =0,

A#0, B*+C?>4A4D. Po jednoduchych iipravich dospéjeme k Azz+Ez+EZz+D=0,
pricemz koeficient E je stejny jako v predchozi ukazce. Pro uplnost poznamenejme, Ze jiné

vyjadieni této kruznice je |z—z,|=r, kde stied se urci zrelace z, = —% a pro polomer

plati r :ﬁW/EE—AD )

Vzhledem k velké podobé rovnice piimky a kruznice v komplexni roving, zavedeme si
pojem zobecnéné kruznice
AzZ+Ez+Ez+D=0, ADeR,

ktera pro 4 = 0 ptejde v klasickou piimku a pro 4 # 0 v klasickou kruznici.

Mnozinu M nazveme otevienou, je-1i kazdy jeji bod vnitini. Mnozinu M doplnénou o
viechny jeji hromadné body nazveme wuzdvérem mnoziny M a oznaéime M . MnozZina je
uzaviend, plati-li- M =M . Mnozina M je ohranidend, existuje-li kruh kone&ného
poloméru, ktery tuto mnozinu obsahuje. Oteviend mnozina M se nazyva souvisld, 1ze-li
kazdé jeji dva body spojit lomenou carou, kterd celd lezi v M . Ohrani¢ena oblast se nazyva
k-nasobné souvisla, je-li jeji hranice tvofena k uzavienymi kiivkami. Souvislou otevienou
mnozinu budeme nazyvat oblasti.

Ukazka 5.5: Mnozina M = {z eC:0<n<z-clkr, } tedy oteviené mezikruzi, je
oteviend, ohranicend a dvojndsobné souvisla. MnozZina M = {z eC:0<argz S%} je

v , oy . -y . 2 . . ,
uzavienda, neohranicena a souvisla. MnozZina M = {z eC:Imz” > O} je otevrend,
neohranicena a nesouvisla. Povsimnéme si téz riizného vyjadreni mnozin komplexnich cisel.
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5.3 Posloupnosti komplexnich ¢isel

Protoze existuje jista analogie mezi posloupnosti realnych c¢isel a posloupnosti
komplexnich ¢isel, nebude cteni této kapitolky pro Ctenéie obtizné.

Ptifadime-li kazdému n € N komplexni ¢islo z, = x, + jy, a tato Cisla sefadime podle

vzristajiciho indexu, fekneme, ze jsme utvoftili posloupnost. Obvykle ji zna¢ime {zn }OO nebo

n=1
nemuze-li dojit k omylu {Zn}' Cislo z, nazyvame n-tym ¢lenem posloupnosti. Posloupnost
nazveme ohranicenou, jestlize Ir>0 tak, ze VmneN plati |z |<r. Ohranicend

posloupnost tedy lezi v néjakém okoli bodu nula. Posloupnost, kterd neni ohranicend, je
neohranicend.

Definice 5.1:  Cislo ¢ € C nazyvame limitou posloupnosti {zn }le c C, jestlize Ve >0

AN =N(E) tak, ze Vn> N plati |z, —c|<e . PiSeme :z,|imz,=c nebo prost¢ z, —c a

n—>x0

tikame, Ze posloupnost je konvergentni. V opaéném piipad¢ je posloupnost divergentni.
Véta5.1 Ozname z, =x,+jy,, c=a+jb.Pakz ->c < x, >a A y, —>b.

Véta 5.2 Ozname z, =7, exp(jo,), c=rexp(jo), c#0, c#w.Pak z >c &
v, =>r N ¢, —>0.
Véty tikaji, Ze misto vypoctu jedné limity komplexni posloupnosti, mizeme pocitat

limity dvou redlnych posloupnosti. U druhé véty je nutné vhodné volit argumenty. Vice
vysvétli nasledujici ukéazka.

Ukazka 5.6:  Pri volbe 0<argz, <2z je posloupnost z, :1+(—1)”% divergentni,
nebot posloupnost argumentu clenii se sudymi indexy konverguje k nule, zatimco posloupnost
argumentii Clenit s lichymi indexy konverguje k 2m. Pri volbé —m<argz, <m tataz

komplexni posloupnost konverguje, nebot obé zminéné posloupnosti argumenti konverguji
k nule.

Véta 5.3 Pro posloupnost {z, }le plati:
a’ manejvyse jednu limitu,
b° plati véty o souctu, rozdilu, sou¢inu a podilu (kromé déleni nulou),
¢’ konverguje-li, je ohrani¢ena,
d® konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje posloupnost jejich moduli,

e’ konverguje prave tehdy, kdyz je cauchyovska.

Pfipomenime, Ze posloupnost {zn }le je cauchyovska, jestlize Ve >0 IN =N ) tak,
ze Vmn>N plati |z, -z, |<e (Bolzano-Cauchy). U posloupnosti komplexnich &isel

tedy pojmy konvergentni posloupnost a cauchyovska posloupnost splyvaji, pfitom se snadnéji
ovéiuje skute¢nost, ze posloupnost je cauchyovska, nebot’ nemusime znat limitni bod.
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5.4 Komplexni nekone¢né rady

Také v této kapitolce budeme téz vychézet z jisté podobnosti s redlnymi fadami. Mé&jme

danu posloupnost {zn }:;1 komplexnich ¢isel. Pak symbol ZZn =z, +z, +z; +... nazyvame

n=1

Fadou komplexnich cisel. Této fadé mizeme piitadit posloupnost castecnych soucti {sn }::1,

n
pii¢emz n-ty ¢dstecny soucet definujeme relaci s, = z zZ, .
i=l1

o0
Definice 5.2: Existuje-li [ims, = s # oo , fikdme, Ze fada konverguje a piSeme > z, =s.

n—w n=1

V opacném ptipadé, tj. je-li s =0 nebo s neexistuje, fada diverguje.

Véta 5.4 OznaCme z =x, +]y,.Pak izn konverguje pravé tehdy, kdyz konverguji

n=1

ob¢ realné fady ixn a f‘,yn.Je—li ixn =x, iyn =y, izn =z, pak z=x+]y.
n=1 n=l1 n=l n=l

n=l

Vétas5.5 Prortadu izn komplexnich ¢isel plati:

n=1
a’ konverguje-li, pak z, >0,
b° diverguje, pokud z, >z #0,

¢’ konverguje-li absolutng, pak konverguje,

z
n+l
Zn

d® fidi se podilovym kriteriem (d‘Alembert): lim

n—»0

<1 fada konverguje
>1 fada diverguje
fada konverguje

1 . , o <1
e’ Tidi se odmocninovym kriteriem (Cauchy): lim 4l z, | 5 ) i
oo >1 fada diverguje

Zduraznéme, Ze uvedena kriteria konvergence nedavaji zddnou odpovéd’ v ptipadé€, kdyz
se uvedené limity rovnaji jedné. V tom piipadé musime rozhodnout podle nékterého z dalSich
kriterii, jako je Dirichletovo, Abelovo, Raabeovo, integralni apod., pficemz lze s vyhodou
vyuzit i vlastnosti ¢°, viz napi. [ 23 ], [ 24 str. 830].

Ukazka 5.7: Zvlastnosti a° a b° vyplhva, zZe existuji konvergentni rady, které
nekonverguji absolutné, nybrz jen relativné. Prikladem je konvergentni Leibnizova rada

o ()" . . N A
z( n) =—1+1-1+i-...=Inl, jejiz fada moduli z%:l+%+%+%+..., znama jako
n=l1 n=l1

harmonicka rada, nekonverguje.

Dulezitym nastrojem pro vySetfovani funkei jsou mocninné rady. Jsou to fady tvaru

Z:(;Cn (z—2z,)" (5.1)
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Véta 5.6: Krtad€¢ (5.1)existuyje R=>0 tak, ze pro |z—z,|<R Ttada konverguje a pro

| z—z,|> R tada diverguje. Pro tzv. polomér konvergence R plati R = 1/ lim e, |-

n—>0

Mocninna fada tedy konverguje uvnitf jist¢ého kruhu a diverguje vné tohoto kruhu.
V nékterych bodech hrani¢ni kruznice mtize fada konvergovat a ve zbylych divergovat. To je
nutné prosSetfit zvlast. Velice Casto se klade z, =0. Mocninné fady maji nékteré zajimavé

vlastnosti.

Véta5.7 Protadu (5.1)plati:

Cn
c
n+l

a’ jeji polomér lze poéitat téZ pomoci relace R = lim

b

n—>0

b° konverguje v kruhu o poloméru » < R stejnomérng,
¢’ fady vzniklé derivaci ¢i integraci €len po ¢lenu maji stejny obor konvergence jako ( 5.1).

Pov§imnéme si opa¢ného poiadi indexii v bodé a° nez bylo u d*Alembertova Kriteria.

Ukazka 5.8: Urcete polomer konvergence rady Z% Podle bodu a° piedchozi véty plati
n=0

+1)!

R= lim [

n—x0 n—0

‘ = 1im (n+1)=c a tedy rada konverguje v celé komplexni roviné.

5.5 Komplexni funkce komplexni proménné

Definice 5.3: Je-li Vze M c C pfifazeno alespon jedno &islo we N < C, fekneme, Ze na
mnozin€¢ M je definovana komplexni funkce komplexni proménné a piSeme w= f(z).
Mnozinu M nazyvame definicnim oborem funkce f a mnozinu N oborem hodnot. Je-li
kazdému komplexnimu cCislu z mnoziny M pfifazeno pravé jedna hodnota z mnoziny N,
mluvime o funkci jednoznacné. Je-li nékterym ¢islim z mnoziny M piitfazeno vice hodnot
z mnoziny N , mluvime o funkci mnohoznacné.

Ukazka 5.9: Napi. funkce w=z" je jednoznacnd, funkce w= Jz je dvojznacna,
funkce w=\lz+]j—~z—1 jectyrznacna afunkce w=Inz je nekonecnemnohoznacna.

Ukazka 5.10:  Komplexni funkce komplexni proménné ma v technické praxi, zvlasté
v elektrotechnice, siroké vyuziti. Napr. v impedanci z =R+ jo L lze oddélit cinny odpor a
reaktanci, podobné lze u vykonu oddelit ¢inny a jalovy vykon, obecné kmity (i elektrické) Ize

wuziva relace E = E,exp(—jkx) a H = H, exp(~jk x) apod.

Komplexni funkci w=u+ jv komplexni proménné z=x+jy mlzeme geometricky
interpretovat jako zobrazeni komplexni roviny (z) do komplexni roviny (w). Pomoci tohoto
zobrazeni lze vySetiovat jak se rozli¢né bodové utvary roviny (z) znézorni do roviny (w).
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Ukazka 5.11:  Vysetrete jaka kiivka vznikne zobrazenim primky 6x—8y+1=0 pomoci

funkce w:%. Z definicni relace funkce potrebujeme nejprve vyjadrit x a y. Proto
.1 _ u-jv o I __u _ , . y
X1V =ngy = e €07 implikuje x e YT oo Dosazenim téchto relaci do

vwchozi rovnice primky obdriime 6u+8v+u’ +v> =0, takze zobrazenim dané piimky je
kruznice (u+3)> +(v+4)* =25.

Ukazka 5.12:  Jaka kiivka vznikne zobrazenim polokruznice x =2cost, y=2sint,
0<t<m pomoci funkce w=z> ? Ze zadaného definicniho vztahu funkce vyplyvai relace
u+jv=(x+jy)’ =x>—y>+2xyj. Proto u=x"-y> =4(cos’t—sin’t)=4cos2t a
v=2xy =8sintcost =4sin2¢t. Zobrazenim zadané polokruznice tedy vznikne plna kruznice o
dvojnasobném poloméru.

Stejn¢ jako v realném oboru je fundamentalnim pojmem diferencialniho poctu pojem
limity.
Definice 5.4: Rekneme, 7e funkce w = f(z) ma v bodé z, limitu c, jestlize VU(e ,c) 3
prstencové U(d,z,) tak,ze VzeU@®,z,) plati f(z)eU(,c).PiSeme |im f(z)=c.

Véta 5.8 Oznacme w=f(z)=u+jv, Zy =Xy + ]V c=a+]jb. Pak plati

lim f(z)=c prave tehdy, kdyz lim u(x,y)=a A lim Vv(x,y)=5b.

2>z, [x, ¥1-[x0, 0] [x, y1=[x0, 0]

Disledek: |im f(z2)=¢c < lim|f(@Hc| A limarg f(z)=argc.

z2z, 7z =2

Disledek: Plati véty o souctu, rozdilu, sou¢inu a podilu (kromé nulového jmenovatele).

S pojmem limity tésné¢ souvisi pojem spojitosti funkce. Intuitivné lze fici, Ze funkce
f(z) je spojita v bodé z,, jestlize pro body z blizké bodu z, jsou hodnoty f(z) blizké

hodnoté f(z,) . Pfesné&ji nasledujici definice:

Definice 5.5: Rekneme, 7e funkce w= f(z) je spojitd v bodé z,, je-li definovina
v nékterém jeho okoli a pfitom plati |im f(z) = f(z,) . Je-li funkce spojita v kazdém bod¢

Z—)ZO

né¢jaké oblasti, fekneme, Ze je spojitd v oblasti.

Disledek: Funkce je spojita praveé tehdy, je-li spojita jeji realna i imaginarni slozka.

5.6 Derivace funkce

Pojem derivace a diferencialu patii ke sté¢Zejnim pojmim analyzy komplexni funkce
komplexni proménné. Formaln¢ se derivace definuje stejné, jako u redlné funkce redlné
proménné.
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Definice 5.6: Necht je funkce f(z) definovana v néjakém okoli bodu z, € C. Existuje-li

1im%50(20), nazyvame ji derivaci funkce f(z) vbodé z, a znatime f'(z,). V tomto

ptipad¢ tekneme, ze funkce f(z) je vbod¢ z, diferencovatelnd. Vyraz df = f'(z)dz

nazveme diferencidlem funkce f(z) vbodé z,.

Zduraznéme, ze uvedena limita musi existovat pro libovolnou cestu, po niz se bod z blizi
kbodu z,. Proto diferencovatelnost funkce komplexni proménné vymezuje mnohem uzsi

ttidu funkci, nez je tomu u redlnych funkci redlné proménné. V dusledku toho i velice
jednoduché funkce nemusi byt diferencovatelné.

Ukazka 5.13:  Prikladem funkce, ktera je vsude spojita a nikde diferencovatelna je funkce
f(z)=Z definovana v celé komplexni rovine. Zvolme libovolné z,€C a pocitejme

lim f(z)=1limz =2z, = f(z,), tedy funkce f(z) je vbode z, spojita. Pro dalsi wivahy

upravme nejprve lim f (23:2) (20) _ lim i:ig = lim ;2 . Abychom ukdzali, Ze nase funkce

z—2z, z—2z, z—2z,

nemd v bodé z, derivaci, staci zvolit dvé rizné cesty, pro néz vySe uvedend limita nabyva

riuznych hodnot. Za tyto cesty zvolime rovnobézky se souradnicovymi osami, které prochazeji
bodem z,. Zvolme nejprve primku rovnobéinou s redlnou osou. Pro tuto primku plati

z=x+]y,, tudiz z—z,=x—Xx,=z—2, a proto se vySe uvedena limita rovnd +1. Pro

rovnobézku s imagindarni osou je z=x,+]y, proto z—z,=j(y—y,)=Y, -V =2,—2,
takze limita je rovna -1. VySe uvedena limita tedy neexistuje a funkce f(z)=2z nema v bode
z, derivaci. Protoze bod z, byl zvolen libovolné, neni tato vsude spojita funkce nikde

diferencovatelna.

Podobné jako u redlnych funkci, ma-li funkce f(z) v néjakém bod¢ derivaci, je v tomto
bode¢ i spojita. Plati téz véty o souctu, rozdilu, soucinu a podilu (kromé d€leni nulou).

Pro praktické pouziti potfebujeme mit k dispozici n¢jaké kriterium, pomoci néhoz bychom
snadno zjistili, zda je dana funkce diferencovatelna. Podle piedchozi ukdzky spojitost funkce
k tomu nesta¢i. Nutné a postacujici podminky pro existenci derivace komplexni funkce
udavaji Cauchyovy-Riemannovy podminky definované v nésledujici véte.

Véta5.9 Funkce f(z)=u(x,y)+jv(x,y) ma vbodé z=x+jy derivaci prave tehdy,
maji-1i funkce u(x,y) a v(x,y) v tomto bodé totalni diferencial a spliuji-li podminky

ou Ov ou ov
- T (52)

Abychom naznacili, jak 1ze podminky ( 5.2 ) odvodit, vezméme v tvahu, Ze derivace
nezavisi na cesté, podle niz se bod z bodu z, pfiblizuje a proto miZeme psat

o dfdx _df ou o casns oo dfdy_df1_ov_ou
SO =gz "dx " ox ox asoucasnc =gy g =dy "oy oy

Porovnanim realnych a imagindrnich slozek pak ziskame ( 5.2 ).
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Protoze jak nezavisle proménnd z, tak i zavisle proménnd w = f(z) mohou byt vyjadieny
v kartézském 1 exponencidlnim tvaru, uvedme si Caychyovy-Riemannovy podminky pro
vSechny Ctyi1 mozné alternativy:

- i ou_ov ov__ou
W—”(X,y)"'JV(XaJ’) = ax éy’ ax éy
w=u(r,g)+v(r,0) = r%=%, r%=—g—;
w=R(x,»)-exp(j(x,y) = R-pd® ~ pI®__0R

0x oy Ox oy
w=R(r,p)-exp(i®(r,p) = rB-_pd® pIL__0R
or op or op

Ukazka 5.14: Abychom ukazali, jak se odvodi napr. treti radek, kdy u= Rcos® a
v=Rsin®, dosadme do ( 5.2) . Po derivovani slozenych funkci a upraveé obdrzime
g—fcos(b —R%)sin(l) = g—lyesinCD +R%)COSCD ,

OR oo . OR . oD
Wcos@—RWsmCD = —Esm(I)—RgcosCD.

Tyto relace miizeme upravit ndsledovne:

(g—f—R%))cos@—(g—i+ R%))sindb =0,

OR oD OR oo .
E‘f‘ RW)COS(D +(a—x—Rw)Sln(D =0.

Ziskali jsme tak homogenni soustavu dvou linedrnich rovnic a ta ma nenulové reseni jen
oD , OR oD ,
W) +(W+RW) =0. 7o

je mozné jen tehdy, jsou-li oba sc¢itance nulové, coz jsme méli v podstate dokazat.

tehdy, je-li determinant soustavy nulovy. Musi tedy platit (2—§—R

PovSimnéme si geometrického vyznamu C-R podminek. Predpokladejme, ze funkce
f(@)=u(x,y)+jv(x,y) ma vbodé z,=x,+]y, derivact a necht kiivky zadané
implicitn€ rovnicemi u(x,y)=c, a v(x,y)=c, se Vv tomto bod¢ protinaji, viz.Obrazek 5.1.
Rovnice tecen vedenych v tomto bodé k uvedenym kiivkam maji tvar

o 0
u = konst. (0, 0) (¥~ %) + = (x030) (7 = 70) = 0
x oy
— ov 0
v=konst. 1 R, yo)-(x=x0)+ 5 (50, 30)- (/= 3) =0
x o7
¥ .y , , Ouodv Ouodv v
Protoze funkce u(x,y) a v(x,y) spliuji C-R podminky, plati xox Ty ay =0, coz

znamena, ze se ob¢ teCny, a tedy 1 ob¢ kiivky, protinaji kolmo. Systémy kiivek
u(x,y)=konst. a v(x,y)=konst. jsou tedy navzdjem ortogonalni.
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u=konst.

X

Obrazek 5.1: Geometricky vyznam C-R podminek

Ukazka 5.15:  Slozky u=x*-y*, v=2xy funkce f(z)=2z" spliuji C-R podminky,
nebot g—z = g—; =2x, —S—Z = % =2y. Soustavy kiivek x*> —y® =konst. (modré kiivky) a

xy = konst. (Cervené krivky) zndzornuje Obrazek 5.1. Fyzikalni interpretaci zadané funkce

ziskame tak, Ze se omezime jen napr. na prvni kvadrant komplexni roviny. Pak cervené kiivky
predstavuji ekvipotencialy a modré krivky silocary elektrického pole dvou navzajem kolmych
elektricky nabitych desek.

5.7 Holomorfni funkce

Definice 5.7: Jednoznacnou funkci f(z) nazveme holomorfni v bodé, ma-li v tomto bodé

a v n¢jakém jeho okoli derivaci. Funkce je holomorfni v oblasti, je-1i holomorfni v kazdém
bod¢ této oblasti. Funkce je holomorfni na kiivce ¢i na uzavicené oblasti, je-li holomorfni na
nekteré nadoblasti, kterd tyto utvary obsahuje.

Abychom vysvétlili geometricky vyznam holomorfni funkce, oznaéme z, bod, v jehoz
okoli je funkce w= f(z) holomorfni a pfedpokladejme, ze f'(z,)# 0. Z definice derivace
vyplyva

arg f'(z,) = arg lim "= = lim arg(w— w,) ~ lim arg(z = z)) =, —@,

z5z ) z>z,
M
!( o q |W_W0| . WW()
| /'(24) |= Tlim = lim
0 —
22, 2=z 2oz, )
z—z

0
V podstaté tedy miizeme fici, Ze argument derivace predstavuje uhel otoceni tecny a modul
derivace vyjadiuje koeficient deformace. Pfitom v pfipadé | f'(z,) |>1 mluvime o dilataci a

v piipadé | f'(z,) |<1 o kontrakci. Pfesngjsi vysledek formuluje nasledujici véta.

Véta 5.10 Necht je funkce w= f(z) holomorfni v bodé z, a necht f'(z,)# 0. Pak:

1°  arg f'(z,) je thel, o ktery je nutno vkladném sméru otocit te¢nu ke kiivce vy

prochazejici bodem z,, abychom dostali smér tecny ke kiivce I'= f(y) prochdzejici bodem

w, = f(2,),
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N N
2° | f'(z,)| udava poméry délek nekoneéné malych obloukt kiivek ww, a zz,.

Definice 5.8: Zobrazeni se nazyva konformnim v bodé z,, zachovéava-li thly mezi dvéma
libovolnym kiivkami vychazejicimi zbodu z, a zachovava-li poméry délek nekonecné
malych obloukti. Zobrazeni je konformni na mnoZiné, je-1i konformni v kazdém jejim bodé.

Véta 5.11 Zobrazeni realizované holomorfni funkei je konformni v kazdém bodé¢, v némz
je derivace nenulova.

Ukazka 5.16:  Funkce f(z)=z’ z ukdzky 5.15 je ziejmé holomorfni, nebot ma derivaci
f'(z2)=2z vcelé komplexni roviné a proto zobrazeni realizované touto funkci je konformni
v kazdém bodé z #0, nebot' f'(0)=0. Poznamenejme jeste, ze komplexné sdruzenad funkce

f(z)= z_z,jizv holomorfni neni, nebot’ nesplnuje C-R podminky.

Ukazuje se, ze mezi holomorfnimi funkcemi a harmonickymi funkcemi existuje tésna
souvislost. Pfitom harmonické funkce vykazuji velice dobré vlastnosti a hraji dilezitou roli
v technickych aplikacich, napf. v teorii potencialu.

Definice 5.9: Realnou funkci @ = ®(x, y) nazyvame harmonickou v oblasti M , jestlize

zde ma spojité druhé derivace a vyhovuje Laplaceovu rovnici
2 2
Ap=CP, 0D

2 2

ox° 0Oy
51 4 o
Ukazka 5.17:  Harmonickymi funkcemi jsou napr. funkce @ =3 (-1)' (;.)x"_z’ vy,
i=0 t

[ : s
(D=z,](—1)l(2l_n+1)xn_21_1y2l+1, . d=x, d=y, O=xy, (szz_yz, <D=x3—3xy2,

® =3x"y—y’ nebo nekonecnd trida ® = iai sin(ix+f,)sinh(iy+y,), a,,B,.,y, €R
i=0

linearnich kombinaci soucinii trigonometrickych a hyperbolickych funkci uvedena v ukazce

4.3 ¢ifunkce ®=E(exp(2x)—1), ®=2FEexp(x)siny, E=1/(exp(2x)+2exp(x)cosy+1).

Véta 5.12  Je-li funkce f(z)=u(x,y)+ jv(x,y) holomorfni v oblast M , pak jsou ob¢ jeji
slozky u(x,y) a v(x,y) voblasti M harmonické.

Zdaraznéme, ze obracena véta neplati, tj. povazujeme-li dvé libovoln€ zvolené
harmonické funkce za slozky néjaké komplexni funkce komplexni proménné, pak tato funkce
nemusi byt holomorfni, nebot’ vybrané harmonické funkce nemuseji spliiovat C-R podminky.

Ukazka 5.18: Jako priklad nam poslouzi harmonické funkce u=x"—-y*> a v=x. Pak

. — . , , s 0 0
funkce f(z)=x"—y*+jx=zz+2jRez neni holomorfni, nebot 2x:a—z¢%=0 a

2y=-2L, v,
y= 6y¢8x_'

Definice 5.10: Dvé harmonické funkce, které spliuji C-R podminky, nazyvame
sdruzenymi (konjugovanymi).
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Véta 5.13 V jednoduse souvislé oblasti existuje k libovolné harmonické funkci sdruzena
harmonicka funkce.

V disledku posledni véty mutzeme libovolnou harmonickou funkci povazovat za
realnou ¢i imaginarni slozku né¢jaké holomorfni funkce. Podle této véty druha slozka existuje,
takze muzeme zkonstruovat celou holomorfni funkci. Jinymi slovy, holomorfni funkce je az
na aditivni integracni konstantu urcena jednou ze svych slozek. Metodika konstrukce
holomorfni funkce na zakladné znalosti jedné z jejich slozek je velice podobnd urceni
kmenové funkce F pfi feSeni exaktni obycCejné diferencidlni rovnice, srovnej nasledujici
ukéazku s ukdzkami 3.14 a 3.15.

Ukazka 5.19: Ze zndmé imagindrni slozky v =v(x,y) = arctan 2 mdme nalézt holomorfni
. ,y , , , ou Ov
Sunkci f(z), pro niz f(1)=0. Integraci prvni C-R podminky = X

Ty T 2

podle
v ’ ’ ’ 2 2 Ve v e v o v . . v, v
promeénné x ziskame u =1In\x" + y° +c(y), pricemz integracni konstanta miize zaviset jeste

na druhé nezavisle proménné, podle niz jsme neintegrovali. Tuto velic¢inu urcime z druhé C-R
+c'(y) =2 = J»=0 =

x2+y?

. . Ou _ 0Ov y
podminky. Dostaneme postupné 3y = " ox 242

c(y)=c,. Redlna slozka hledané holomorfni funkce je tedy az na aditivni integracni
konstantu urcena jednoznacné a md tvar u=Inyx>+y’ +c,. MiZeme tedy psat

f(2)=Inyx*+y> +j arctan%+co. Komplexni funkci f(z) musime jesté vyjadrit pomoci
komplexni nezavislé promeénné z. TakZe f(z)=In|z|+jargz+c,=Inz+c,. Integracni
konstantu urcime z podminky f(1)=0. Hledand holomorfni funkce ma tedy konecny tvar

f(z)=Inz.

Ukazka 5.20: Provedme si nyni aplikaci holomorfnich funkci na rovinné elektrostatické
pole bez volnych nabojii. Elektricky potencial tohoto pole vyhovuje Laplaceovu rovnici a
proto jej miizeme povazovat napr. za imagindrni slozku v =v(x,y) jistée holomorfni funkce
f(2)=u(x,y)+jv(x,y). Tuto funkci nazveme komplexnim potencidlem elektrostatického
pole. Realna slozka u=u(x,y) komplexniho potencialu reprezentuje silovou (tokovou)

funkci. Vektor intenzity elektrického pole vyjadreny pro komplexni rovinu pak dava postupné

= ov  .0v ov .ou . . T T~
E:—gradv:—E—J$=—§—J§=—J%(M—JV)=—Jf(Z):Jf(Z)-

Ze znamého komplexniho potencialu  f(z) tedy muzZeme urcit vSechny veliciny
elektrostatického pole, tedy tokovou funkci jako jeho realnou slozku, elektricky potencial jako

jeho imagindrni slozku, vektor elektrické indukce z relace E = jf'(2), eventuelné velikost

elektrické intenzity |E|=| f'(z)| jako modul derivace komplexniho potencidlu, ¢i

arg =—arg f'(z2)-5%.

Ukazka 5.21:  Skalarni magneticky potencial stacionarniho magnetického pole dlouhé
obdélnikové drazky je dan, jak jsme uvedli v ukazce 3.15 ¢i odvodili v ukdzce 4.8, relaci
v=Usinkx sinhky. Snadno se presvédcime, zZe sdruzema harmonicka funkce md tvar

u =-U coskx coshxy, pricemz jsme zvolili nulovou integracni konstantu. Komplexni
potencial tohoto pole je tedy

f(z) =-U cosk x coshx y + jU sink xsinhx y = -U cosk(x+ jy) =-U coskz.



46 Fakulta elektrotechniky a komunikac¢nich technologii VUT v Brné

Prubeh silocar a ekvipotencial vysetrovaného pole uvadi Obrazek 3.6.

5.8 Racionalni funkce
V této kapitolce uvedeme vlatnosti nékterych jednoduchych racionalnich funkeci.

5.8.1 Linearni funkce
Je to funkce tvaru w=az+b, a#0,b e C. Jeji zékladni vlastnosti jsou:

1° zobrazuje vzajemné jednoznaéné C na C,

2° lze ji nahradit stejnolehlosti, rotaci a translaci,
3° zobrazuje pfimku na pfimku,

4° zobrazuje kruznici na kruznici,

5° v ptipadé a #1 ma pevny bod z=-2

a1’

v ptipadé¢ a=1, b=0 je kazdy bod roviny jejim pevnym bodem (identické zobrazent).

v piipadé a =1, b # 0 pevny bod neexistuje a

Ukazka 5.22: Funkci w Ize prepsat do tvaru w=|alexp(jarga)z+b, takZe zobrazeni z, =la|z
predstavuje stejnolehlost, z, = z,exp(jarga) reprezentuje rotaci a w=z, +b vyjadruje translaci.

Ukazka 5.23:  Vukazce 5.3 a 5.4 jsme si uvedli rovnici primky a kruznice v komplexni
roviné a oba utvary jsme spojili v zobecnénou kruznici Azz+Ez+Ez+D=0, A,DcR.

Z rovnice vysetrované linedarni funkce spoctéme z:WT‘b a dosadme do rovnice zobecnéné

kruznice. Po jednoduchych upravach obdrzime Aww+Ea-Abw+(Ea—Ab)w+F =0, ke E md
vWznam jako v ukdzce 5.3 a F = Abb—Eab—Eab+Daa. Tato rovnice vyjadiuje zobecnénou

rovnici vroviné w, nebot koeficient F je redlny. Protoze jak v puvodni tak i
v transformované rovnici je u kvadratického clenu redlny koeficient A, transformuje se
primka v primku a klasicka kruznice v klasickou kruznici.

5.8.2 Kruhova inverze

Kruhové inverze je v komplexni rovin¢ vyjadiena relaci w:%, R>0. Pfipomenime,
ze body A a B jsou symetrické vzhledem ke kruznici A(S,R), kdyZ lezi na spole¢ném paprsku
vychazejicim ze stfedu S kruznice ka pfitom plati AS-BS=R>. Proto je ve jmenovateli
komplexné sdruzena hodnota nezavisle proménné, jinak by odpovidajici si body nelezely na
spole€ném paprsku. Kruhova inverze ma tyto vlastnosti:

1° zobrazuje vzajemné jednozna¢né C na C,
2° zobrazi zobecnénou kruznici na zobecnénou kruznici,
3° zobrazi vnitiek kruznice |z |< R na jeji vné&jSek a naopak.

Ukazka 2.24: VRL obvodu je impedance jako funkce frekvence o dana relaci
Z=R+joLa je tedy slozena z cinného odporu a reaktance. Admitance Y :% je pomoci

Povsimnéme si, Ze plati YY =LL cozZ je
2R

kruhové inverze dana relaci v = ——=_210L
R-joL R+ oL
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=L se stredem v bodé Y =-- a polomérem -, viz Obrazek 5.2.

] A7 1= L
rovnice kruznice |Y -5 =55 S T

Poloprimka v komplexni roviné Z tak prechazi v horni polokruznici v komplexni roviné Y .

> >

Obrazek 5.2: Impedance a admitance

5.8.3 Linearni lomena funkce

Jednou z nejdilezitéjSich raciondlnich funkci komplexni proménné je linedrni lomena
funkce, tj. funkce tvaru w= azth 4 b, deC, ad#bc, c#0. Tato funkce vykazuje

T cz4d

velice zajimavé vlastnosti:

1° zobrazuje vzajemné jednoznaéné C na C,

2° lze nahradit translaci, rotaci, stejnolehlosti a inverzi,

3° zobrazi zobecnéno kruznici na zobecnénou kruZnici,

4° zobrazi tfi zadané body z,, z,, z; na tii zadané body w,, w,, wy, pfitom plati

wWoW W3TW 275 5370
W=W,  W3—=Ww, Z=zy z237Ip

5° necht se kruznice K zobrazi na kruznici L, pak se bud’ vnitfek K zobrazi na vnitiek L
(a tedy vnéjsek K na vnéjSek L) anebo se vnitfek K zobrazi na vnéjsek L (a tedy 1 vnéjSek
K na vnitfek L),

6° body symetrické k zobecnéné kruznici se zobrazi body symetrické k obrazu této kruznice

Ukazka 5.25: Pro rozklad na elementdarni zobrazeni prepisme linearni lomenou funkci do
bc—ad 1
[0

o =
244’ c? Z ’
c

2y =a|zy, 2z = zyexp(jarga)

tvaru w=4%+ . Pak dekompozice z,= z+%, Z, =

a w=z4+2 reprezentuje postupné translaci, inverzi, stejnolehlost, rotaci a translaci.

_ —dw+b

Ukazka 5.26: Pomoci inverzni funkce z =——— se zobecnéna kruZnice 4zz+Ez+EZ+D=0

transformuje na zobecnénou kruznici Fzz+Gz+Gz+H =0, priCemZ F=Add-Ecd-Ecd +Dcc,
G=-Abd +Ebc+Ead -Dac, H=Abb-Eab-Eab+Daa, koeficienty F a H jsou redlné. Stred
transformované kruznice lezi v bodé w, = —% a jeji polomer je dan relaci r = ﬁ GG-FH.

Ukazka 5.27: Pomoci linedarni lomené funkce naleznete zobrazeni pravé poloroviny na
vnitrek jednotkového kruhu k, pricemz se dany bod z, zobrazi na stred kruhu. Zdanlive se

zdd, ze mame k dispozici madlo udajii. Podle bodu 6° se vSak musi bod —z, symetricky k bodu
z, podle imagindrni osy (hranice zobrazované poloroviny) zobrazit na bod w =, ktery je

symetricky ke stiedu kruhu vzhledem k jednotkové kruznici ohranicujici tento kruh. Dosadime-li tyto
dvé podminky do definicni relace linedrni lomené funkce, obdrzime b=-az,, d =cz, a ,takze po
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. v _q z=2,
uprave mame W = ¢ 74z,

. Pro urceni poméru < viak mame k dispozici jesté treti podminku a sice, Ze

body z =]y lezici na imagindrni ose se musi zobrazit na body | w|=1 leZici na jednotkové kruznici.

Z-Z

Uplatnéni této podminky dava |¢|=1, tj. a=cexp(j@). Hledané zobrazeni w = exp(jp) 5 Je

tedy jednoznacné az na otoceni kolem stredu kruhu. Podotknéme jesté, zZe podle viastnosti 5° se leva
polovina roviny z zobrazi na vnéjsek jednotkového kruhu.

Ukazka 5.28: Linearni lomena funkce odvozena v predchozi ukdazce ma v elektrotechnické
praxi velky vyznam. Uvedme si nékolik jejich fyzikalnich interpretaci. Prvni interpretace
elektrického pole dvou opacné nabitych rovnobeznych viaken uvadi jiz Obrazek 3.6. Viozime-
li nyni do tohoto pole elektrodu, jejiz povrch splyva s nékterou z ekvipotencial, pak se pole
vné elektrod nezmeéni, nebot’ povrch elektrody tvori ekvipotencialnim hladinu. Tim ziskame
dalsich Sest poli pro riizna uskupeni a to tenky a masivni vodic, tenky vodic a sténa, tenky
koaxialni vodic, dva ruzné masivni vodice, masivni vodic a sténa a konecné masivni koaxialni
vodic. V podstaté stejné obrazky ziskame pro elektromagnetické pole riiznych seskupeni
paralelnich vinovodii, viz Obrazek 5.4 , kde je zndazornéna dvojice stejnych vinovodu, dvojice
riiznych vinovodii a koaxialni vinovod. Do stejné kategorie aplikaci nalezi jeste Smithuv
(kruhovy) diagram, ktery dava do souvislosti cinitel odrazu w=p a pomérnou vinovou
impedanci z = R+ jX , viz Obrazek 5.5.

Obrazek 5.4: Elektromagnetické pole riznych uskupeni vinovodt
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Obrazek 5.5: Smithv diagram

5.8.4 Mocninna funkce

Jedna se o funkci danou ptedpisem w=z", n>1. Funkce ma nasledujici vlastnosti:

1° realizuje konformni zobrazeni v celé komplexni roving s vyjimkou bodu z=0,
2° zobrazuje kruznice se stiedem v po¢atku na kruznice se sttedem v pocatku,

3° zobrazuje paprsky na paprsky,

4° zobrazuje uhel ¢ nathel ® = ng .

Ukazka 5.29: Elektrické pole dvou navzajem kolmych stejné nabitych stén, vySetrované jiz
v ukdzce 5.15, miizeme urcit téz tak, Ze prvni kvadrant transformujeme pomoci funkce w = z*
na horni polorovinu. Povrch stén tak prejde v redlnou osu, na niz je nyni predepsan
konstantni potencial. . Pole v horni poloroviné je tak ziejmé homogenni. Zpétnou
transformaci pak ziskame pole, které zndzoriuje Obrazek 5.1. Dalsi ukazky pouziti
mocninné funkce prezentuje Obrazek 5.6

Obrazek 5.6: Zobrazeni realizovana n¢kterymi mocninnymi funkcemi

5.8.5 Funkce Zukovského

Funkce Zukovského hraje dileZitou roli zejména v aerodynamice. Tato funkce je
definovana relaci w=1(z+1). M4 tyto vlastnosti:

1° je jednozna¢na a holomorfni v celé komplexni roving s vyjimkou bodu z =0,
2° jeji oblast jednolistnosti je vnitiek (vné&jsek) jednotkového kruhu,

3° realizuje konformni zobrazeni s vyjimkou bodii z = +1,

4° zobrazuje vnitiek (vn&jsek) kruhu na vnéjsek usecky <-1, 1>.

Ukazka 5.30: Obtékani profilu kridla letadla uvadi Obrazek 5.7
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Obrazek 5.7: Obtékani profilu kiidla

5.8.6 Obecna racionalni funkce

P(z)
o(z)
funkce je spojitd a holomorfni v celé komplexni roviné s vyjimkou kofenii jmenovatele. Pti
vySetfovani této funkce se zpravidla vyuZziva rozkladu na parcidlni zlomky.

Obecnou raciondlni funkci mizeme zapsat jako podil dvou polynoml w = Tato

5.9 Zakladni transcendentni funkce

5.9.1 Exponencialni funkce

Exponencialni funkci definujeme pomoci nekone¢né fady

e’ =exp(z) = ZZ—' . (5.3)
n=0 M.

V ukdzce 5.8 jsme dokazali, ze tato fada konverguje v celé rovin€, nebot’ pro jeji polomér
konvergence plati R = oo . Tato funkce ma nasledujici vlastnosti:

1° je holomorfni v celé komplexni roving,

2° lze ji urcit piedpisem exp(z) = exp(x)(cos y + jsin y),

3° pro Vz,z, € C plati exp(z,)-exp(z,) =exp(z, +z,),

4° je periodicka s periodou 27j,

5% jeji oblast jednoznacnosti je pds —o < x <o, 2kn<y<2(k+Dm, kel,
6° realizuje konformni zobrazeni v kazdém bodé komplexni roviny,

7°  rovnob&ZKy s redlnou osou zobrazuje na paprsky prochdzejici po¢atkem, viz Obrazek
5.9,

8° rovnobé&zky s imaginarni osou zobrazuje na soustfedné kruhy se stfedem v pocatku,

9° pas Sitky &=y, — y, <2 n rovnob&Zny s redlnou osou zobrazuje na uhel s vrcholem v
pocatku a rozteci h, specielné pas y, =0, y =n zobrazi na horni polorovinu a pas
», =0, y=2n na celou rovinu.
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5.9.2 Trigonometrické funkce

Trigonometrické funkce jsou definovany relacemi

exp(jz) rexp(=jz)

SInz = - 5

exp(jz)—exp(—jz
p(j )2J P(J), cOSZ =

Pomoci ( 5.3 ) je miizeme vyjadfit i pomoci konvergentnich tad
. » 20+l ® 2n
sinz = Z(—l)”m, cosz = Z(—l)"(zz—n)!.
n=0 n=0

Maji tyto vlastnosti:

1° jsou holomorfni v celé komplexni roving,

2° lze je urit pomoci sinz = sinx coshy + jcosx sinhy, cosz = cosx coshy — jsinx sinhy,

3° jsou periodické s periodou 27,

4° plati pro né znamé vztahy, napt. sin’z +cos’z =1, tanz=30Z cotz =902

sin(z, +z,) =sinz, cosz, +cosz,sinz,, sin'z=cosz, cos'z=-sinz,
5° realizuji konformni zobrazeni pro z # 1 (2k +1) m, eventuelné pro z#kn, kel,

6° lze je vyjadfit jako kompozici znamych zobrazeni a to otoéeni, exponencialni funkce a
Zukovského funkce,

7°  rovnob&ZKy s realnou osou zobrazuji na konfokalni elipsy,

8° rovnobé&zky s imaginarni osou zobrazuji na konfokalni hyperboly.

5.9.3 Hyperbolické funkce

Hyperbolické funkce jsou definovany relacemi

exp(z)—exp(—z)

. +exp(—

2

Pomoci ( 5.3 ) je miizeme vyjadfit ve tvaru konvergentnich tad
X 2n+1

o0 2n
. _ Z _ Z
sinhz = Eb—(z””)! , coshz = ZZ)_(Z”)! .

Maji tyto vlastnosti:

1° jsou holomorfni v celé komplexni roving,

2° lze je uréit pomoci sinh z = sinhx cosy + jcoshx siny, cosh z = coshx cosy + jsinh x siny ,
3° jsou periodické s periodou 27 j,

0 : X b A ¥ 2 _cinh? — _ sinhz — coshz
4" plati pro n€ znamé vztahy, napi. cosh® z—sinh” =1, tanhz=2:"02, cothz =382,

sinh(z, + z,) =sinh z, cosh z, + cosh z, sinh z, ), sinh’z =coshz, cosh’z=sinhz,
5° realizuji konformni zobrazeni pro z # 4 (2k +1) mj, eventuelné pro z #2kmj, kel,
6° lze je slozit z jednodussich funkci exponeciala a Zukovského funkce,
7° rovnobé&Zky s redlnou osou zobrazuje na konfokalni hyperboly,

8° rovnobé&Zku s imaginarni osou zobrazuje na konfokalni elipsy,
9° souvisi s trigonometrickymi funkcemi pomoci vztaht
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sinh jz = jsinz, coshjz=cosz, sin jz = jsinhz, cosjz=cosz.

Ukazka 5.31: Priibeh konfokalnich elips a konfokalnich hyperbol zobrazeni w = cosh z
znazoriuje Obrazek 5.8. Na témze obrazku jsou uvedeny téz nékteré elektrotechnickeé
interpretace tohoto zobrazeni, zejména elektrické pole dvou navzdjem kolmych deskovych
elektrod, dvou hyperbolickych elektrod, jedné deskové elektrody, dvojice deskovych elektrod
lezicich v jedné roviné a dvojice eliptickych koaxialnich elektrod.

il

Obrazek 5.8: Zobrazeni w=coshz a jeho fyzikalni interpretace

5.9.4 Logaritmicka funkce

Logaritmicka funkce je definovana jako inverzni funkce k exponencialni funkci, tedy

w=lnz <& z=exp(w).

Jako inverzni funkce k periodické funkci je logaritmus nekoneénémnohozna¢nou
funkci. Abychom to dokézali, polozme z=rexp(jo) a w=u+jv. Dosazenim do

defini¢niho vztahu a upravou ziskame r =exp(u) a v=¢ +2kn j. Takze
w=Lnz=Inz+2knj=Inr+jo +2knj, kel.

Veli¢ina Inz oznacuje hlavni hodnotu logaritmu, veli¢ina Lnz reprezentuje mnoZinu vsech

hodnot logaritmu a téch je nekone¢né mnoho, nebot’ & je libovolné celé ¢islo. Vlastnosti:

1° je spojitd v pro v8echna zeC, z=#0,-1,—-2,...,

2° je holomorfni pro v§echna ze C, z=#0,—1,—2,..

o

3° plati pro ni zndma pravidla, totiz Ln(z,z,) =Lnz, +Lnz,, Lnz=1.

5.9.5 Obecna mocnina
Obecna mocnina je definovana relaci

w=z=exp(cLnz), ceC.
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Jedna se o kompozici exponencialni a logaritmické funkce, tedy o kompozici periodické
a nekoneénémnohozna¢né funkce. Veli¢ina exp(clnz) ptedstavuje jeji hlavni hodnotu.

Vlastnosti:
1° jespojitapro zeC, z=#0,—1,-2,...,
2° je holomorfni pro ze C, z#0,-1,-2,...,

3° plati pro ni znamé relace (z¢) =cz",

4° je obecné mnohoznaéna, v ptipadé c¢ e N je jednoznacna, v piipadé zeQ je

kone¢nemnohoznaéna a ve zbyvajicich ptipadech je nekone¢némnohoznaéna.

5.9.6 Cyklometrické funkce

Cyklometrick¢é  funkce jsou definovany jako inverzni funkce
trigonometrickym. Jsou tedy definovany relacemi
w=arcsinz <= z=sinw, apod.
Vlastnosti:

1° jsou mnohoznaéné, nebot’ jsou inverzni k periodickym funkcim,

aresinz = —jLn(jz+1-2"),  arctanz =4jLndZ,
2° plati pro né relace '
arccosz =—jLn(z++z°—1),  arccotz=2jLn=2

z+j "

5.9.7 Hyperbolometrické funkce

Hyperbolometrick¢ funkce jsou definovany jako inverzni funkce
hyperbolickym. Plati tedy

w=argsinhz < z=sinhw, apod.
Vlastnosti:

1° jsou mnohoznaéné, nebot’ jsou inverzni k periodickym funkcim
b 9

argsinhz=Ln(z++vz*+1), argtanhz=1LnlZ
2° plati pro né relace

argcoshz =Ln(z++/z" -1), argcothz =1 LnZtl

2 z—-1

k funkcim

k funkcim
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Obrazek 5.9: N¢ktera dalsi interpretace holomorfnich funkei

5.9.8 Prehled zakladnich transcendentnich funkci

V tomto odstavci jako rekapitulaci probrané latky uvedeme jen ptehledné schéma
vytvareni zakladnich transcendentnich funkci. Vychozi funkci je funkce exponencialni, kterou
jsme jako jedinou definovali pomoci konvergentni nekone¢né fady. Ostatni funkce jsme
obdrzeli bud’ pomoci vhodné relace ¢i inverze nebo pomoci kompozice obou postupt. Vice
napovi Obrazek 5.10.

obecna
mocnina
exp. funkce log. funkce
trig. funkce cyklometricke f.
hyp. funkce hyperbolometricke f.
periodicke mnohoznacné

Obrazek 5.10: Konstrukce zakladnich transcendentnich funkci

5.10 Kontrolni otazky a priklady ke kapitole 5
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6 Integralni pocet v komplexnim oboru

Cile kapitoly: Kapitola obsahuje zaklady integralniho poc¢tu komplexni funkce
komplexni proménné. Ke stéZejnim poznatkiim bude patfit Cauchyova véta, ktera ma
rfadu zavaznych duasledki, a jeji zobecnéni tzv. reziduova véta.

6.1 Uvod

Jednim z fundamentalnich pojmil analyzy funkci komplexni proménné je pojem
kiivkového integralu. Tento integral izce souvisi s kiivkovym integralem druhého druhu
studovanym v analyze redlnych funkci a ma s nim fadu podobnych vlastnosti. Proto budeme
pfi vykladu latky postupovat analogickym zplisobem . Omezime se pfitom jen na tfidu kiivek,
které jsou pro praktické aplikace dostate¢né obecné, tj. na tfidu po c¢astech hladkych kiivek.
Vyhodou tohoto omezeni je skutecnost, Ze po Castech hladké kiivky jsou rektifikace schopné,
tj. mizeme urcit jejich délku. Druha vyhoda spociva v tom, ze vypocet kiivkového integralu
komplexni funkce komplexni proménné prevedeme v podstaté na vypocet urCitého integralu
komplexni funkce realné proménné. Uvedeme si nékolik zplsobli praktického vypoctu
integralu komplexni proménné, nebot’ tyto metody ndm usnadni préaci pii studiu néaslednych
kapitol o integralnich transformacich.

6.2 Integral

V celé kapitole budeme piedpokladat, nebude-li fe¢eno jinak, Ze I" je po ¢astech hladka
kiivka s pocateCnim bodem z =a a koncovym bodem z =b. Na kiivce I' zvolme néjaké
déleni z,=a, z,, z,, ..., z,,, z, =b a predpokladejme, ze délici body jsou na kiivce

uspotadany podle rostouciho indexu. Za normu zvoleného déleni povazujme nezaporné Cislo
A= max |z, —z,,|. Vkazdém oblouku I, cT', k=1,...,n spocatecnim bodem z, , a
k=l,..,n

koncovym bodem z, zvolme libovolné bod ( ,, tzv. reprezentanta. Pfedpokladejme, ze na
ktivce I' je definovana spojitd funkce w= f(z),tedy f(z)e C(I'). Existuje-li niZe uvedena
limita nezavisle na vybéru d€leni 1 vybéru reprezentantii, pak integral komplexni funkce f(z)
po krivce I" definujeme jako

n

if(Z)dz=lim SC )z —z,) (6.1)

n—w k=
A—0

Ukazka 6.1: Pomoci definice spoctéme integrdal [dz podél libovolné kiivky s koncovymi
r

body a a b. V tomto pripadé postupné plati

J.dZ:hm i(zk _Zk—l):hm(zn _ZO):b_a.
r

n—o k=1 n—o
A—0 A—0

Povsimnéme si, Ze pro uzavienou krivku je vysetrovany integral nulovy.
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Ukazka 6.2:  Spoctéme nyni [|dz|. Tentokrdt mame [|dz|=1im 2|z, —z,,|=measl,
r r n—o k=1
A—0

takze vysetrovany integral udava délku krivky.
Ukazka 6.3: Urceme nyni

n
[zdz=1lim X 1(z, +z,.)(z, —z,)) =3lim(z; —z5) =1 (b’ —a?).
r n—w k=1 n—ow

A—0 A—0

[ v tomto pripadé je integral po uzaviené kiivce nulovy.

Véta 6.1 Necht' je I' po ¢astech hladka kiivka a necht’” f(z) € C(T'). Pak [ f(z)dz existuje
r
aplati [f(z)dz=[(w+jv)(dx+jdy)=[(udx—vdy)+]j[(vdx+udy).
r r r r
Véta tedy umoznuje pocitat jeden integral v komplexni roviné pomoci dvou kfivkovych
integrall v redlné roving.

Necht je kiivka I' zadana parametricky pomoci funkci x =x(¢), y=y(t), a <t <p.
Pak z=x(t)+jy(t)=2z(t), dz==z'(t)dt aproto

| £(2)dz = | =017 (e

Tedy kiivkovy integral komplexni funkce komplexni proménné se transformuje na urcity
integral komplexni funkce redlné proménné.

Ukazka 6.4: Spocitejme [ZfZZO podél kruznice |z—z,|=r >0, pricemz z, je libovolne,
r

ale pevné zvoleny bod komplexni roviny. Zavedme parametrické vyjadreni kruZnice

2 . .
z=z,+rexp(jo), 0<¢ <2n. Pak dzo — IJreXp(Jtp)
0

2n
z-2, rexpGo) 49 =1 ({d(p =2nj. Toto je velice

diilezity vysledek, ktery se promitne do nasich dalsich vivah. PovSimnéme si, Ze integrand neni
v bodé z, holomorfni.

Protoze kiivkovy integral v komplexnim oboru se v mnohém podobd, kiivkovému
integralu v realném oboru, pfipomeiime si proto souhrnné alespoinl nékteré z jeho vlastnosti.

Véta 6.2 Za vyse uvedenych predpokladii a oznadeni plati:
1 [[A@)+ fL(@]dz = [ fi(2)dz + ] f,(2) dz,
2° }cf(z)dz=c[f(z)c;z, )
o [ f(z)dz = rf}(z)dz+ [f()dz, T\AT;=¢

Iur,

4° rjf(z)dz:—if(z)dz

5 | f(2)KM, I=measT’ = |[f(z)dz|<M]I.
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6.3 Cauchyova véta

Nyni pfichazime k zékladni vété integralniho poctu komplexni proménné. V ukazkach
6.1 a 6.3 jsme obdrzeli nulovou hodnotu integralu podél uzaviené kiivky. V obou ptipadech
byl integrand holomorfni funkci. V ukézce 6.4 jsme dospéli k nenulové hodnot€ integralu, ale
integrand nebyl holomorfni funkci. Ukazuje se, ze tento vysledek je velice obecny a ze
holomorfnost integrandu je pro vypocet integralu velice podstatnd.. Piesné tvrzeni formuluje
tzv. fundamentalni Cauchyova véta. Sam Augustin Louis Cauchy formuloval a dokézal toto
tvrzeni jiz vroce 1814, avSak za silngjSitho predpokladu (spojitost derivace integrandu).
Dnesni tvar véty, kdy predpoklad o integrandu je slabsi (holomorfnost), dokazal v roce 1900
E Goursat.

Véta 6.3: Bud Q jednoduSe souvisla oblast a I' = Q uzaviend po ¢astech hladka kiivka.
Necht’ je funkce f(z) holomorfniv Q. Pak [ f(z)dz=0.
T

Ukazka 6.5: Necht' I je Jordanova kiivka, z, bod leZici vné této kiivky a n=0,1,2,....
Pak primym diisledkem Cauchyovy véty je, e [—%£—=0 .
r

(z=2zp)"

Cauchyovu vétu lze zobecnit i na vicendsobné souvislou oblast. Necht je oblast
ohranicena po ¢astech hladkymi a stejné orientovanymi kiivkami I, I7,...,I", . Pak

[/(2)dz = S [ f(z)dz.

=1 T
Dulezitou roli hraje pfipad n=1, kdy [f(z)dz=[f(z)dz. Tomuto ptipadu fikime
Ty L
deformace integracni cesty. Vyznam uvedené relace spoiva vtom, ze integradl po
komplikované kiivce I, mizeme pfevést na integral po jednoduché kiivee I, napi. po
kruznici, a to ndm vétSinou usnadni vypocet.

Ukazka 6.6: Necht' T" = Cje po castech hladka kiivka a z, € C je pevny bod. Pak
jﬂz{znj je-1i z, uvnitt I’
ri% 0 je-li zy v T'
Prvni tvrzeni je diisledkem ukazky 6.4 a pouziti deformace integracni cesty a druhé tvrzeni je
primym dusledkem Cauchyovy véty.

Necht' jsou body z,,z, eC spojeny dvéma stejné¢ orientovanymi kiivkami T, a T,.

Oznaéme I'=T,url, . Pak ' je uzaviena kiivka a podle Cauchyovy véty je integral
holomorfni funkce podél kiivky ' nulovy. Tento vysledek ovSem implikuje

[f(@dz= [ f(z)dz = ff(z)dz.
n 5

I
Jinymi slovy, kiivkovy integral funkce holomorfni na oblasti nezavisi na tvaru integracni
cesty, nybrz jen na jejich koncovych bodech.

Definice 6.1: Necht' je f(z) holomorfni v oblasti Q2 a necht je z, € Q pevny bod.

Oznac¢me I' kiivku s poc¢atecnim bodem z, a koncovym bodem z . Pak

F(2)=[/(2)dz = 1@
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nazyvame neurcitym integrdlem (primitivni funkci) funkce f(z).

Véta 6.4: Necht je funkce f(z) holomorfni na jednoduse souvislé oblasti 2. Ozname
F(z) funkci primitivni k f(z). Pak F(z) je v Q téz holomorfni a plati

F'()=f(z),  [f@Q)dC =F(2)-F(z,).

Ukazka 6.7:  ProtozZe funkce f(z)=z je holomorfni v celé komplexni rovine, miizeme

integrdl z ukdzky 6.3 jednoduse urcit takto: [zdz=1z*| =1(*-a?).
r

Ke Cauchyoveé vété plati v jistém smyslu 1 obracena véta — véta Morerova.

Véta 6.5 Bud’ Q jednoduse souvisla oblast. Necht’ pro f(z) e C(Q) a pro kazdou uzavienou
kiivku T plati | f(z)dz =0. Pak je funkce f(z) holomorfniv Q.
r

6.4 Cauchyiiv vzorec

V disledku platnosti Cauchyovy véty se ukazuje, Ze hodnoty holomorfni funkce uvniti
oblasti nelze volit zcela libovolng, ale ze jsou za jistych piedpoklada jiz dany jejimi
hodnotami na hranici oblasti.

Véta 6.6 Necht je jednoduSe souvisla oblast Q ohranicena Jordanovou kiivkou I'. Necht’
je funkce f(z) holomorfni v Q. Pak pro VzeQ plati

f@)=55[42d

r

(62)

Posledni rovnost, tzv. Cauchyitv vzorec, ukazuje, ze ze znalosti funkénich hodnot
holomorfni funkce na hranici oblasti miizeme jednoznaéné urcit i jeji hodnoty v kazdém bodé¢
oblasti. Derivovanim relace ( 6.2 ) podle parametru z dostaneme existenci derivaci vSech
rada holomorfni funkce.

Véta 6.7 Za predpokladu véty ( 6.2 ) mé funkce f(z) uvniti Q derivace vSech adu a plati
f@ =75 f 1O g (63)

)n+1

Obdobny vysledek u realnych funkci nenajdeme. Vétu lze zobecnit i na vicendsobné

n
souvislou oblast. Vtom piipadé musime polozit I'=I;, a urCit spravné¢ orientaci
i=0

jednotlivych kiivek.
Ukazka 6.8: Madme spocitat integral 1= jsm(nCM) d¢ podél kruznice x*+y*-2x=0,
neboli |z-1|=1. Abychom mohli pouzit formuli ( 6.2 ), polozime f(z;)_w Jelikoz je

funkce f(z) v kruhu |z—1|<1 holomorfni a bod z=1 lezi uvniti vySetrované kruznice, mame
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I=2nj f(1)=2nj w %nj . Spoctéme jesté tentyz integral podél kruznice x* +y* -2y=0,
4. |z—j|=1. Oba body z=+1 lezi vne této kruznice, takze integrand je v kruhu |z—-1|<1
holomorfni funkci a proto podle Cauchyovy véty 1=0.

Ukizka 6.9:  Spoctéme jestc 1= Sreld

zvolme stejne, jako v predchozi ukdzce, nebot jiz vime, Ze je uvniti kruznice holomorfni. Nyni
pouzijeme relaci ( 6.3 ) piti n=1. Proto I=2nj f'(1) =%\/5 n (@ —2)j, nebot’ kratkym vypoctem

ncos(mi/4)— 4f(§)
4C+1)

d¢ podél kruznice |z-1|=1. Funkci f(Q)

zjistime, ze f'({)=

Aplikujeme-li nyni ( 6.2 ) na kruh [{-z|=R a zavedeme parametrické vyjadieni
C=z+R-exp(jo), 0<¢ <2n,dostaneme tzv. Gaussovu vétu o stiredni hodnoté.

Véta 6.8 Necht je funkce f(z) holomorfni na uzavieném kruhu |¢ -z|=R. Pak

2n
f(2)=5- [ f(z+R-exp(io)) do .
0

6.5 Taylorova a Laurentova rada

V kapitole 5.4 jsme uvedli, ze mocninnd fada konverguje uvnitt konvergen¢niho kruhu
stejnomérné a Ze ji zde lze proto derivovat i integrovat ¢len po ¢lenu, aniz by se zménil obor
konvergence. Tedy soucet fady je uvnitt konvergenéniho kruhu holomorfni funkci. Plati vSak
1 obracené tvrzeni: Je-li funkce holomorfni v né¢jakém bodé¢, pak ji Ize v jistém okoli tohoto
bodu vyjadrtit ve tvaru konvergentni mocninné fady.

Véta 6.9 Necht je funkce f(z) holomorfni v kruhu K:|z-z,|<R, pak VzeK plati

o ) \ £©)d
J@=3e, G2 e =S ) =Tg I (6.4)

Tato fada se nazyva Taylorovou radou (Taylorovym rozvojem) funkce f(z) v bod¢ z,.
Plati vSak i obracené tvrzeni o jednoznac¢nosti Taylorova rozvoje.

Véta 6.10  Lze-li funkci f(z) rozlozit viadu f(z)=3ec,(z-z,)", pak je to fada
n=0

Taylorova, tj. pro koeficienty c, plati relace ( 6.4 ).

Ukazka 6.10:  Taylorovymi rozvoji funkci exp(z), sinz, cosz, sinhz, coshz jsou

rady uvedené v odstavcich 5.9.1, 5.9.2 a 59.3. Jak se miizeme presvedcit pomoci
podilového kriteria, vsechny tyto Fady konverguji v celé komplexni rovinée.

V praxi se vSak setkavame i s funkcemi, které nejsou ve vSech bodech oblasti holomorfni.
Abychom mohli i tyto funkce rozvést v fadu, musime si pojem mocninné fady zobecnit.

Véta 6.11 Necht je funkce f(z) holomorfni na mezikruzi 0 <R, <|z—-z,|<R,.Pak Vz
tohoto mezikruzi 1ze funkci f(z) rozvést v fadu
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f@=Fe,z-z) . ¢ =74]LE9% el

K(C ZO)n+l 4

(6.5)

kde K je kruznice |z—z,|=R, R, <R <R,. Tato fada konverguje v mezikruZi stejnomérné.

Definice 6.2: Radu ( 6.5) nazyvime Laurentovou iadou funkce f(z) vbodé z,.
Céstecnd fada pfi —oo<n<-1 (tedy Cleny se zadpornymi mocninami) vytvaii hlavni Cdast
Laurentova rozvoje, Castecna fada pii 0<n<oo (tedy ¢leny snezdpornymi mocninami)
predstavuje reguldrni ¢dst Laurentova rozvoje.

Je-li funkce f(z) vbod¢ z, holomorfni, pak Laurentova fada se redukuje na fadu
Taylorovu, tj. jeji hlavni ¢ast vymizi. Podobné jako v ptipad¢ Taylorovy tfady i v ptipadé
Laurentovy fady plati véta o jednoznacnosti rozvoje v fadu, kterou vyuzivame hlavné v
ptipadech, kdy se ndm podafi nalézt souet fady prostfednictvim geometrické fady nebo
derivaci ¢i integraci jiné fady ¢len po Clenu.

Véta 6.12  Je-li mozné v mezikruzi 0 <R, <|z-z,|< R, rozlozit funkci f(z) vfadu

f(z)= i c,(z—z,)", pak je to fada Laurentova, tj. pro jeji koeficienty plati ( 6.5 ).

Ukazka 6.11:  V bodé z, =0 mdme rozvést funkci f(z) = v Laurentovu radu.

1
(z-D(z-2)
Budeme pritom vyuzivat znamého vysledku o souctu geometrické rady

%q"zl+q+q2+q3+---:ﬁ, qgeC, |ql<l. (6.6)

Cislo q se nazyvd kvocient geometrické rady. Danou funkci rozloZime nejprve v parcialni

zlomky f(z)=

provadet oddelene ve trech oblastech , jejiz hranicni cary tvori kruznice |z |=1a |z|=2

——L__ Ztohoto rozlozeni vidime, Ze rozvoj v Laurentovu fadu musime

(o)

a~  Necht |z|<1 a tedy tim spise |%|<1. Abychom mohli uzit ( 6.6 ), upravime danou

funkci na tvar f(z)—TZ—% 1/2. Pak f(z)—Zz —IZ() (1 27"z

Laurentova rada se meni v Taylorovu, nebot zadand funkce je ve vysetrovane oblasti
holomorfni.

b®  Necht nyni 1<|z|<2. Pak |£|<1 a |L|<1. Vtomto pripadé upravi zadanou funkci

takto  f(z)=-Ll--i:ls, takze f(z)=-1 Lm—%g() S z”—%f"‘lz

n=-1
Laurentitv rozvoj ma tedy nenulovou hlavni i regularni cast.

3
gMS

c Necht' konecné 2<|z|. Protoze nym' |L1<1, |2|<1, pouzijeme upravu

f@)=—tmiz+1m3z a proto f(Z)——% —+ Z() —2(2"1 Dz". Tedy

Laurentitv rozvoj ma jen hlavni cast.



Matematika 2 61

6.6 Izolované singularni body

Definice 6.3: Bod z, € C nazveme izolovanym singuldrnim bodem jednozna¢né funkce
f(z), jestlize IR>0 tak, Ze voblasti 0<|z—z,|<R je funkce f(z) holomorfni, ale

v samotném bod¢ z, holomorfni neni.

Ukazka 6.12:  Mejme funkci f(z)= Body z, =t7~, keN jsou izolované

1
sin(1/z) * ~km>
singuldrni body a proto budou predmétem nasSich dalSich vvah. Singularni bod z, =0 vsak

Jjiz izolovany neni, nebot’ je hromadnym bodem posloupnosti singularnich bodu.

Singularitami, které jsou hromadnymi body dalSich singularit, se v dal§im zabyvat
nebudeme. Stejné¢ tak se nebudeme zabyvat singularitami mnohozna¢nych funkci, jako je
napt. izolovana singularita z, =0 funkce f(z)=Inz.

Véta 6.13 'V okoli izolovaného singularniho bodu z, funkce f(z) miZeme zkonstruovat

Laurentovu fadu, kterd konverguje v oblasti 0 <|z -z, |[<R.

Definice 6.3: Izolovana singularita z, jednozna¢né funkce  f(z) se nazyva
odstranitelnou singularitou (polem Ci podstatnou singularitou), jestlize hlavni Cast
Laurentova rozvoje této funkce v okoli bodu z, ma nulovy (kone¢ny ¢i nekonecny) pocet
¢lend. Index posledniho ¢lenu hlavni ¢asti Laurentova rozvoje udava idad polu.

Protoze urcovani typu singularity pomoci Laurentova rozvoje je velice pracné, uvedeme
si vétu, kterd umoznuje klasifikovat singularitu pomoci limity.

Véta 6.14 Bud' f(z) jednoznacna funkce a z, jeji izolovany singularni bod. Pak z, je
1° odstranitelnou singularitou < [im f(z) <o,

2° polem < lim f(z) =0,

z—zg

3° podstatnou singularitou < |im f(z) neexistuje.

Vénujme se nyni jednotlivym typtim odstranitelnych singularit podrobné;i.

Odstranitelna singularita. Pfedstavuje-li bod z, odstranitelnou singularitu funkce

f(z), pak bud’ neni tato funkce v bod€ z, definovana nebo |im f(z) # ¢c,, piiemzZ ¢, je

z—2z,
koeficient z Laurentova rozvoje. V tomto pfipad¢ lze singularitu odstranit v tom smyslu, Ze
funkci f(z) nahradime funkci g(z), ktera ve vSech bodech z # z, nabyva stejnych hodnot

jako funkce f(z) a vbodé& z, nabyva hodnoty g(z,)=c,. Nova funkce g(z) jiZ v bod€ z,

holomorfni je. V dalSich uvahéch budeme ptedpokladat, ze tato singularita je jiz odstranéna
dodefinovanim vySetfované funkce pomoci relace f(z,) = lim f(z).

z—2z,
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Ukazka 6.13: Vysetreme singularitu funkce f(z)= % vbodé z,=0. Tato funkce neni

vbodé z, =0 deﬁnovdna. Pritom plati

D" _2n4l _ o (2D _ . . sinz _
f(Z)__ (2n+1)‘Z =2 .Z =1 _Z +1202 ’ lim=Z==1.
n=0 z—0

Hlavni cast Laurentova rozvoje chybi a proto se jedna o odstranitelnou singularitu. Protoze
existuje konecna limita vySetrované funkce v bodé z, =0, miZeme singularitu odstranit, tj.

sm z

funkci f(z) nahradime funkci g(z), pro niz g(z)= pri z#0 a g(0)=1. Tato nova

funkce se od puvodni funkce lisi jen v bode z =0, je vsak v bodé z =0 holomorfni.

Po6l. Tato singularita se v praxi vyskytuje velice Casto. Funkce, které nemaji jiné
singularity nez poly, se nazyvaji meromorfni funkce. Hodnoty vySetiované funkce rostou
v polu nade vSechny meze a hlavni ¢ast prisluSného Laurentova rozvoje obsahuje konecny
pocet Clend, pricemz index posledniho ¢lenu udava tad pdlu. Abychom snadno zjistili fad
tohoto poélu, zabyvejme se nejprve fadem nulového bodu funkce.

Definice 6.4: Cislo k nazveme Fddem nulového bodu z, dané funkce f(z), plati-li
fiz)=f'(z)==f*"z,)=0, f¥(z,)#0.V tomto pripadé miizeme psit

f()=Y ¢, (z-2) =(z-z2,)" (),  g(z,)#0.

n=k

Véta 6.15 Je-li z, nulovym bodem £k -tého fadu holomorfni funkce f(z), pak je téz
polem k-tého tadu funkce 1/ f(z) a naopak.

Ukazka 6.14: Urceme rad polu funkce f(z) =—-— v bodeé z, =0. VySetrujme proto rad

z—sinz
nulového bodu funkce g(z)=z-sinz. Zrejmé g(0)=0. Ddle plati g'(z)=1-cosz,
g'(0)=0, g"(z)=sinz, g"(0)=0 a g"(z)=cosz, g"(0)=1%0. Pol zadané funkce je
tedy tretiho radu.

Podstatna singularita. Hlavni ¢ast Laurentova rozvoje funkce v podstatné singularité
ma nekonecny pocet ¢lenti a limita vySetfované funkce v tomto bod¢ neexistuje. Chovani
funkce v okoli podstatné singularity mtize byt velice slozité. V podstaté lze fici, ze se zde
dana funkce mutze piiblizovat k libovolné predem zadané komplexni hodnoté. O slozitosti
chovani funkce v okoli podstatné singularity vypovida ptesnéji nasledujici véta.

Véta 6.16 Necht je bod z, podstatnou singularitou jednozna¢né funkce f(z). Zvolme

libovolné ¢ € C . Pak existuje posloupnost {z,}, limz, =z,, proniz lim f(z,)=c.

n—>0 n—>0

Ukazka 6.15:  Vysetreme funkci f(z) = exp(L) v bodé z, = 0. Plati ziejmé f(z) = Z

n'z ’

Hlavni éast Laurentova rozvoje md tedy nekonecny pocet clenu. Spoctéme jesté lzmztu podél
kladné realné poloosy lim f(z) = hm exp(3) = © a také limitu podél zaporné redlné poloosy

z—2z,

lim f(2) = lim exp(3) =0, takZe lim f(z) neexistuje, nebot limity podél dvou riiznych cest

zz x—0- zz,
se lisi. Jedna se tedy o podstatnou singularitu. Zvolme nyni libovolné cislo ceC a

. _ 1 _ 1 Voo v . _ ,
definujme posloupnost z, = — = charger 2k - Zrejmé %1_{{10 z, =0 a proto také
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Iltim f(z,)= Il(im exp(i) =lim exp(Lnc) = Il(imc =c.
—0 —0 k—0 -

Definice 6.5: Nekonec¢né vzdaleny bod nazveme izolovanym singuldrnim bodem funkce
f(z2), jestlize existuje R >0 tak, ze vné kruhu |z|> R nema funkce f(z) zadné dalsi

singularni body. Nekonetn¢ vzdaleny bod je odstranitelnou singularitou (polem ¢i
podstatnou singularitou) funkce f(z), jestlize jeji Laurentiv rozvoj v tomto bodé obsahuje

nulovy (kone¢ny ¢i nekone¢ny) pocet ¢lenti s kladnou mocninou.

Ukazka 6.16:  Vysetreme funkci f(z) =exp(%) v bodé z =oo. Podle predchozi ukdzky je

o0

f(z)= Z‘bﬁ Laurentitv rozvoj tedy neobsahuje kladné mocniny a proto se jedna o

odstranitelnou singularitu. Plati 1im f(z) = limexp($) =1.

zZ—®0 Z—0

6.7 Teorie rezidui

K dilezitym pojmim komplexni analyzy nalezi pojem rezidua funkce v bod¢. Pojem
rezidua a zvlasté pak reziduova véta jsou velice uziteéné, a to jak z teoretického tak i z
praktického hlediska. Uzivaji se napf. pfi vypoctu integrali, pii realizaci integralnich
transformaci, pii s¢itani fad apod.

Definice 6.6: Bud I" Jordanova kiivka, f(z) funkce holomorfni uvnitt I s eventudlni
vyjimkou izolované singularity v bod€é z,. Reziduem funkce f(z) vbodé¢ z, nazveme

integral res f(z,) = ﬁjjf(z) dz .
r

Z definice bezprostfedné vyplyva, ze reziduum nezavisi na integracni cesté. Neni-li z,
singularnim bodem, je podle Cauchyovy véty res f(z,)=0. Abychom nemuseli rezidua
pocitat pfimo z definice, musime nalézt néjaka jednodussi pravidla pro jejich urcovani.
Porovname-li defini¢ni integral rezidua s koeficienty Laurentova rozvoje ( 6.5 ), vidime, ze

pro n =—1 dostavame stejny integral. Mizeme tak formulovat obecnou vétu, kterd je vhodna
k ur¢eni rezidua pro libovolny singularni bod, tedy 1 pro podstatnou singularitu.

Véta 6.17 Reziduum funkce f(z) vbodé z, se rovna koeficientu ¢, v Laurentové

rozvoji vySetfované funkce v bod¢ z,.

Ukazka 6.17:  Naleznéme reziduum funkce f(z)=exp(%) v bodé z, =0, kde podle ukazky

6.15 nastava podstatna singularita. Protoze f(z)= iﬁ,je res f(0)=1.

n=0

Dalsi pravidla pro vypocet rezidui se tykaji jen meromorfnich funkci. Uvazme nejprve,
ze meromorfni funkce f(z) ma vbodé z, jednoduchy pol. Pak Laurentliv rozvoj zadané

funkce ma tvar  f(z) = Zc_;zlo +c, +c¢,(z—z,)+c,(z—2,)° ++--. Vynasobime-li celou rovnost

dvojélenem z - z,, dostaneme (z-z,) f(z)=c_, +c,(z—z,)+¢c,(z—z,)* +---. Pfejdeme-li
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v této relaci k limité¢ pro z — z,, ziskdme koeficient ¢, a téZ prvni pravidlo pro urceni
rezidua.

Véta 6.18 Bud’ z, prostym polem funkce f(z).Pak res f(z,)=1lim(z—2z,) f(2).

Ukazka 6.18: Vypoctéme reziduum funkce f(z)= m v bodé z, =1. Ziejmé plati
res /(1) = lim

-1
1 (2= 3) 4
Podobnym zptisobem se odvodi pravidlo pro vypocet rezidua, je-li z, pol fadu £.

Véta 6.19 Bud’ z, poélem k-té¢ho fadu funkce f(z). Pak
res f(z,) = (k D ! llm L ak 1[(Z Zo) f(@)].

Ukazka 6.19:  Vypoctéte reziduum funkce z predchozi ukazky v bodé z,=3. V tomto

=—lim 7= —%-
=3 (2= 1)

pripadé se jednda o pol druhého radu, takze plati res f(3) = lim%
z—3

Vyjadfeme nyni funkci f(z) ve tvaru zlomku f(z)= (P—g a predpokladejme, ze z, je

(
jejim prostym pdlem. Tedy musi platit ¢(z,) =0, w(z,)=0, y'(z,)#0. Véta 6.18 pak

0() .0 _ olx)
v T M YE G T ()

-2zp

implikuje res f(z,) = lim (z — z,)

Z—)Z

Véta 6.20 Necht’ je z, prostym poélem funkce f(z) = . Pak res f(z,)= (ZO))

Ukazka 6.20:  Urceme reziduum funkce f (z) =
y(z)=cosz, y'(z)=—sinz. Proto res f(%)=—

vbodé zy=%. Plati ¢(z)=1,

1
CoSz

=-1.

sin%t 7‘

Reziduova véta, kterou nyni zformulujeme, ma pro své ¢etné aplikace zcela mimotadné
postaveni mezi ostatnimi vysledky. Je v jist¢ém smyslu zobecnénim Cauchyovy véty. Je
vlastn¢ dusledkem rozsifeni Cauchyovy véty na vicenasobné souvislou oblast.

Véta 6.21 Necht je oblast {2 ohrani¢ena Jordanovou kiivkou I'. Necht’ je funkce f(z)

holomorfni na Q s vyjimkou kone¢ného poétu izolovanych singularit z,,---,z, € Q. Pak

l[f(z)dzzznjéresf(z,.) . (67)

Podle reziduové véty zavisi hodnota integralu jen na singularnich bodech uvnitt kiivky I’
Tato hodnota se rovnd 2mj ndsobku souctu rezidui od vSech zminénych singuldrnich bodi.
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Ukazka 6.21: Urceme hodnotu integralu I = j 2 podél kruznice | z — %|—% Integrand
ma dve singularity a to pol druhého radu v bodé z, =0, ktery lezi uvniti zadané kruznice, a

Jjednoduchy pol v bodé z, = -1, ktery lezi vné této kruznice. Proto

I=2mjres £(0)=2mj 11m C‘fz(z f(2)) =2mj 11m 25 =27 lim

z—0

L
G 2m .

Ukazka 6.22:  Spoctéme integrdl z predchozi ukazky podél kruznice |z —2 |— 2. Vtomto
pripadeé jsou oba singularni body uvniti integracni cesty, takze

I =2m;j (res £(0) +res f(—1)) = 2mj (- 1+11m((z+1)f(z)) 27j (—=1+ lim 2) 0.

z-1 z—>-1

Definice 6.7:  Necht' je funkce f(z) holomorfni v okoli bodu z=o0. Bud I' kladné

orientovanda uzavienda po ¢astech hladka kiivka obsahujici uvniti vS§echny konecné singuldrni
body funkce f(z).Pak reziduem funkce f(z) v nekoneénu rozumime integral

res f(o0) = sz jf(z) dz .

Ukazka 6.23: Urceme reziduum funkce f(z)=1+L vnekonecnu. Za kiivku T zvolme
kruznici | z |= R > 0. Podle definice plati

res f(00) = — ij(l+—)dz_ mjd— jlﬁdz:—l.

Prvni integral je nulovy podle Cauchyovy veéty, druhy se rovna 2mj podle ukazky 6.4.
Povsimnéme si, ze plati lim f(z) =lim(1+1)=1. Bod z,=c neni singuldrnim bodem

Z—>0 Z—>0
zadané funkce a presto je reziduum v tomto bodé nenulové. Toto je odchylka od pripadu
| z, |< o, kdy je reziduum v nesinguldrnim bodé vzdy nulové.

Véta 6.22 Necht’ je funkce f(z) holomorfni v celé komplexni roviné s vyjimkou

konecného poctu singularit z,,---,z, . Pak ires f(z,)+res f(0)=0.
i=1

Ukazka 6.24: UZitecnost posledni veéty si ilustrujeme na vypoctu integralu
_ ] z"dz
r(z' =17 (2" -4y
podél kruznice T': |z |=3. Integrand ma Sest polii v bodech z, =1, z,=-1, z,=]j,

z,=-], =2 a zg=-2, pritom prvni ¢tyri poly jsou druhého 7adu a posledni dva
patého radu. Protoze vsechny poly lezi uvniti kruznice T, plati podle reziduovée vety

6
I =2mj Y res f(z;). Vypocet téchto rezidui je pomérné pracny. Proto s vvhodou vyuzijeme
i=l1

posledni vety, takze I = -2mj res f (). Staci tedy urcit
_ z" _
—res f () = lgng(z)—lgg( )y =1

Zadany integral tedy nabyva hodnoty I =2mj .
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6.8 Aplikace teorie rezidui

Jednou z aplikaci teorie rezidui je vypocet redlnych integrali, zvlast¢ nevlastnich,
jejichz urceni pomoci klasickych metod je obtizné nebo nemozné. Teorii rezidui je mozno
s uspéchem vyuzit i pfi s¢itani nekonecnych fad, pii definovani nékterych specialnich funkei,
pii odvozovani asymptotickych vzorct apod. V této kapitolce se zaméfime jen na urceni
integraltl dvou typt. Dal§i moznosti vypoctu integralii nalezne ctenat napt. v[ 8 ],[ 17 ], [ 25
].

2n
o

a’ Vypocet integrali typu [ R(sinx,cosx)dx
0

V integralu predpokladdme, ze R je raciondlni funkce dvou proménnych. Pro uréeni tohoto
integralu zavedeme substituci z =exp(jx). Pak zdefini¢nich vztahli trigonometrickych
funkei vyplyvaji po jednoduché uprave relace
L,_l, CosSX = z’ +1 de =92
2jz 2z jz
Po provedeni substituce se uvedeny integral zméni na integral

2n
[R(sinx,cosx)dx = [ R ﬁﬂ)jf—;
0 r

sinx =

2jz° 2z

z racionalni funkce komplexni proménné podél jednotkové kruznice |z |=1.

2n
Ukazka 6.25: Spocteme integral I = I%, pricemz a>b>0. Po zavedeni
0

;I dz — LI dz
] r bz2+2az+b jb P (z=2)) (z=2) "’

substituce z =exp(jx) a jednoduché uprave obdrzime I =

pricemz z, =4 (-a+ Na’-b*), z,= s (-a- Na® —b*). Integrand ma tedy dva jednoduché
poly. Pol z, lezi vné jednotkove kruznice, protoze z,<—4 <=1, pdl z, lezi uvniti" kruznice,
nebot’ -1<z <. Podle reziduové vety je

_ 2 . _m 4 _4m p __ 2
I= i 2njresf(z) = bz~ b [2 2 22

2n

r . v, v 4 _ dx ’ o v v
Ukazka 6.26:  Spocteme nyni J = i—(a+bcosx)2 , a>b>0. Integral miizeme spocitat

dvéma zpiisoby. Jednak analogicky jako u predchozi ukazky pomoci substituce z = exp(jx) a
jednak na zakladé vysledku z predchozi ukazky. Integral I = I(a,b) miizeme totiz chdpat jako
funkci parametrii a a b. Protoze integrand tohoto integralu je vzhledem k promenné a
spojity a diferencovatelny, miizeme integral derivovat podle parametru a. Dostaneme

J = —g—g a proto na zaklade predchoziho vysledku J = (ai%, q= % :
2n
Ukazka 6.27: Nakonec urceme integral K = | dez, a>b>0. Abychom
(a+b cosx)

0
demonstrovali rozmanitost pristupii k reseni nékterych problemu, naznacime si tri zpiisoby
urceni tohoto integralu. Prvni zpusob spociva v jiz predvedeném zavedeni substituce
z=exp(jx). Druhy zpusob vyuziva derivovani integralu I = 1(a,b) podle parametru b,
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tedy K = —— . A konecné treti zpusob je zaloZen na platnosti identity aJ +bK =1. Tedy

b
K =+ —alJ) aproto Kz_(a;er)q’ q:%_

b° Vypoéet integrali typu Of f(x)dx , limzf(z)=0.

Funkce f(z) musi byt holomorfni v horni poloroviné komplexni roviny s vyjimkou
kone¢ného poctu pola z,,---,z, afunkce z f(z) musi k nule konvergovat stejnomérné. Pak

n

plati
[f(0)dx=2m) Sresf(z,).

Ukazka 6.28: Vyhodnotme integral I = | %dx, a,b>0. Funkce f(z)= eg(jbazz) Jje

v celé komplexni roviné holomorfni s vyjimkou dvou prostych polit z, =jb a z,=-}b.
Overme nejprve uvedeny predpoklad o stejnomérné konvergenci. =Upravami dostaneme

. _ . Rexp(jo)exp(jaRexp(j¢))
11_{2 2/ @) 1121—1330 Rexp(2j )+ b’

Rexp(—aRsin @)

zf(z) =1lim exp(jaRcosp—
11&10 /@ R—o0 p(J ? J(p) h R2+bzexp( -2j0)

V posledni relaci je prvni limita ohranicend, nebot’ modul exponencialy z ryze imaginarniho
cisla je roven jedné. Druha limita konverguje pri R — o k nule nezavisle na proménné ¢,
nebot” v horni komplexni  poloroviné je sing >0. Protoze limz f(z)=0 konverguje

zZ—0

stejnomerne, miizeme psat I =2mj res f(jb) =2nj eng;)j b _ &exp(-ab), nebot druhy pdl

v horni poloroviné nelezi. Pro tzv. Laplaceiiv integral specielné plati

5dx = Sexp(-b).

x2+b2

Ukazka 6.29:  Nyni zkoumejme integral J = [ (Czosbazxz dx, a,b>0. [ tento integral

miizeme pocitat bud’ pomoci rezidui zpiisobem popsanym v predchozi ukdzce nebo derivaci

integralu I podle parametru b . V druhém pripadé mame J = _E% _ g ltab exp( ab).
Ukazka 6.30: Nakonec jeste vypoctéme integral K = j xszmba; dx. Opét miizeme

postupovat dvojim zpusobem, bud’ pomoci rezidui, kdy vezmeme do uvahy komplexni funkci

f(z2)=-jz exzpz(J;Z) , nebo pomoci derivace integralu I podle parametru a. V tomto pripade
+

K= —%g—é =T exp(—ab).
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7 Laplaceova transformace

Cile kapitoly: V této kapitole se budeme zabyvat Laplaceovu transformaci a nékterymi
jejimi aplikacemi. Soucasné se zminime i o zobecnénych funkcich.

7.1 O transformacich obecné

K feseni nékterych obycejnych i parcidlnich diferencidlnich rovnic, zvlasté rovnic
s konstantnimi koeficienty, integralnich rovnic, integralii apod. se s vyhodou vyuZzivaji
transformacni metody. Setkdme se s nimi napf. pfi feSeni elektrickych obvod, pii vySetfovani
linearnich systémi, pfi sledovani vedeni tepla, pti studovani kmitani struny ¢i membrany, pii
vypoctu vlastnich i nevlastnich integrali apod. Klasicky pfistup feSeni spociva v tom, ze
nejprve nalezneme obecné feSeni dané rovnice a hodnoty integra¢nich konstant urc¢ime
z vedlejSich podminek tak, jak jsme to provadéli v kapitolach 3 a 4. Obecny postup
transformacnich metod je zalozen natom, Ze nejprve zadanou rovnici pomoci zvolené
transformace zobrazime. Transformovana rovnice obsahujici jako neznamou funkci obraz
hledaného feseni je zpravidla jednodussi. Tento obraz z transformované rovnice vypocitame a
pomoci zpétné transformace ziskame hledané feseni ptivodniho problému. Vyhodou tohoto
postupu je, Ze odpada urcovani integracnich konstant, ze 1ze zdkladni zdkonitosti formulovat
v obrazovém tvaru, ¢imz se vyhneme piimé transformaci a Ze na zaklad¢ obrazovych rovnic
lze provadét nékteré zaveéry o feSené tuloze, takze zpétnd transformace, kterd reprezentuje
nejtézsi krok, neni vzdy nutna.

Ukazka 7.1:  Obecny postup transformacnich metod si miiZeme priblizit porovnanim s
logaritmovanim. Mame-li vypocitat soucin dvou Ccisel, pak tento soucin nejprve
zlogaritmujeme (prima transformace), provedeme soucet logaritmu obou soucinitelii (Feseni
transformované rovnice) a odlogaritmovanim ziskame hodnotu hledaného soucinu (zpétna
transformace).

Integralni transformace maji vétSinou tvar
F(p)=]/OK@ p)d,

kde funkce dvou proménnych K(¢, p), tzv. jadro, charakterizuje jednotlivé transformace.
Uved’me si piehledné alespon nékteré z nich:

. K(t, p) transformace

0 exp(-pr) Laplaceova

0 pexp(-pr) |Laplaceova-Carsonova
—oo  exp (—pr) dvoustranna Laplaceova
—© exp(-jpt) | Fourierova

0 cos pr Fourierova kosinova

0 sin pr Fourierova sinova

Kromé uvedenych transformaci existuji jesté transformace Mellinova, Hilbertova, Besselova,
Meierova, Eulerova, Lagrangeova, Stieltjesova, Weylova, Riemannova-Liouvilleova,
Kontorovicova-Lebedévova, Millerova-Fokova apod.



Matematika 2 69

PovSimnéme si Laplaceovy-Carsonovy transformace, kterd se pro své nesporné vyhody
(jako je stejny fyzikdlni rozmér origindlu i obrazu, zobrazeni konstanty na konstantu,
jednoduchost vztahti pro t=0 a ¢=o a formalni shoda s Heavisideovym pojetim) nabizi
zvlasté k feSeni elektrickych obvodu. Vzhledem ke vSeobecné tendenci, kterd se prosazuje
v mezinarodni technické literatufe, se pfiklonime ke studiu Laplaceovy transformace.

v

Laplaceova transformace je vhodnéjsi pro obecnéjsi uvahy, umoznuje snadné€jsi piechod
k Fourierové transformaci a hlavné je v rlznych technickych oblastech (obvody, signaly,
regulace,...) jiz dostate¢né zavedena.

7.2 Prima Laplaceova transformace

Definice 7.1: Funkci F(p)=|f(t)exp(-pt)dt , peC, teR nazyvame Laplaceovou
0

transformaci (Laplaceovym obrazem) funkce f(¢) a znaCime bud  f(¢) <> F(p) nebo
F(p)=£(f(t)). Funkce f(¢) je redlnou funkci redlné proménné a funkce F(p) je
komplexni funkci komplexni proménné.

Uvedeny integral ovSem nemusi existovat. Pomoci Laplaceovy transformace nemtizeme
zobrazit kazdou funkci. Ttidu zobrazitelnych funkci musime néjak omezit.

Definice 7.2: Funkci f(¢) nazveme predmétem (origindalem) Laplaceovu transformace,
jestlize splituje nasledujici tii podminky:

1° f(2), f'(¢) jsou po Castech spojité,
2° f(t)=0 prot<0,
3°  f(¢) je funkei ohrani¢eného ristu s indexem s .

K definici poznamenejme, ze funkce f(¢#) je funkci ohraniceného ritstu s indexem s,
existuji-li kladné konstanty M,s tak, ze V¢eR plati | f(¢) |< M exp(st). ZdUraznéme, ze
staci zarucit existenci takovych konstant, neni tieba je ¢iseln¢ vyhodnocovat.

Podminka 2° fik4, ze se soutfedujeme na budoucnost déje, jeho minulost nas nezajima.
Abychom tuto podminku mohli pfi vypoctech snadno akceptovat, zavadime tzv.
Heavisideovou funkci (jednotkovy skok) pomoci relace (viz Obrazek 7.1 - prvni ptipad)

()=t +sgn=] P00
=2 = 0 prot<0

I kdyz to v dalSim nebude explicitné¢ uvedeno, budeme apriori pfedpokladat, Zze predmét
Laplaceovy transformace podminku 2° splfiuje.

V nékterych aplikacich budeme téz  vyhodou vyuzivat tzv. identickou funkci,
definovanou vztahem (viz Obrazek 7.1 - druhy ptipad)

y(1) =1 () = max(t,0) = 3 (| 1 [ +1).

Ukazka 7.1: Proverme, zda funkce f(t)=t", neN je predmétem Laplaceovu
transformace. Pripomernime, Ze fakticky vySetiujeme funkci f(t) =t"n(t) = (max(¢,0))", takze
druha podminka je splnéna. Prvni podminka je téz spinéna, nebot se jednd o mocninou



70 Fakulta elektrotechniky a komunikac¢nich technologii VUT v Brné

funkci, ktera ma vsechny derivace. Abychom overili, zZe je splnéna i tieti podminka, uvazme, ze
plati

exp)=l+t+12 +1p7 4+ 1" 4> L¢" 0 nebot’ 1> 0.
Tedy t" <n'exp(t), odkud vyplyva, zZe dana funkce je predmetem Laplaceovu transformace

s koeficientem rustu s =1 a multiplikativni konstantou M =n!. Grafy dvou specialnich
pripadu vysetiované funkce pro n =1 a n =2 uvadi Obrazek 7.1 - druhy a treti pripad.

Ukazka 7.2: Prosetieme, zda je funkce f(t)=exp(t’) predmétem Laplaceovu

transformace. Ve skutecnosti tedy f(t)=exp(t*)n(t). Prvni dvé podminky jsou ziejmé
splnény. Ukazeme, zZe treti podminka splnéna neni. Zvolme proto libovolné kladné konstanty
M, s a pocitejme postupné

| /@®] exp(t’) _ 1 )
im-—"——=lim~————— = —limexp(¢* — st) = o,
%ggM exp(st) M exp(st) M }EE ( )
nebot’ pro dostatecné velka t bude pro jakykoliv index rustu s platit t>s. Protoze tato
relace plati pro libovolné M,s, tieti podminka splnéna neni a funkce f(t)=exp(t’) neni

predmétem Laplaceovu transformace.

Ukazka 7.3:  Pribéhy funkci 1, t, t*, sint, cost a exp(—t) chdapané jako predméty
Laplaceovy transformace prezentuje Obrazek 7.1. Prvni z funkci je Heavisideova funkce cili
Jednotkovy skok, druha je identicka funkce.

Ukazka 7.4: Naleznéme Laplaceiiv obraz funkce f(t)=1, tj. viastné f(¢t)=m(¢). Podle
definice primé Laplaceovu transformace mame

F(p) = In(0)exp(—pi)di =] exp(—pi)dt =—exp(=p0; =5 (1-limexp(~p0) = 5

v pripadeé, Ze Rep > 0. Vidime, Ze se zadand funkce nezobrazuje na konstantu, nebot’ ve

smyslu Laplaceovu transformace plati 1 <> L.

p
2
16
124 12
y0B o
0.4 04
1 959 ps ] 15 2 4 059 p5 § 15 2

0‘51!52

Obrazek 7.1: Predméty Laplaceovy transformace

Véta 7.1:  Oznacme s index rlstu funkce f(¢). Pak v poloroviné Rep > s konverguje
Laplacetv integral absolutné a obraz F(p) je zde holomorfni funkei.

Véta vyjadiuje jen postacujici podminku. Funkce F(p) muze byt definovéna i pro jina p.
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Definice 7.3: Konvoluci dvou redlnych funkci f(¢) a g(¢) rozumime funkci

(P(f)=f(f)*g(t)=if(f)g(t—r)dT :

Snadno se provéri, ze konvoluce ma nasledujici vlastnosti:
1° je komutativni, tj. f*g=g*f,
2° jeasociativni, tj. f*(g*h)=(f*g)*h,
3° je distributivni, tj. f*(g+h)=f*g+f*h,
4° jsou-li f a g po Castech spojité, je funkce @ spojita.

Jsou-li funkce f(¢#) a g(t) predméty Laplaceovu transformace, mizeme konvoluci
definovat i pomoci ekvivalentniho nevlastniho integralu

0= | f(gt-T)ds .

Ukazka 7.5: Urcete konvoluci ¢(t) = a’ t *exp(at), kde a € R. Na zdakladé definice plati

o(t)=a’ j(t —1)exp(at)dr=(a(t—1)+1)exp(at )(t) =exp(at) —at —1

Ukazka 7.6: Urcete konvoluci ¢(t) = exp(at) *exp(bt), pricemz a#b e R. Plati

o(t) = jexp(ar) exp(b(t — 1)) dt =exp(bt) jexp((a—b) )dt = exp(bt) w é

Po vyhodnoceni dostaneme konecny vysledek ¢(t) =

exp(ar) - pr(bt) , ktery miizeme limitnim
a —

Vv

Definice 7.4: Necht f(¢) < F(p) a g(t) <> G(¢t) v poloroviné Re p >0. Necht oba
Laplaceovy integraly absolutn¢ konverguji. Konvoluci obrazii nazyvame integral

Y +joo
F(p)*G(p) =555 [FOG(p-0)dC,
¥-joo
. . Y+joo y+jR
pfiemz Rep >y +s, y > s.Integral nutno chapat v nasledujicim smyslu | =1im |
y—jo  Rooy—jR

Integracni cestou kiivkového integralu je tedy rovnobé&zka s imagindrni osou, kterd lezi
napravo od imaginarni osy ve vzdalenosti y >s . Konvoluce je komutativni, tj. F*G-G* F .

Abychom mohli Laplaceovu transformaci pfi feSeni praktickych uloh efektivné vyuzivat,
uvedeme si néktera obecnd pravidla, jimiz se tato transformace fidi. Soubor téchto pravidel
nazyvame gramatikou Laplaceovu transformace. Pro uziti v praxi byly po vzoru jazykovych
slovnikdi vypracovany i slovniky Laplaceovu transformace, které krom¢ gramatiky obsahuji
také tadu hesel, tj. dvojic vzdjemné si korespondujicich funkci. Rizn¢ obsahlé slovniky
mozno nalézt napt. v [ 1 ],[ 4], [ 7 ], [ 18]. Kratsi slovnik je uveden iv [ 8 ]. Existuje 12
zminénych pravidel. V ucebnicich jsou obvykle formulovdna ve tvaru samostatnych vét.
V tomto textu si vSechna pravidla shrneme do jedné véty. Pro kazdé pravidlo uvedeme nazev
ptislusné véty, tvar ptedmétu i obrazu a eventualné konkretizujici pozndmku.
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Véta7.2 Necht reR, r>0, ab,peC, f(t)< F(), g() < G(t). Pak

véta o predmét obraz poznamka
1° linearité af(t)+bg(t) aF(p)+bG(p) Rep=max(s,,s,)
2°  podobnosti f(rt) 1F (%)
3°  posunuti pfedmétu f(t-r) exp(-rp)F(p) f(@)=0, t<r
4°  posunuti obrazu exp(at) f(¢) F(p—-a)
5  derivaci pfedmétu f'() pF(p)-1(0)
6°  derivaci obrazu —1 f(t) F'(p)
7°  derivaci podle parametru % f(tr) %F (p,h) 3 %
8° integraci piedmétu i f@)dt +F(p)
9° integraci obrazu +f(@) TF €)dc 3 T
10°  konvoluci pfedmétu f()*g() F IE p)G((p) nésoben? obrazi
11°  konvoluci obrazu f(t)g() F(p)*G(p) nasobeni predméti
12° Duhameliv vzorec fOgO)+ f(O)*g'(t) pF(p)G(p)
5° G A (O WA
8 ([Tt P ()

Odvozeni nékterych pravidel je pomérn¢ snadné. Napt. u véty o podobnosti vysta¢ime se
substituci t = r¢ . Pak postupné¢ plati

{ f(rtyexp(-pt)dt = i f@yexp(-Lrydr = LF(D).
U véty o derivaci pfedmétu ndm pomuze integrace per partes. Pak

11 @expptydi = f(exp(-p0|; +p [ /@) exp(-pi)di = pF(p) = f(0).

Ukazka 7.7:  Naleznéme obraz funkce f(t)=t". Ziejmé plati f(0)=--- f"(0)=0,

n!

7 (0) = n!. Podle véty 5° je p"F == aproto F(p)= pnTL Celkem tedy " <

n!
pn+1 *

p

Ukazka 7.8: Urceme obraz funkce f(t)=-exp(at), a € C. Podle véty o posunuti obrazu a
predchozi ukdazky pri n=0 mdme ihned exp(at) <> ﬁ , Rep>Rea. Tento vysledek

miizeme ovSem také ziskat primo z definice, coz vede na integraci exponencialni funkce.

Ukazka 7.9: Spoctéme obraz funkce f(t)=sinwt. Z Eulerova definicniho vztahu vyplyva
f(@) = %jexp( jot) —zLjexp(— jot). Podle véty o linearité a vysledku predchozi ukdzky plati
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1 1
(p)—sz —-jo 2Jp+Jw

. To po prevedeni na spolecného jmenovatele dava sinot <> —>
p

+o?

Obdobnym zpiisobem lze urcit i obrazy funkci coswt, sinhwt, coshwt, sin(wt+¢) apod.

Ukazka 7.10: K urceni obrazu funkce f(t)=exp(at)sinot staci aplikovat vétu o posunuti

obrazu a vysledek predchozi ukdzky. Bezprostiedné obdrzime exp(at)sin®t <> W )

Ukazka 7.11:  Nalezeni obrazu funkce f(t)=¢sinwt provedeme pomoci véty o integraci
obrazu a vysledku ukazky 7.9. Pri zavedeni substituce { =won postupné plati

F(p)=|

Cz P dC= I I =arctann|}, =% —arctan { = arccot 5.

Celkem tedy lsinot <> arccotL .

Ukazka 7.12: Gramatika Laplaceovu transformace nam dovoluje jié nyni k zadanému

)4
ST et @ PTO0

obrazu F(p) = 2)2 nalézt prislusny predmeét. Zrejme plati F(p) =

podle véty o konvolucz predmétu mame f(t) =sinwt *coswt. Tuto konvoluci musime ovsem
jesté spocitat. Postupné obdrzime

t t t
_ . _ . . . 2 _ t .
f(t)= fsmmtcos((ot -01)dt = coswt{sma)r coswt dt +s1n(ot£sm ot dt =1sinot.

Celkem tedy WH Lsinoz .

Abychom se vyhnuli vypoctu nevlastniho integralu, muzeme pifi urovani obrazu
periodické funkce f(t+T)= f(¢) VteR postupovat téz nasledujicim zplsobem:
Definujme si pomocnou funkci
f(@) prote<0,T >

pro t ¢<0,T >

Jr (@)= {

Pak zadanou funkci miiZzeme vyjadfit ve tvaru souctu f(¢) = f,(t)+ f(t—T), viz Obrazek

7.2. Pfechodem k obrazové relaci dostaneme F(p)=F,(p)+ F(p)exp(-pT), piiCemz
T

F.(p)=|f;(t)exp(—pt)dt integrujeme pfes konecny interval. Z obrazové relace jiz
0

muzeme urCit F(p). Presnéji tento zavér formuluje véta.

7 F=41)
—P@%L ¢

7 e F=®
t

4 ]

4 =11
|
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Obrazek 7.2: Zobrazeni periodické funkce

Véta 7.3 Necht je funkce f(¢) periodickd s periodou T'. Necht existuje F, (p). Pak

__ (p)
FP) = exppmy

Ukazka 7.13: Pomoci posledni véty si nyni urceme obraz funkce f(t) =sinwt, ktery jsme

spocitali jiz v ukdazce 7.9. V tomto pripadé je T = % Funkci
T
F,(p) = [sinwtexp(—pt)dt
0

vypocitame pomoci dvoji integrace per partes a vyreSenim vzniklé linearni rovnice. Po

, , ;1. 1-exp(-pT . 5
upravach ziskame F,(p) :m%, takze sinot <> —>

p2+0)2

jako v ukdzce 7.9.

7.3 Zpétna Laplaceova transformace

Z ptedchozi kapitoly vyplyva, ze k danému piedmétu Ize na zaklad¢ integralu z definice
7.1 jednoznacné nalézt ptislusny obraz. Po eventudlnim vyfeseni transformovaného problému

vvvvvv

k pfedmétu, tedy zpétnou transformaci. Pfitom nevime, za jakych podminek tato zpétna
transformace existuje, zda je jednoznacna a hlavné jak se prakticky ur¢i. Témito otazkami se
budeme postupné zabyvat.

Ma-li k funkci F(p) existovat predmét, pak funkce F(p) musi mit vlastnosti, které

spliiuje Laplacetiv obraz pfedmétu, napt. holomorfnost zminéna ve vété 7.1. Piesnéjsi znéni
udava nasledujici véta:

Véta 7.4 Necht'je F(p) obrazem néjakého predmetu. Pak

a’ Ts eR tak, ze F(p) je holomorfii pro Rep > s, ( véta o regularité obrazu)
b’ Rep>s,>s, s, =konst. = lim F(p)=0, (1. véta o limité)
p—®©

o

¢ k>1 = lim pF(p) jekonecna.
\pﬁ?lzp
Piedpokladejme nyni, ze f(t) <> F(p) a ze téz f'(¢t) je predmét. Na zaklad¢é véty o
derivaci pfedmétu musi platit f'(z) <> pF(p)— f(0). Uzijeme-li nyni 1. limitni vétu,
dostaneme 1im (p F(p)— f(0)) =0, coz vede k disledku 7.1. Podobn& dokézeme i diisledek
po®

7.2.
Disledek 7.1:  Necht f(t) <> F(p), f'(t) je predmétem a F(p) je holomorfni funkci
vbode p=o. Pak lim pF(p)=1im f (). (2. véta o limite)
p—© =0,

Disledek 7.2:  Necht' f(t) <> F(p), necht f'(t) je predmétem a necht navic existuje
lim f(2). Pak lim p F(p) =1lim /' (?) . (3. véta o limité)
t—w

t—w p—0
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Ukazka 7.14: Podminky uvedené v posledni vété jsou nutné, ne vsak postacujici. Existuji
tedy funkce, které nejsou obrazem zZadného predmétu. Prikladem mohou byt znamé funkce
exp(ap), sin p, cos p, sinh p, coskp, In p apod.

Ukazka 7.15:  Provérme platnost limitnich vét na pripadu cosot <> #. Zrejmé plati

2
=0, =1=cos0

a tedy prvni dvé limitni véty jsou splneny. Treti limitni vétu nemuzZeme aplikovat, nebot
neexistuje 1imcosmt.

t—0

Ptejdéme nyni k otdzce jednoznacnosti zpétné transformace. Nejprve si povSimnéme, ze
vezmeme-li dva predméty, které jsou skoro vSude stejné, tj. které se 1iSi nanejvys v bodech
mnoziny miry nula, pak tento rozdil nemé vliv na hodnotu integralu definujiciho pfimou
transformaci a oba pfedméty tak maji stejny obraz. Naskyta se otazka, zda i1 pfedméty, které
se lisi podstatnéji, nemohou mit stejny Laplacetiv obraz. Podle nasledujici véty, kterou
dokézal ¢esky matematik Matyas Lerch, vSak tato alternativa nemuze nastat.

Véta 7.5 Necht funkce f,(t) a f,(t) maji stejny Laplaceuv obraz. Pak jej jejich rozdil
skoro vsude nulovy, tj. j:| L) - f,(@)|dt=0.

Abychom se vyhnuli uvedené pomérné nepodstatné nejednoznacnosti, budeme brat
v avahu jen ty predméty, jejichz hodnota v bodech nespojitosti je déna aritmetickym
primérem limity zleva a limity zprava, tj. budeme klast f(#) =1(f(t+0)+ f(t—0)). Touto
umluvou mizeme problém jednoznacnosti zpétné transformace povazovat pro technické
aplikace za vyfteSen.

Nyni jiz mizeme pfistoupit k vlastni technice uréeni zpétné Laplaceovy transformace.
Nékteré ze zplsob, jak k zadanému obrazu pfifadit piisluSny pfedmét jiz zname. V ptipadé
mnoha jednodussSich a v praxi se vyskytujicich obrazti mizeme s vyhodou vyuzit vhodny
slovnik Laplaceovu transformace, pifipadné aplikovat nékteré zpravidel gramatiky. Pro
pfipad, Ze tento postup selze, uvedeme si nejprve tzv. Bromwichiiv integral, ktery
reprezentuje obecny tvar zpétné transformace a poté formulujeme nckolik praktickych vét
vyuzivajicich pfevazné metodiku vypoctu rezidui.

Véta 7.6 Necht je funkce F(p) obrazem néjakého predmétu f(t). Pak v bodé spojitosti
funkce f(t) plati

F0 =5 TFOepC . (7.1)

pricemz uvedeny integral je nutno chdapat ve smyslu definice 7.4.

V bodech nespojitosti prvniho druhu miizeme levou stranu rovnice ( 7.1 ) nahradit
aritmetickym primérem 1(f(z+0)+ f(¢—0)). V etnych praktickych aplikacich nalézame
obraz ve tvaru nekonené fady. Kureni pfislusného predmétu pak slouzi tzv. 1.
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Heavisideova véta o rozkladu, zalozena v podstaté na vysleku ukazky 7.7, tj. na relaci

e T

Véta 7.7 Necht je obraz F(p) zadan ve tvaru nize uvedené rady , ktera konveruje pro
|p>R>0. Pak

Ooci
Fp=it o f0=3000

Ukazka 7.16: Platnost 1. Heavisideovy véty overme na pripadu funkce F(p)=

P’

, . . ;v . 2 .
Pomoci vzorce pro soucet geometrické rady s kvocientem q = —(%)" dostaneme postupné

F(p)=——9Y— —‘” _S ey e
(») e (w)) = Z( ) = Z() PEE

V tomto pripadé tedy ¢, = (1) o>, takze f(t) = g‘,)(—l)" o (511—:1)' =sinwt.

Véta 7.8 Necht je funkce F(p) holomorfni v§ude vyjma izolovanych singularit p,, ..., p,
lezéicich v poloroviné Re p <y . Necht funkce F(p) konverguje stejnomérné k nule na

libovolné posloupnosti kruznic | p|=R,, R, — . Pak

P f F(C) exp({t)d¢ = ,zl res (F(p)exp(pt)) prot>0 |

r=joo 0 pro 1 <0

Za predpokladl véty plati pro F(p) <> f(¢) relace f(t) = 3 res (F(p)exp(pt)) .

i=1 p=p;

Véta7.9 Nechtje F(p)= (p) ryze lomend racionalni funkce, ktera ma poly p,,..., p

n

s nasobnostmi k..., k,. Pak

_Nx_ 1 . gk Nkt M(p)exp(pt)
f(t) _E(ki_l)!;gfpll dpki_l ((p p ) N(p) )

Posledni véta je disledkem véty pfedposledni. Specialnim pfipadem této posledni véty
pro jednoduché pdly je 2. Heavisideova véta o rozkladu, ktera zni:

Véta 7.10 Necht je F(p) :% ryze lomena raciondlni funkce s jednoduchymi poly

M
P Pak f(t) Z‘; (p}\;(e;p)(plt) )

Ukazka 7.17:  Funkci F (p):m priradme predmét. V tomto pripadé mame

M(p)=1, N(p)=p(p-1)(p-=2), N'(p)=3p> —6p+2. Aplikaci 2. Heavisideovy véty
dostaneme
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_ exp(0) , exp(#) = exp(2f)
JO =% tvn Vo

L-exp(t) + Lexp(20) = L (1-exp())*.

8 Vysledky testu

Vstupni test

Piiklad 2.2 OznaCme prvni vyrok jako p a druhy vyrok jako ¢. Pak plati
—(p=¢q)=pAr—q . To znamend, ze hledand negace naseho slozeného vyroku je

(VxeR:x* #-2)A(3a,b,c e R,¥Yx € R:ax’ +bx+c#0). Pravdivost tohoto vyroku
je ziejma.
Priklad 2.4 Hledame vSechny hodnoty z, = i/_l . Protoze 1=1-(cos(0)+isin(0)),

vzorec pro z, ma tvar:

2 2
z, = %-(cos 0+6k7[ + isin 0+6kﬁj pro k=0,1,23,45.

Dostavame tedy z, =1, zl=cosz—ﬁ+isin2—ﬂ=l+i£,
6 6 2 2
4z 4r 1 A3 6r . 6r
Z, =C0S— +isin— =——+i—, z;=Cc0S— +isin—=-1,
6 6 2 2 6 6
87 . 8t 1 3 10r .. 107 1 3
z, =COS— +isin—=———j—, z,=COS—— +isin— =——i—.
6 6 2 2 6 6 2 2

Grafickym znézornénim téchto feSeni pak vznikne pravidelny Sestithelnik:

Im z

Priklad 2.5 Je tfeba fesit nasledujici rovnici:

detf 0 -2-4 0 |=0
2 0 3-1
AA+2)3-)+4(A+2)=0 - (A+2)A-H(A+1)=0
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Tedy vlastni ¢isla matice 4 jsou A, =-2, 4, =4, 1, =-1..

2 3

1 1 «a
Priklad 2.6 Matice kvadratické formy K jerovna | 1 2 1 |. Postacujici podminkou pro
a 1 1

pozitivni definitnost je kladnost v§ech hlavnich minorti. Dostavame tedy:

1 1 «
|1|=1>0,i ;‘=1>0, 12 1|=2(-a’+a)
a 1 1

Z podminky kladnosti i tietiho minoru dostavame nerovnici 2(—0{2 +a) > 0. Jejim feSenim

jsou a € (O,l). Tedy kvadraticka forma K je pozitivné definitni pravé pro « e (0,1).

Priklad 2.7 Z rovnice pifimky p vyjadiime y =2x+c¢ a dosadime do stfedového tvaru
rovnice kruznice k : (x—3)* +(y+1)> =4. Po dosazeni a tipravé dostavame kvadratickou
rovnici 5x”> +(4c—2)x+c> +2c+6=0 s parametrem c. Diskriminant této rovnice je
D =—4(c” +14c+29). Pfimka p je tedy te¢nou kruznice & , je=li D =0, jeji se¢nou, je-li
D >0 ajeji vn¢jsi piimkou, je-li D < 0. Pfitom D =0 praveé kdyZ bude splnéna kvadraticka
rovnice pro ¢’ +14c+29 =0, jejiz diskriminant je D, =80. Rovnice ma tedy dva realné

_14454\@ eboli ¢ _—14+4\E’c :14—4\5

kofeny ¢, = L= 5 . Celkem jsme tedy dospéli k

tvrzeni: Pfimka p je teCnou kruznice k pro ce{—7—2x/§;—7+2\/§ }, seCnou pro

Piiklad 2.9 Funkce f(x)ma jeden nulovy bod v x=0 a je kladnd pro vSechna ostatni
x€R. Prvni derivace je rovna f'(x)=2xe " —x’e™*. M4 dva nulové body x, =0 a
x, = 2. Je kladnd na intervalu (0,2) a z&porna na intervalech (—o0,0) a (2,). Funkce f(x)
je tedy na prvnim intervalu rostouci, na druhém a tietim je klesajici. Déle je vidét , ze v bod¢
x, nastava lokalni minimum a v bod¢ x, lokdlni maximum. Druha derivace je rovna
F"(x) = e (x> —4x+2). Mé opét dva nulové body x, =2—+/2 a x, =2++/2. Je kladna
na intervalu (—oo,2—\/5) a (2+\/2_,+ ©), a zaporna na (2—\/5,2+\/§). NaSe funkce je
tudiZ na prvnim a druhém intervalu konvexni, na tfetim je konkavni. Body x; a x, jsou body
inflexe. Asymptota bez smérnice neexistuje. Pokusime se tedy najit asymptotu se smérnici:

a=1im?2 Y Climxe 20, b=lim(f(x)—ax)=limx e =0,
X—>00 x X—>0 X—>00 X—>0

Tedy asymptota se smérnici tvaru y = ax+b je v nasem piipadé rovna: y =0 pro x — 0.
Pro x — —oo0 asymptota neexistuje.
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Priklad 2.10  Podle definice je £ (4) = % = g/ (0), kde g. (x) = f(4+x5).
S

Tj. g; (x):f(”%,H%):[H%)z +2(1+%j(1+%)—(1+%}2 =
:2[1+\/§x+§]=2+2x/§x+x2.
Potom
gh(x) =242 +2x,
21 (0)=2V2 = f1(4).

Protoze je funkce fv bodé A diferencovatelnd, lze postupovat i nasledujicim

zpusobem:
fi(A)=grad f(4)-5,
grad f(A4)=(2x+2y,2x-2y), =(4,0),
1 1 4 1
1(4) = (4,0 (——j = 40— =22,
LR WoAN - R AN
Priklad 2.11 Funkce mé parcidlni derivace

fl(x,y)=6x+y* +10x, fr(x,y)=2xy+2y
definované rovnéz na E,. Muze tedy mit lokalni extrémy pouze ve svych stacionarnich
bodech. Pro jejich ur¢eni dostdvame soustavu rovnic
6x> +y> +10x=0
2xy+2y=0.
Druhé rovnice je splnéna, pravé kdyz
y=0 nebo x =—1.
Odsud snadno ziskame stacionarni body:

A=[00], B= [—%,0}, c=[-12], D=[-1-2].

Druhé parcialni derivace nasi funkce jsou:
oo (y)=12x+10, f] (x,y)= f) (x,3) =2y, f}, (x,y)=2x+2;

jsou spojité na E,, takze funkce f je dvakrat diferencovatelnd v kazdém bod¢ roviny,
zejména tedy v bodech 4, B, C, D.
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10 0
Protoze D,(4)=10>0, D,(A4)= ‘ 0 2‘ =20>0, méa funkce v pocatku lokalni

minimum f(4)=0.

-10 O
Protoze D;(B)=-10<0, D,(B)=| 4= 40 >0, ma funkce v bodé¢ B lokalni
3
maximum f(B) = 122—75 .

-2 4
Protoze D,(C)=-2<0, D,(C) =‘ 4 0‘ =-16<0, nema funkce v bodé¢ C lokalni
extrém.
-2 -4
A protoze D,(D)=-2<0, D,(D)= 40 =-16<0, nema naSe funkce lokalni

extrém ani v bodé D .

u=x, u =3x
Priklad 2.12 Ix3 ede=|, 1 xle™ —I3x2—e3” dx =
Vi=e?, v=—e
2 '
1 u=x", u =2x 1 )
—x’e™ Ixze3xdx— , wl==xte™ —xze3”+j—xesxdx:
v =e , v=—e 3 3
u=x u' =1
’ 1 1 21 21
= 3x 1 3x =_x363x _xze3x+__ 3x__j_e3x dx:
v=e, V=§€ 3 3 33 373

Priklad 2.13 Nejprve je tieba rozloZzit zadanou funkci na parcidlni zlomky:
5 5 a bx+c

x*+2x% +5x B x()c2 +2x+5)_; x> +2x+5

S5=ax*+bx* +2ax+cx+5a
t.a=1,b=-1,c=-2.
Dostavame tedy
5 1 x+2

2 +2x2+5x x xP42x+5
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Po tpravé
5 11 2x+4 1

X420 +5x x 2% +2x+5 (x+1f 44
Nyni mizeme integrovat:

S N MU N WY L rere L
J‘ 3 5 dx—ln|x| 2ln(x +2x+5) 2arctg( 5 )

X +2x° +5x

Priklad 2.14  [(4+5t)e -b’dz—hmj 4+5t)e ™ dt=0,+0,=0.
0

Cc—>0

C
O, = lim [jeb’} = lim (_—4e”c +ij :i,
c>o| p c—® b b b

0
=5 5 0 (25 e 5 5
Qz—ch_r)l(}o[jl‘e b—2€ O—Ch_r)lolO —ce b_2 er2 —b—z,
4 5
=—+—.
© b b*

Priklad 2.15 Protoze pruseciky piimky a paraboly jsou body A=[L-1] a
B=[42], lze psit M = {x,y]€ E,;—1< y <2, y* <x < y+2}.Dale tedy

”ye dxdy = j[ [ye dxjdy “ye [ v = j(ye 2 _yeydy =

-1 y

+2 +2 1 »? ’ 1 4 5
=|ye’" —e’ —Ee’ :Ee +2e_3409478
-1

Priklad 2.16 Transformace do cylindrickych souradnic ma tvar:

X=pcos@,y=psing,z=w
w< 2}.
Vlastni integral je pak roven:

Mnozina T se tudiz transformuje na :
J.IJ.Z Vx> +y? dxdy dz =J.IJ.W\/p2 cos’ @+ p’sin’ ¢ pdpde dw=
T T

IA

T*Z{[/?,§0,W]€E3;0£p31,os(pg% 0

S 0[N

=”.[wp2 dp dp dw=.l[ }(jwpz dw] do dp=‘l[
T’ o] o\o 0

w2 o2 2

0

1 z 1 3!
p*de dp=2£[p2¢]02 dp=ﬂlp2 dp=7{%} =%-

0

Il

[\
© — —
S o[y
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Priklad 2.17 Hmotnost skofepiny je rovna hodnoté plosného integralu j]/d o, kde

o
o oznacuje plochu skofepiny a y znaci hustotu. Je zfejmé, ze y =kz, kde k je
konstanta. Pouzijeme parametrizaci zadaného paraboloidu do cylindrickych soufadnic:

X =Ucosv
y =usinvy
z=u, ue <0,l>,v € <0,27z>.
Potom
' xr! = —ucosvi —usinv j +uk
Plosny element je pak roven
do= \/uzcos2 vt+ulsin®v+u® =uv2 .

Hmotnost skotepiny je tedy rovna

2r 1
1 lu
m=|ydo=k zda=k\/5 dv u-—uzdu=k\/5'27z- —— | =—kr.
raosfrue-safrf e
Kontrolni priklady ke kapitolce 3.5

Priklad 3.1
pole ptitazuje kazdému bodu [x, y] € E, vektor (l,sin(x + y)). To znamena:

Prava strana rovnice je definovand a spojitd na oblasti E,. Smérové

y' = sin(x+y)

e B R e R e e
el P TR G BT I |l ey, gy gy Py Yy Vg ey e
S b T T JR P B el g St e N Y N e
N ol Y LR Y ity e okt Yt Nt
Ty gy g e e ol BT P 0 Y el ey, oy gy Mgy gy
S N N e LI PR P i s s e g
St s Nt g Sk e ST DT P I % el s S g

e B I e B e g

o U T T i ol e g, Mg,

gl Vg Mgy Moy Sy Vg Vg Sl L G N N R P B ey

-I -I -I D ] T T T
i 2 1 : 1 " 2 3
1_ ----------
2-
I T G R Tl ok et Nt Sttt o

Piiklad 3.2 Derivovanim prvni rovnice podle x dostaneme:
1 - 1 1 2 '
2‘xuzu_ 1 (x+uu):0’x¢0.
1o \/xz+u2 2 \/x2+u2
2
X
Po upravé je
u'(x —u)—(u+x) _0
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x+u
aodtud u'= .

X—u
Diferencialni rovnici miizeme upravit na tvar
X +y

= :

, V#EX.

Funkce u tedy vyhovuje zadané diferencialni rovnici.

Priklad 3.3 Nejprve ur¢ime vSechna feSeni diferencidlni rovnice a znich
vybereme feSeni spliujici pocateCni podminku. Jednd se o rovnici se separovanymi
proménnymi. To znamend, Ze vSechna feSeni u dostaneme integraci zadané rovnice.
Dostaneme:

u(x)=jcos2x dx+C,

kde C je libovolna konstanta a x € R . Plati
J‘cos2 xdx = %I(l +cos(2x) )dx
a tedy
1 1.
u(x)= E(X +Esm(2x)j +C pro VxeR.

Aby byla splnéna pocatecni podminka, musi platit

u z =£+1+C=£.
4 g8 4 8

1 - :
To znamena C = e Resenim dané Cauchyovy ulohy je tedy funkce

1 1 1
=—| x+—sin{2x)|—-—, xeR.
u(x) Z(x 5 (x)j 2 X

T S P
A B P L
T B

ey o F Y T e o TS
-;'@:,f’:/’ I
D e e

T )
T e e T T T e e T

ey Il P
T T et T FH T T e e
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Na obrazku je znazornéno smérové pole (Cervené Sipky) a feSeni u(x) (modra
kiivka).

Piiklad 3.4 Jde o tzv. homogenni rovnici. Délime-li Citatele i jmenovatele dané
rovnice vyrazem x , dostaneme diferencialni rovnici

1+
r_ X
y= y
EaE
X
4 ! ! A . . o .
Pomoci transformace y = zx, y'= z' x + z pfevedeme tuto rovnici na rovnici

1+z

Z'x+z=

z—1
a po separaci proménnych dostaneme za piedpokladu, ze 1+ 2z —z> # 0, x # 0, rovnici
1—
BN _dx
l+2z—-2 X

Integraci této rovnice dostaneme %ln‘l+2z—zz‘+ln|x|=lnC, kde C je kladna

konstanta, neboli x’ (1+22—zz):C1, kde C, je libovolnd nenulova konstanta.

Dosadime- i z = X, dostaneme implicitni feSeni y(x)urcené rovnici
X

X +2xy—-y° =C, .
Pfipustme navic podminku y(0) =1. Ihned dostavame jediné feSeni

X +2xy—y* +1=0.

i T |
——— e ] L
Sy Yo

S NN
i AR
e T T T R
e e e e e AV
] S
?‘3:“\\:?\\?11 e HHEJ:
Sty NN A T e e
oo D P S S,
ooy b I P e
xkkk R B e
! ]i } I R 7 P e
! E P A e

Priklad 3.5 Jde o linearni rovnici. Nejprve nalezneme feseni homogenni rovnice

y'=2xy=0.
To je rovnice se separovanymi promeénnymi,tj.

ﬂ=2xdx.
y

Resenim je funkce

y(x) = Ce™ .
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Reseni nehomogenni (zadané) rovnice najdeme metodou variace konstanty. Hledame jej

tedy ve tvaru y(x) = C()c)e"2 . Derivovanim podle x dostaneme

Dosazenim do zadané rovnice mame
2 2 2 2
C'(x)e” +C(x)2xe" —2xC(x)e” =2xe*

tj.

y'(x) = C'(x)e” +C(x)2xe" .

C'(x)

=2x

C(x)=x>+K,
kde K je libovolna realna konstanta.
Resenim jsou tedy funkce

y(x) = (x* + K)e”2 )

Z pocatecni podminky y(0) =4 ihned dostaneme K =4.

Hledané feseni mé potom tvar

Graf feSeni (spole¢né se smérovym polem rovnice) pak vypada takto:

Priklad 3.6

Tato rovnice ma separované proménné, takze postupné dostavame

a po integraci

Dale

y(x)=(x" + 4)(3"2 .

u'—l=— tj. u
u

1+u

u

!

duz'[dx.

{ N gy ]
ARRES SN RN
P ARV R !
A RSN B A F |
A NN, i
R SN Ny
RRR\RNEJI"/’ I
l:‘u"'r\«.\, T E-~'/' i
Lo e T ]
T N Tt = g
RN AR
R N S
Lo e A0

0.

du=dx,u+1#0,

Jde o rovnici typu y'=f (ax + by + c). Zavedeme tedy substituci
u=x+y-2,t. u' =1+y", odkud mame y'=u'—1. Po dosazeni vyjde
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I u du=ju+1_1du=j[l— ! Jdu:u—ln|l+u|.
1+u 1+u 1+u

Tedy

u—ln|1+u| =x+C
a po navratu k ptivodni neznamé dostavame

x+y—2—ln|1+x+y—2| =x+C.

Oznacime-li C+2 =K, vyjde

y—K =ln|x+y—1|
a po odlogaritmovani a pfeznaceni e * = L mame

e’L=x+y-1.
Vyloucili jsme piipad u+1=0. OvSem u =-1 je také feSenim a tedy pro plvodni
nezndmou dostdvame
x+y-2=-1,t. y=1-x,
coz je, jak se snadno presvéd¢ime, rovnéz feSeni, které je zahrnuto v predchozim vzorci
pro L =0. Obecné feSeni (v implicitnim tvaru) je tedy
Le’ =x+y-1, LeR.

Priklad 3.7 Ziejmé musi byt y # 0. Tim ndm z celé roviny zustanou dvé oteviené
poloroviny y >0 a y <0, které jsou ocividné jednoduse souvislé; rovnici uvazujeme

v kazdé poloroving zvlast. Ovétime nyni, ze jde o tzv. exaktni rovnici.
Mame

1 1
P(x,y)=—+2x = P =-—,
y
X 1
Oy =-25-1 = 0 =-—.

y y
Protoze P, =0, je rovnice exaktni. Nyni ur¢ime tzv. kmenovou funkei F(x,y) .
Musi platit:

F = 1 +2x

y
X
F, = —7 -1

Z prvni rovnice dostaneme postupné
F(x,y) = J(l + 2x]dx SR C(»).
y y
Tedy z dil¢iho vysledku vychazi
‘x !
F,=——+C'(y)
y

y
a po dosazeni do druhé podminky na funkci F dostdvame

X ’ X '
—ErCW =l = )=l = C(v)=-[dv=-y,

kde v poslednim integralu jsme volili nulovou integra¢ni konstantu. Celkové je
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F(x,y)="+x*—y
y

a obecné feSeni nasi rovnice ma tvar

£+x2—y:c, ceR.
y
Pocatecni podminka y(0) =2 ihned davéa ¢ =-2.
Hledan¢ feSeni ma tedy tvar
R - y+2=0
y
a graficky (spole¢né€ se smérovym polem) vypada takto:

5,

'
s
/
.
/
/
:

Rl e
ROy SO

-
A A A A A R B
{ ( { oS, N
IRV NP R e g
VLN N N N NSNS T T S

Priklad 3.8 I. Homogenni rovnice je
y”l+2y"+yl :O’

charakteristickéd rovnice je
AP +227+21=0.

Jeji kofeny jsou 4, =0, 4,, =—1. TudiZ obecné feSeni je

y(x)=ce™ +c,e +e,xe ™ =c¢ +c,e +egxe .
II. K urceni partikuldrniho feSeni nehomogenni rovnice pouZzijeme princip superpozice.
Polozme f,(x)=x", f,(x)=sin(x).
Prvni &ast pravé strany f;(x)=x" je typu f(x)= P, (x), kde n=2. Protoze
navic méa charakteristickd rovnice jednoduchy kofen 0, pfedpokldddme partikularni
feSeni ve tvaru

i (x) =x'(ax® +bx +c¢) =ax> +bx’ +cx .
Odtud
yf(X) = 3ax2 +2bx+c = yl” =6ax+2b = ylmz 6a
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a po dosazeni mame

6a+12ax +4b+3ax*> +2bx+c=x*,
tj.

3ax® +(12a +2b)x +6a+4b+c = x".

Porovnéanim koeficientl vyjde

x2: 3a=1 = a=l
3

x': 12a+2b=0 = b=-2
x": 6a+db+c=0 = c=6.
Partikularni feSeni je
y(x)=1x"—2x* +6x .

Druha ¢ast pravé strany f, (x) = sin(x) je typu

f(x)=P, (x)e”" cos(fx)+ O, (x)e”" sin(fx),
kde P(x)=0, O(x)=1, n=0, a=0, fF=1. ProtoZe navic ¢islo 0+1i=i neni
kotenem charakteristické rovnice, pfedpokladame partikularni feSeni ve tvaru

¥,(x) =x"(acosx +bsinx) = acosx +bsinx .
Odtud

m__

yy(x)=—asinx+bcosx = y,=-acosx—bsinx = y;=asinx—bcosx

a po dosazeni vyjde
asinx —bcosx—2acosx—2bsinx —asinx+bcosx =sinx,

tj.
—2acosx—2bsinx =sinx.

Porovnanim vyjde:
cosx: —2a=0 = a=0

sinx: —-2b=1 = bz—%.
Partikularni feSenti je

1.
y,(x)=——=sinx.
2
Partikularni feSeni celé nasi rovnice je pak

1 1 .
y(x)+y,(x)= §x3 —2x% +6x —Esmx
a obecné feseni je

1 1 .
y(x)=c¢, +ce +cxe ™ +§x3 —2x* +6x—551nx.

Naptiklad pro ¢, =4, ¢, =—4, ¢; = —4 vypada feSeni takto:



Matematika 2 &9

4D'_
30

20

EIAN IR :

Piiklad 3.9 Eulerova metoda pro numerické feSeni diferencidlni rovnice
y'=f(x,y) spocatetni podminkou y(x,)=y, ma pro ekvidistantni uzly
(x,,, —x, =h, Vi) tvar

yn+1 :yn +h.f(xn’yn)'
V nasem pftipad¢ to znamena

x, =1 Yo=2

X =2 W=y +h-f(x,p,)=2+1-2=4

x, =3 Yy =yt f(x,p)=4+2-2=8

x; =4 Vs=y,+h f(x,,y,)=8+2-3=14
x,=5 Vo= +h-f(x;,y;,)=14+2-4=22.

4 -2
Priklad 3.10 Nejprve je tieba urcit vlastni ¢isla matice systému A4 = (1 ) .

1
Resime tedy
4-1 =2
=0,
1 1-1
tj.
A1 =51+6=0.

Vlastni ¢isla jsou 4, =2, 4, =3.

Nyni nalezneme vlastni vektory pfislusné k vlastnim ¢islim:
A,=2
4-2 =23 (v, (0
1 1-2)v,) Lo

L. . Vi 1
ReSenim je vektor v, = =| |.
Vi, 1
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Vo

L, ~ Vy 2
Resenim je vektor v, = = .

Vektory v, a v, jsou linearné nezavislé, feSenim daného systému je tudiz vektor

= 1 2x 2 3x
= -e + e .
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