Stavebni mechanika I. — blok 2 Piednadska ¢.13

VOLNE KROUCENI

Jednoduché teseni ulohy prostého krouceni 1ze ziskat v ptipadé namahani ptfimého prutu rotacné
symetrického prurezu (kruhovy, mezikruhovy), ktery je namahan pouze krouticim momentem M.

Pro prosté krouceni plati nasledujici vztahy
N=0 ¥, =0 v.=0 M.#20 M =0 M_=0.

Pfi vypoctu napjatosti a deformace v piipad¢ prostého krouceni se vychazi znasledujicich
predpokladii:

1. stiednice prutu pied i po deformaci ziistava piimad,

2. priiezy prutu Zustdavaji rovinné i po deformaci a vzdjemné se od sebe nevzdali,

3. jednotlivé priifezy se otdceji jako tuhé celky tzn. nedochazi ke zkiiveni priivodicii.

Krouceni prutu kruhového a mezikruhového prurezu

Pti platnosti vySe uvedenych piedpokladii nevznikaji v prafezech prutu pomérné osové deformace
& resp. normalova napéti oy (& = 0; 0, = 0). Ze tietiho piredpokladu lze urcit velikost zkoseni
libovolného useku délky dx resp. useku mezi body AB leziciho na podélném vlaknu ve vzdalenosti
p od stiednice (Gsek dx lezi uvniti prutu ne na jeho povrchu). Pii pootoceni prufezu x o obecny thel
@, se prifez x+dx pootoci o thel @+d@, resp. body 4 a B se posunou do novych poloh A’ a B’, a
tak dojde ke zkoseni ptivodn¢ pravouhlého prvku ABCD. Velikost zkoseni lze vyjadfit pomoci
pomérného thlu zkrouceni @ve tvaru

y:—pd¢x:p6’ H:%

dx dx

Dosazenim zkoseni do Hookeova zékona ve smyku Ize ur¢it smykové napéti 7. Toto napéti ma vzdy
smér kolmy k pravodi€i 7. smeér odpovida roviné zkosen.

T=Gy=Gpd

Ke stanoveni pomérného tthlu zkrouceni 8je mozné pouzit podminku statické ekvivalence, kde 1, je
polarni moment setrvacnosti ke stfedu kruhu resp. I; je moment tuhosti v krouceni, ktery je
v piipadé€ kruhového prifezu totozny s polarnim momentem setrvacnosti (I; = I,).

H:d_%:%

* = = = 2 =
() M, l prdA lp(Gpe)dA GH_([,O dA=Gal paer

Po dosazeni vztahu pro vypocet pomérného thlu zkrouceni @ do vztahu pro vypocet smykového
napéti se ziska vztah, ktery vyjadiuje imeérnost smykového napéti vzdalenosti od stfedu kruhu.
Potom plati, ze maximalni smykové napéti je na okraji prufrezu.

T—Mx,o T —%r
I 4 max I

p p
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Deformaci krouceného prutu tj. pootoceni prifezu @, v obecném misté prutu lze ziskat integraci
podminku statické ekvivalence (*) pro vypocet pomérného uhlu zkrouceni 8, ktera je diferencialni
rovnici krouceni pfimého prutu

M, dx+C.
Gl,

¢.=

Neznamou integracni konstantu C lze urcit z podminky uloZeni, kde pooto¢eni musi byt nulové.
Ma-li pocatek prutu x-ovou soutadnici rovnou nule, potom konstanta C je také rovna nule.

Deformaci krouceného prutu ¢, v obecném misté prutu lze pro zakladni pfipad pfimého prutu
stalého prutfezu (I; = konst.) zatizeného koncovym krouticim momentem urcit pomoci vztahu

—_ Mx :Mx :Mx
6. (x)= I Gl dx Gl dex Gl X

Vzajemné pootoceni koncovych priifezi (thel zkrouceni) se zjisti dosazenim x =1/
M1
¢ =—.
GI

t

Vztah pro vypocet Ghlu zkrouceni 1ze pokladat za Hooketiv zakon pro zakladni pripad krouceni
prutu. Je-li prut slozen z n¢kolika usekt, ve kterych je konstantni: kroutici moment M,;, moment
tuhosti v krouceni I; a modul pruznosti ve smyku Gj, pak lze vzajemné pootoceni konct prutu
definovat pomoci délek prislusnych usekt /; ve tvaru

_~N M
. ; Gl,

Krouceni pruti obecného prurezu

Vztahy odvozené pro krouceni kruhového popt. mezikruhového prifezu neplati pro ptipady
krouceni obecnych prifezl, protoze neplati predpoklad o zachovani rovinnosti prifezi — dochézi
k jejich deplanaci tj. poruSeni rovinnosti. Z hlediska branéni deplanaci priufezu lze rozdélit
krouceni na:

* krouceni volné: deplanaci prifezi neni zabranéno, normalova napéti g, = 0,

* krouceni vazané: deplanaci prifezl je zabranéno, normalova napéti g, #0.

Volné krouceni

Reseni volného krouceni vychazi z predpokladi:

PFiCny tvar prufezii se neméni,

kaZdy prifez se otaci okolo stiednice prutu jako tuhy celek,

z ditvodu nezabranéni deplanace nevznikaji v priiiezu normdlova napéti,
deplanace je shodnda ve vSech priiFezech prutu.

Nwbh~

Pti odvozovéani se vychazi zrovnic prostorové napjatosti télesa. Odvozeni vede ke stanoveni
Prandlovy funkce napéti F(y,z), kterda ma na okraji prafezti nulovou hodnotu. Pomoci této funkce
lze vyjadrit slozky smykovych napéti

_OF N OF
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Prandlova funkce napéti F(y,z) pfedstavuje plochu, kterd je umisténa nad prifezem. Sklon této
plochy v libovolném misté udava velikost smykovych napéti v kolmém sméru. Vlastni tvar plochy
lze ziskat experimentalné nebo pomoci numerickych metod (MKP). Vrstevnice této plochy se
nazyvaji smykovymi ¢arami. Mezi dvéma sousednimi ¢arami je smykovy tok (tj. vysledna smykova
sila na jednotku délky) konstantni.

Pomoci Prandlovy funkce napéti F(y,z) 1ze stanovit moment tuhosti v krouceni Z; tj. objem vrchliku
popf. praifezovy modul v krouceni W;pomoci kterého Ize urcit extrémni smykové napéti v prafezu

2
I =—|\F dA =—
t G@O (y’Z) 2 Tmax W

Volné krouceni prutu tenkosténnych otevirenych prurezu

Tenkosténné prifezy jsou prifezy, jejichz tlouStka ¢ (stojiny #,, pasnice #) vzhledem k ostatnim
rozmérim prufezu je znacné mensi = ¢, t,, tr <<b, h. (V literature se uvadi limitni pomér 1:10.) Pfi
vypoctu tenkosténnych otevienych prifezii se predpoklada, ze se pricny fez skladd z kone¢ného
poc¢tu obdélnikovych Casti. Moment tuhosti v krouceni I; a prufezovy modul v krouceni W; lze
vyjadfit ve tvaru

I, :%ﬁh, W =—t"h=

W | —
NlNN

Moment tuhosti v krouceni I 1ze také vyjadfit ve tvaru

1=, =030,
i=1 i=1

kde n je pocet dil¢ich obdélnikdi, na které lze praifez rozdélit a 77 je korekéni soucinitel
charakterizujici vliv skute€ného poméru ¢/h, zaobleni prifezli v misté styku stojiny s pasnici atd.

K nalezeni extrémni hodnoty smykového napéti lze pouzit prafezovy modul v krouceni W,
Extrémni napéti vznikne v Casti, kterd ma nejvétsi tlostku resp. prufezovy modul v krouceni je
minimalni.

Volné krouceni prutu tenkosténnvch uzavienvch prurezu

Rozlozeni smykovych napéti u tenkosténnych uzavienych priifezt je zna¢né odlisné od rozloZeni
v pfipad€ tenkosténnych otevienych prirezl. Je-li tloustka stén ¢ uzavienych prifezii mald, ve
srovnani s ostatnimi rozméry, Ize predpokladat konstantni rozdéleni napéti po tloust'ce stén. Smér
pusobeni smykovych napéti je te€ny k obrysu prifeza.

Vyslednice smykovych napéti v libovolném fezu tzv. smykovy tok Q je konstantni podél stiednice
uzavieného tenkosténného prufezu. Hodnotu smykového toku @ 1ze ur€it z podminky rovnovahy

T,t,dx—T,t,dx=0, O=1t =1,t,=T, (S) E(S) = konst.
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Mezi krouticim momentem M, a smykovym tokem Q@ existuje vztah, ktery lze ziskat integraci
momentovych silovych G¢inkl podél uzaviené sttednice priifezu.

M, =$dM  =§Qrds = Ords =Q 24,

A%

priifezu ohraniend stfednici prifezu. Pomoci plochy Ay I1ze vztah pro vypocet smykového napéti
vyjadfit ve tvaru

sz :sz(s):g: Q ‘
t(s) 2Akt(s)

Z rovnice vyplyva, ze maximalni smykové napéti vznikne v prifezu s minimalni tloustkou #(s) =
tmin. Potom lze prifezovy modul v krouceni uzavieného prifezu W; zapsat ve tvaru:

W =24t ... prvni Bredtlv vzorec.
Moment setrva¢nosti prifezu v krouceni I; (Bredtova tuhost v krouceni) 1ze odvodit pomoci posuni
bodt lezicich na stfednici prifezu a ma tvar

2

= M, _ 44 ... druhy Bredtiv vzorec.
GO gds
ils)

Pfi vypoctech se velmi ¢asto pouziva upraveny vztah, ve kterém se integral po kiivce s nahrazuje
souctem podilii délek resp. vysek obdélnikl A; na které je pricny fez rozdé€len a jejich tloustek ;.

M, 44;

t@ nﬁ'
=1ti
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VZPERNA PEVNOST A STABILITA
TLACENYCH PRUTU

Eulerovo reseni stability idealniho primého pruzného prutu

K selhani stihlych primych prutii namahanych tlakem dochazi ve vétSin€ piipadi vybocenim
z puvodniho primého tvaru (dochazi k ohybu). V takovych ptipadech se nejedné o prosty tlak, ale o
vzpérny tlak a odolnost proti vyboceni se oznacuje jako vzpérnd pevnost.

Vzpérny tlak je ovlivnén fadou faktorti napt. materidlovych, geometrickych, silovych, pocatecni
napjatosti apod. NejjednodusS§im modelem pro analyzu vzpérného tlaku je idedlni pruZny piimy
prut dokonale centricky zatizeny. V tomto ptipad¢ se jedna o problém ztrdaty stability prutu pii
dosaZeni kritické hodnoty tlakové sily.

Pojem stability 1ze dokumentovat na ptikladu kuli¢ky v prohlubni. Mohou nastat tii pfipady:
1. Kuli¢ka se po vychyleni vrati do pivodni polohy, je tedy ve stabilnim stavu rovnovahy.
2. Kulicka se po vychyleni nevrati do ptivodni polohy, nachazi se ve vrcholové poloze a pfi
nepatrném vychyleni pokracuje v pohybu déle. Zde se jedna o nestabilni stav rovnovdhy.
3. Mezi stabilni a nestabilnim stavem existuje tzv. indiferentni stav rovnovdhy, pii kterém je
rovnovaha mozna jak v piivodnim, tak i v soumezném vychyleném stavu.

Potom lze stabilitu definovat jako schopnost nepatrné vychylené soustavy z pocdtecniho tvaru
vracet se do puvodniho stavu, jakmile pomine pricina, kterda vychyleni vyvolala.

Otazku stability tlateného idedlniho prutu lze formulovat: K prutu osové tlacenému silou F je
prilozena pricnd sila @ (vlivem pti¢né sily dojde k vychyleni prutu) a po pisobeni je sila
odstranéna. Stav se oznali za stabilni, jestlize se prut po pominuti do¢asného impulsu vrati do
puvodniho stavu (op€t se napiimi). Stav se oznali za nestabilni, jestlize dochazi k dalSimu
samovolnému nartstu deformaci prutu. Mezilehly stav tzv. indiferentni stav nastane tehdy, kdyz po
odstranéni pficné sily @ zlstane prut deformovan, ale deformace nadale neprobihaji. Tomuto
ptipadu odpovida kriticka sily F,,.

Pti vypoctu kritické sily F,, Ize vychazet z energetickych metod popft. 1ze pouzit , klasicky* postup
odvozeni podle Eulera 1744, ktery vychazi z diferencidlni rovnice ohybové ¢ary. Tento postup lze
doplnit o teorii II. tadu, pti které se statické GcCinky vySetiuji na deformovaném prutu (dojde tak
k zahrnuti vlivu ohybovych momenti vyvolanych tlakovou silou piisobici na rameni, které je
zéavislé na velikosti prihybu do vypoctu). I vtomto piipadé se predpoklada, ze deformace jsou
velmi malé. V disledku pouziti teorie II. fadu dochazi ke geometrické nelinearizaci Glohy, ¢imz se
omezuje pouZiti principu superpozice.

Piiklad oboustranné kloubové podepieného prutu

V piipadé oboustranné kloubové ptipojeného centricky zatiZen¢ho prutu tlakovou silou lze z
momentovych podminek urcit jak vodorovné podporové reakce H (nulové; H = 0), tak také
ohybovy moment v obecném prifezu, pocitany podle teorie II. 7adu na deformovaném prutu.

M =M(x)=Fw

Po dosazeni rovnice pro vypocet ohybového momentu v obecném prifezu do diferencialni rovnice
ohybov¢ Cary druhého fadu, substituci a Gprave lze psat
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w=-—L=———w o (sub): a’ = S wt+atw=0 -
El, EI El,

Obecné fesSeni rovnice musi splilovat okrajové podminky — prihyb w v x = 0 = I musi byt roven
nule. Toto feSeni Ize zapsat ve tvaru
w=C,sinax + C, cosax - C,=0, Csinal=0.

Konstanta C; je apriory rovna nule. Pokud konstanta C; je rovna nule, znamena to, Ze prut je ptimy
w(x) = 0. Aby byly prihyby nenulové musi platit sina/ =0 coz je splnéno v ptipadé (*)al =kn
pro k=1,23...

Dosazenim vztahu (*) do upravené rovnice ohybové Cary a substituce (sub) lze zapsat rovnici
ohybové cary w(x) a kritické sily Fx ve tvaru

EI,
L

w=C, sinkTm, Fo=F=km=

Ci

V vyse popsaného zplsobu feSeni je ziejmé, Ze prut mize vybocit ve tvaru sinusovky. Vyznam ma
jedné sinusové piilviny. Pomoci této sily Ize urcit stav rovnovéhy:
e F <Fcr... stav stabilni — prut ziistava piimy,
e F>Fcr... stav nestabilni,
e F = Fcr ... stav indiferentni — prut zistava ptimy (bod R) popf. se muze prohnout o
libovolnou hodnotu (bod V).

Eulerovy predpoklady, kriticka sila, kriticka délka, kritické napéti, Stihlost prutu

Obecné 1ze kritickou silu F,, pruzného prutu stalého prifezu vyjadiit pomoci tzv. vzpérné (volné,
kritické) delky L., kterou se prevadi vSechny zplsoby ulozeni prutu na zdkladni piipad tj.
oboustranné kloubové ulozeni, ve tvaru

Fo=m

cr

b Lcr:ﬁl'

Vzpérna délka L. je délka kloubové uloZeného prutu stejné ohybové tuhosti EI,, ktery ztrati
stabilitu pfi pisobeni stejné kritické sily F... Vzpérna délka L. je rovna délce pilviny sinusové
kiivky ohybové ¢ary po vyboceni prutu. Vyjadiuje tedy vzdalenost inflexnich bodii.

Pomoci kritické sily F,, 1ze urcit kritické napéti g.,. Jedna se o tlakové napéti vyvolané ptisobenim
kritické sily v okamziku tésné€ pted vybocenim prutu.

2
O'Cr:i:ﬂ'2 EIZ :n‘zEl_zzﬂ'zEz, A:&
4 Al J ) i

Souéinitel A vyjadiuje tzv. §tihlost (Stihlostni pomér) prutu. Stihlost prutu vyjadfuje geometrické
parametry prutu a zpusob jeho podepieni. Je ddna pomérem kritické délky L. a poloméru
setrvacnosti i k nékteré z hlavnich centralnich os setrvacnosti prafezu (iy, i;).
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+++  Informativni témata  ++ +

Pevnostni pojeti vzpéru, posouzeni prutu na vzpér

K posouzeni spolehlivosti tlacenych Stihlych prutt Ize pouzit:
» stabilitni pojeti vzpéru: vychazi z feSeni stability idedlniho tj. ptimého, centricky zatizeného
prutu
* pevnostni pojeti vzpéru: vychazi se z modelu redlného prutu, u kterého se predpokladaji
imperfekce (nedokonalosti), napt. zakiiveni nebo vychyleni, nahodilé excetricity v piisobeni
tlakovych sil atd. Tyto imperfekce se zavedou do vypoctu a respektuji se pritom ucinky
podle teorie II. fadu.

Ocelové konstrukce
Postup stanoveni vzpérné pevnosti u ocelovych konstrukei:
1. nahrazeni ptedpokladanych imperfekci jedinou ekvivalentni imperfekei tj. vychylkou
pocatecné zakiiveného prutu,
2. urceni konecné hodnoty celkové vychylky ovlivnénou tlakovou silou,
3. uvazovani hodnoty napéti v extrémné tlacenych vldknech rovné mezi kluzu.

Potom Ize maximalni napéti vyjadfit ve tvaru

Vyjadfenim napéti o = F/A se ziskaji kiivky znazornéné carkované na obrazku. Pii pevnostnim
pojeti jsou u stiednich Stihlosti rozhodujici napéti F/4 vzdy nizsi nez kritickd napéti odpovidajici
stabilitnimu pojeti; pti vysSich hodnotach Stihlosti se odpovidajici velikosti napéti sblizuji.

Vydélenim hodnot vzpérné pevnosti mezi kluzu vzniknou bezrozmérna cisla, ktera klesaji od
jednicky pii zvétSujici se Stihlosti. Jednd se o soucinitele vzpérnosti X, které vyjadiuji sniZeni
piipustného napéti vzhledem k u¢inkim II. fadu. Pro bézné profily pouzivané ve stavebni praxi lze
vyjadfit vzpérnou inosnost centricky tlacené¢ho prutu vztahem

A,

M

Nea =XAf; = X

Posouzeni na mezni stav inosnosti spo¢iva v tom porovnani hodnoty vypoctova normalova sila Ngy,
ktera v prutu vznikne a normalové sily na mezi vzpérné tinosnosti Ngg.

NSd S‘]\/vRal

Vlastni postup posouzeni ocelového prutu Ize shrnout do nésledujicich bodi:

1. urceni geometrickych charakteristik prifezu (4, 1,, I, iy, i;),
stanoveni vzpérné délky podle zpiisobu ulozeni ( ),
urceni Stihlosti v obou rovinach a urceni rozhodujici z obou Stihlosti tj. vétsi Stihlost,
stanoveni soucinitele vzpérnosti Y,

posouzeni Ngg < Npg.

kv
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Drevéné konstrukce
Postup posouzeni dievénych tlacenych prutl na vzpér je obdobny jako v ptipadé ocelovych pruti.
Soucinitele vzpernosti se urcuji podle normy a jsou dany rovnicemi
AY 3100
A<T75:9=1-08 — | , A>75:¢ = )

4 (100] ? A

U dfevénych konstrukci je nutné respektovat poddajnost spojii —s plnym vetknutim nelze pocitat,
coz ovliviiyje vzpérné délky:

* oboustranné vetknuty prut £= 0,60 + 0,70 misto 0,50,

* jednostranné vetknuty prut =0, 75 + 0,90 misto 0,70.

Betonové konstrukce
Pti posuzovani betonovych konstrukei se nepouzivaji vzpérnostni soucinitele. Imperfekce tlacenych
prvki se do vypoctl zavadi pomoci nahodilé vystiednosti s ptipadnou opravou podle teorie II. fadu.




