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ZAKLADNI POJMY A PREDPOKLADY PRUZNOSTI A
PLASTICITY

Ukoly teorie pruZnosti a plasticity

Teorie pruznosti a plasticity (TPP) je soucasti mechaniky kontinua pevné faze -
deformovatelnych téles. Zakladnim predmétem zkouméni a zdjmu TPP jsou zejména napéti
(intenzita vnitinich sil v télese), deformace (geometrické zmény télesa), stabilita (schopnost
zachovat nebo obnovit pivodni rovnovdzny stav bez narlstani deformaci). V. TPP se pracuje
s pevnosti materidalu, coz je schopnost materialu odolavat vnéj§im uc¢inkl aniz by doslo k poruseni.
Jako vé&dni obor vytvaii TPP teoretické zéklady pro teorii konstrukei — betonovych, ocelovych,
dfevénych atd.

Pro potteby vykladu lze rozd€lit TPP na teorii pruinosti popi. klasickou linearni pruznost a
plasticitu.

Zakladni predpoklady teorie pruznosti a plasticity

Vychozi predpoklady teorie pruznosti (klasické linearni pruznosti):

1. Spojitost latky. T¢€leso je uvazovano jako kontinuum tzn. je zaplnén cely objem télesa
hmotou (mezery neexistuji) = napéti a deformace spojité funkce.

2. Homogenita a izotropie. Homogenni latka je latka, ktera méa ve vSech shodné fyzikalni
vlastnosti (nahodilé vady nejsou uvazovany). Pii kombinaci vétSiho poctu materidll se jiz
nejedna o ,,celkovou® homogenitu. Izotropni material je materidl jehoz vlastnosti jsou
nezavislé na sméru.

3. Linedrni pruznost. Pruznost je schopnost latky vracet se do pivodniho stavu. V ptipadé
platnosti pfimé uméry mezi napctim a deformaci vyjadiené Hookovym zdkonem se jedné o
fyzikalni linearitu.

4. Malé deformace. Zmény tvaru konstrukci jsou ve srovnani s rozhodujicimi rozméry prvki
konstrukce velmi malé stejné jako posuny jednotlivych bodi nosnikd (napft. prithyby). Jedna
se o geometrickou linearitu.

5. Statické zateZovani. Predpoklada se pozvolny nardst vnéjsich ucinka (statické zatézovani).
Dynamické ucinky je mozné zanedbat.

6. Pocatecni nenapjatost. Ve ,,vychozim® stavu se predpoklada nulova hladina napéti.

Uvedené ptedpoklady umoziuji uplatnit princip superpozice ucinkit tj. skladani ucinku, ktery je
zalozen na linearit¢ vSech matematickych zavislosti. Princip superpozice nelze pouzit pri fyzikalné
nelinedarnich vypoctech a vypoctech podle teorie Il. Fadu.

Plasticita

Plasticita je schopnost latky deformovat se bez poruSeni nevratnym zptusobem. Po odstranéni
zatizeni zlstavaji v télese trvalé deformace, popf. rezidudlni napéti. Zavislost mezi napétim a
deformaci neni linearni (nelze ji popsat pomoci Hookeova zakona), ale je nelinearni - fyzikalni
nelinearita. Princip superpozice v tomto piipadé neplati.

Teorie II. Radu

Jedna se o teorii, kdy se podminky rovnovahy sestavuji pro deformovanou konstrukci. Pti vypoctu
se respektuje se vliv posunl a pootoceni na velikost silovych veli¢in. Je také porusena linearita
vztahti mezi silami a deformacemi.
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Napéti, vnitini sily a vztahy mezi vnitirnimi silami a napétimi

Na téleso pusobi pfi statickém zatézovacim procesu vrnéjsi sily (primarni = zatizeni, sekundarni =
podporové reakce). V disledku ptsobeni vnéjSich sil vzniknou v télese vritini sily. Vnitinimi
silami na sebe navzajem pusobi dvé Casti télesa oddélené libovolnym mysSlenym fezem. V roviné
priifezu prutu, tj. v rovin€ kolmé na stfednici prutu, jsou vnitini sily charakterizovany slozkami své
vyslednice: normdlovou a posouvajici silou, ohybovym momentem atd.

Pro definovani pojmu napéti je nutné vyjit z vnitinich sil, resp. ze slozek vyslednice. Potom Ize
napéti definovat pomoci malé plochy dA v okoli bodu M a vyslednice vnitinich sil, ktera na tuto
plochu ptisobi — vektor AF. Vektor AF lze rozlozit do dvou smért:

(a) do normaly na plochu dA tj. AN,

(b) do roviny plochy dA tj. AV.

Potom Ize napéti definovat jako limitu poméru téchto sil k obsahu plochy dA4, tedy

_ .. AN . V
o=1lim—, r=lim—
a0 A4 a-0 A4

Pti vypoctech se rozliSuji dva typy napéti:
(a) normadloveé napéti - o,
(b) smykoveé napéti - T.

Napéti v urcitém bodu télesa v fezu jistého sklonu je vektor, charakterizovany svymi slozkami.
Stejnym bodem lze ovSem vést nekonecny pocet fezli, z nichz v kazdém je napéti obecné jiné.
Vsechny tyto hodnoty se oznacuji jako stav napjatosti télesa v uvazovaném bodu. Stav napjatosti je
v pravouhlé soustavé soufadnic zapsan matici slozek napéti (v pruznosti téZ nazyvan tenzorem
napety)

g 4

X xy Xz
lol=|7.. o, 1.
sz sz a-z

Véta o vzajemnosti smykovych napéti

Mezi smykovymi napétimi plati vzajemné zavislosti oznaCované jako vzdjemnost smykovych
napéti, které lze odvodit z momentovych podminek rovnovahy sestavenych pro maly element o
objemu dV=dx-dy-dz. Sily pisobici na plochach tohoto elementu se ziskaji vynasobenim ptislusné
slozky napéti plochou na které pisobi, napt. dVy, =T, dy-dz. Momentové podminky rovnovéhy se
stanovi k osam x, y", z', které prochazi t&zi§tém elementu a jsou rovnob&zné se soufadnicovymi
osami x, y, z. Napiiklad momentova podminka rovnovahy k ose z ma tvar

ZMZ., =0 dv,dx—dV, dy =1, dxdydz =T  dxdydz =0 Jdx;dy;dz .

Po tpravé rovnice (vydéleni dx, dy, dz) se ziska jedna z rovnic véty o vzajemnosti smykovych
napéti 7, = T,x. Zbyvajici rovnice by se urcily obdobnym postupem pouhou zdménou indexda.

Txy = Tyx Tyz = sz sz = sz
Z véty o vzajemnosti smykovych napéti vyplyva, ze stav napjatosti v libovolném bodu télesa M v

pravouhlé soustavé soufadnic xyz je popsdn pomoci 6 slozek napéti (3 napéti normalova, 3 napéti
smykova).
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ax Txy Xz Ux Txy xz
[0'] = Txy O'y Tyz - [0'] = O'y Tyz
r. I, O. sym. 0.

v _ T
vektor napéti. —»{G} —{Jx g, 0.1, T, ij

Saint-Venantuv princip lokalnosti

Pti feSeni uloh vypoctu stavu napjatosti téles se pouziva Saint-Venantiiv princip lokdlnosti. Princip
lze definovat: Rovnovazna soustava sil pfiloZzena k malé oblasti pruzného télesa ovlivni vyraznéji
jeho stav napjatosti jen v blizkém okoli tj. v oblasti "poruchy", kdezto ve vzdalengjSich bodech ma
zanedbatelné ucinky. Saint-Venantova principu lokalnosti se vyuziva pri nahradeé spojitého zatizeni
soustredeného na malé plose osamélym bremenem apod.

Vztahy mezi vnitfnimi silami a napétimi
Diferencialni podminky rovnovéahy ptimého prutu, které plati mezi sloZkami vnitinich sil a vnéjSim
spojitym zatizenim nosniku lze zapsat ve tvaru

dN dv dM

—=-n, —=-q, —=V+m.

dx dx dx
V piipad¢ prostorové zatizené¢ho ptimého prutu, ktery je umistén v pravotocivé soustavé soufadnic
xyz, kde osa x je totoznd se stiednici prutu a osy y resp. zjsou centralnimi osami setrvacnosti
prifezu, tj. tézistni osy prufezu lze diferencialni podminky rovnovahy zapsat ve tvaru

AN _ aM .

= _nx - _mx
dx dx

v, _ _ am , _ V
dx & dx :
dv. __ dM . _y
dx 1 dx 7

Vyslednice vnitinich sil v prifezu prutu lze ziskat integraci silovych a momentovych uCinkl
elementarnich vnitinich sil (napéti /o, T, T/"dA) plsobicich na libovolné elementarni ploSe prutu
ptes plochu priiezu dA. Pi vypoctu se vychdzi z tzv. derivaéné integraéniho schématu:

> 2> integrace > >>

-q V M
& &€ derivace €€ €

N=[ods M, =[lr.y-1,2)4
v, = OI r,dA M, = TUdeA
V.= quxsz M, = . [o.yda

o o

Vyse uvedené vztahy vyjadiuji podminky statickeé ekvivalence vnitinich sil v priiezu prutu. Musi
byt vZdy splnény v pruzném i plastickém oboru; neurcuji konkrétni rozd€leni napéti po prurezu.
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Deformace a posuny

Vlivem plsobiciho zatiZzeni (vnéj$i / vnitini), ptipadné 1 jinych G€inka (objemové a teplotni zmény)
dochazi k pretvoreni (deformaci) télesa. Tyto geometrické zmény lze pifesné popsat pomoci
pomérnych deformaci nebo pomoci sloZek premisténi (posuny, pootocent).

Pomérné deformace lze rozdélit na:

od normalového napeti o

délkové € = pomérné protazeni resp. zkraceni
pomeér prirustku délky k puvodni velikosti délky

e absolutni protazeni

ptivodni délka

tthlové y = zkoseni

od smykového napéti T

Ady _ Adz

dz

zmeéna uhlu mezi dvema useckami, které byly pred deformaci na sebe kolmé

_ linearni pomérné posunuti

délka hrany
_dx  dy _dx dz _dy  dz
Vo =7+t Ve="7%—, e =t —.
dy dx dz dx dz dy

Deformace v urc¢itém bodu télesa v fezu jistého sklonu je vektor, charakterizovany svymi slozkami.
Stejnym bodem Ize ovSem vést nekonecny pocet fezl, z nichz v kazdém je deformace obecné jina.
Vsechny tyto hodnoty se oznacuji jako stav deformace télesa v uvaZovaném bodu. Stav deformace
je v pravouhlé soustavé soutradnic zapsan matici slozek pomérnych deformaci (v pruznosti téz

nazyvan tenzorem deformace)

y Xy y Xz
8}’ y yz
y zy Ez

Stav deformace v libovolném bodé télesa M v pravouhlé soustavé soufadnic je popsan pomoci 6
slozek pomérnych deformaci (3 pomérné délkové deformace, 3 pomérné uhlové deformace).

gx y Xy y Xz
[£] = y X gy y vz
y zx y zy gz

vektor deformace: — {E}

gx y Xy y xz
- e = £ V.
Sym E 2

{gx gy Ez y Xy y vz y xz} '

Mezi pomérmymi deformacemi a slozkami pfemisténi existuji vztahy, které lze popsat pomoci
geometrickych rovnic. Pfedpoklada se, ze piivodni i deformovanou geometrii télesa lze popsat
pomoci slozek pfemisténi libovolného bodu télesa. Tyto slozky se predpokladaji jako kladné maji-li
shodny smysl se soutradnicovymi osami x(u), y(v), z(w); {u} = {u, v, wh.
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_du _du dv
gx__ y)w__+_

dx dy dx

v _dv dw _
A (4 =[]
_dw _du dw
gz__ yxz__+_

dz dz dx

Fvzikalni vztahy mezi napétimi a pomérnvmi deformacemi

Mezi napétimi a pomérnymi deformacemi existuji vztahy, které lze popsat pomoci fyzikdlnich
rovnic. Tyto rovnice vyjadiuji mechanické vlastnosti materialu.

Materialy lze obecné rozdélit do dvou kategorii:
* linearné pruzné materialy,
* nelinearn¢ pruzné materialy.

Linearné pruzny material (Hookuv zikon)
Pro linearné pruzny material plati linearni zavislost mezi napétimi a pomérnymi deformacemi ve
vSech fazich statického pusobeni (zatézovani, odleh¢ovani).

a) Pomérné délkové deformace

V piipad¢ naméhani prutu pouze norméalovym napétim plisobicim ve sméru osy x prutu (jednd se o

stav jednoosé napjatosti) je linedrni zavislost mezi napétim g a pomérnou deformaci € vyjadiena

pomoci modulu pruznosti v tahu a tlaku E (Y oungiiv modul) Hookeovym zakonem v tahu a tlaku.
o =E¢ .

Pfi osové namdhani prutu nedochazi pouze k podélnym délkovym zméndm, ale také k pficnym
délkovym zménam. Tato pomérna pietvoieni maji opacny smysl nez pomérna pretvoreni
v podélném sméru. Pomérnad pretvofeni v pficném sméru lze vyjadfit pomoci Poissonova
souinitele piicné deformace v (U<0,5).

UX
£,=E =-UVE =V
E

Obdobnym zptsobem Ize provést vypocet pomérnych délkovych deformaci v ptipadé pilisobeni
normalovych napéti ve sméru osy y a z. Celkové pomérné deformace se potom ziskaji superpozici
ucinkl (obecny Hooketiv zakon)

£, :%-Ux —U(O'y +0'Z)] = 2" —u%—ui;
6, =0, -, +0 )

o
gz :E.UZ_U(JX-I-O—)/)]

b) Pomérné uhlové deformace

Obdobné vztahy, které plati mezi pomérnymi délkovymi deformacemi a normélovymi napétimi
existuji 1 mezi pomernymi uhlovymi deformacemi a smykovymi napétimi. Potom se jedna o tzv.
Hooketiv zakon ve smyku, kdy misto E se uvazuje modul pruznosti ve smyku G.
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Yo =

Obdobnym zplisobem lze provést vypocet pomérnych uhlovych deformaci v ptipadé pisobeni
smykovych napéti v rovinnach yz a xz. Celkové pomérné¢ deformace se potom ziskaji superpozici
ucinkl (obecny Hooketliv zakon)

T)C

Vo = Gy
T 74

V. = é
y — TXZ
Xz G

U 1zotropni latky plati mezi E, G a U vztah: g = 2(1 + U) .

Nelinearné pruzny material (plasticita)

Redlné materidly se Hookovym zakonem fidi pouze v omezené¢ mire. Nekteré jen pii malych
napétich. Naptiklad u betonu v tlaku se predpoklada linearni zavislost mezi o a &, tedy platnost
Hookeova zakona, do 40% hodnoty napéti pevnosti betonu v tlaku.

Pruzné puasobeni materidlu je ohraniCeno mezi pruznosti. Pfi vysSich napétich, zejména po
piekroceni meze kluzu vnikaji jiz plastické deformace, které maji nevratny charakter.

Pfi  vypoctech se skuteny materidlovy model nahrazuje zjednodusenym idedlnim
pruZnoplastickym modelem (bez zpevnéni, se zpevnénim), ktery 1ze popsat pomoci:
a) pruznda vétev: material se nachdzi v pruzném stavu a fidi se Hookovym zakonem,

b) plastickou vétev: material je zplastizovan, Hooketiv zakon neplati,

c) vétev odlehceni: vétev odlehCeni je rovnobézna s teCnou vedenou pocatkem materialového
modelu. V piipadé odlehéeni na pruzné vétvi nevznikaji zadné nevratné deformace. Toto
v$ak neplati v ptipadé odlehceni na plastické vétvi.

Plasticka vétev idealné pruznoplastického materidlového modelu neni omezena. Ve skute¢nosti toto
neni mozné, proto se omezeni plastické vétve provadi pomoci taZnosti (tj. plastické protazeni tyce,
napt. betonai'ska vyztuz ma taznost 15%).




