Stavebni mechanika I. — blok 1 Piedndska ¢.8

TRANSFORMACNI VZTAHY PRO KVADRATICKE
MOMENTY ROVINNYCH OBRAZCU

Transformacéni vztahy pro momenty setrvac¢nosti a devia¢ni momenty k
pooto¢envm osam, hlavni momenty setrvac¢nosti

V soufadnicové soustavé xy je definovan obecny rovinny obrazec 0. Vztahy pro vypocet
kvadratickych momentt (I, I, Dyy) k témto osdm
jsou uvedeny textu pifednasky ¢.7. V nékterych
pfipadech je nutné provést vypocet kvadratickych
momentil k osam x’y¢, které jsou pootocené¢ od os
Xy o thel a.

UrCeni  velikosti  kvadratickych ~ momenti
k pootoenym osdm lze provést analyticky nebo
graficky pomoci Mohrovy kruZnice.

Analytické FeSeni

2

elementu dA v pootocené soustavé soutfadnic x’y¢
plati vztahy (vypocet pomoci A)
x'=xcosa +ysina, y =-xsina+ ycosa.

Dosazenim téchto vztahi do zakladnich vztahii pro vypocet kvadratickych momenti se ziskaji
vztahy pro vypocet momentl setrvacnosti I+, I,» a devianiho momentu D, k pooto€enym osdm

(*) I, = Iy'sz = _[(—x sin@ + ycosq)’dA =1 cos’a+1 sin’a - D, sin2a,
o o

(*) I, = jx'sz = I(xcosa+ysina)2dA =1 sin*a+1 cos’a+D, sin2a,
o o

(*) D, =|x"y'd4A=|(xcosa +sina)(—xsina + ycosa)dA = l(I -1 )sin2a + D_ cos2a .
x'y 2 x v Xy
o o

Z vyse uvedenych vztaha (*), (*) a (*) vyplyva, ze pii libovolné zméné velikosti thlu pootoceni
soufadnych os @ dochazi ke zméné hodnot kvadratickych momentt. Pro urcitou velikost thlu a
oznacené¢ho jako ay resp. osy xgyy nabyvaji hodnoty momentl setrvacnosti svych extrému (max,
min), pficemz devia¢ni moment je nulovy. Velikost thlu ay Ize zjistit stejnym zplsobem jako, kdyz
se hleda extrém funkce tj. pomoci derivace ptislusné veli¢iny podle neznamé. V tomto piipadé lze
vyjit z rovnice (*) a plati

dl . . .
- ==2] cosasina+2/ sinacosa—-2D_cos2a=0.
da X y xy
, 1 .
dosazeni: a =aq, - 5( 1 )sm 2a,+D,cos2a,=D,, =0

Po uUpravé vztahu se ziskd vyraz pro vypocet thlu ay — momenty setrvacnosti nabyvaji extrémnich
hodnot k takovym osdam, ke kterym ma deviacni moment nulovou hodnotu,
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2D,
#) tg2a, = 7 Ea

Rovnici (#) odpovidaji dva thly ay a ap+772, které urcuji polohu os xgyy.

Po vypoctu thlu odklonu aj je mozné definovat hlavni momenty setrvacnosti 1.y, I, jako extrémni
hodnoty momenti setrvacnosti piislusejici hlavnim osdm setrvacnosti xgyy, které jsou pootocené o

uhel ay. Pti odvozovani se do vztaha (*), (*) dosadi (#)
I, =1, cos’ a, +1, sin’ @, —-D,, sin2a,,

— ) 2 :
I, =1 sin"a,+I cos"a,+D, sin2a,,
) 1 . ) 1
cos” a, =E(l+cos2a0), sin” q, =5(l—cos2ao),

1 1 :

I, ZE(IX +1y)+5(lx =1 )cos2a, - D, sin2a,,
1 1 .

I, :E(]x +[y)—5(1x —1,)cos2a, + D, sin24,,

1g2a, 1

sin2da, = ————, cos2q, = —————.
’ J1+1g’2a, ’ J1+1g2a,

Po tpravé lze vztahy pro vypocet hlavnich momentt setrvacnosti psat ve tvaru

I +1 1
—_ — x ¥y _ 2 2
Imax[min] _[1,2 - 7 [T]E\/(Ix Iy) +4ny :

Pti vypoctech plati I; = Lyax, I2 = Iyin tj. I; > I,. Hlavnim momentim setrvacnosti ptisluseji hlavni
osy setrvacnosti oznacované jako 1, 2. Je-li deviacni moment kladny, potom osa setrvacnosti, které
piislusi maximalni moment setrvacnosti prochézi I1. a IV. kvadrantem. V opa¢ném piipadé€ je tomu

pravé naopak.

D, >0 D,, <0
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Mezi momenty setrvacnosti k piivodnim osam 1., I, ; k pootoc¢enym osam I, I,» a k hlavnim osdm
setrvacnosti Lygy, Imin plati vztah
Lo+l =1, +1, =1+,

ktery vyjadiuje konstantni hodnotu souctu momentii setrvacnosti rovinného obrazce ke dvéma
libovolnym na sebe navzdjem kolmym osam, které prochazi spolecnym bodem o. Tento vztah se
nazyva prvnim-linearnim invariantem momenti setrvacnosti. VySe uvedeny soucet je roven

polarnimu momentu setrvacnosti rovinného obrazce pro bod o.
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Grafické feSeni - Mohrova kruZnice
Hlavni momenty setrvacnosti lze také stanovit graficky pomoci Mohrovy kruZnice. Pted
sestrojovanim kruznice se predpoklada, Zze jsou znamy hodnoty kvadratickych momenta
k centralnim osam. Postup je ziejmy z obrazku.

A

D

Polomér setrvacénosti

Polomér setrvacnosti k ose x i, resp. kose y i, rovinného obrazce se ur¢i pomoci momentl
setrva¢nosti k pfisluSnym osédm I, I, a plochy priifezu A pomoci vztah

Pomoci uvedenych vztahi Ize také ur¢it momenty setrvacnosti Iy, I, jako soucin plochy priifezu a
druhé mocniny poloméri setrvacnosti iy a i,

_ ) — <2
I, =A4i, I, =Ai.
Iyﬂ i Po dosazeni a upravé vysSe uvedenych vztahii do vztahl pro vypocet
S d momentd setrvacnosti k libovolnym vzajemné rovnobéznym osam z nichz

I
i jedna prochazi t€ziStém (viz. Steinerova véta) 1ze pro poloméry setrvacnosti
: psat
I =1 +Ac® » Ai; = Ail + A - i} =il +°,
t t

X X,
—_ 2 2 .2 2 2.2 2
Iy—lyl+Ad —>Azy—Alyt+Ad —>ly—lyt+d .

Poloméry setrvacnosti k hlavnim osam se nazyvaji hlavni poloméry setrvacnosti a k hlavnim
centralnim osdm pak hlavni centrdlni poloméry setrvacnosti.
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Elipsa setrvac¢nosti

V soutfadnicové soustavé xy s pocatkem o je definovdn obecny rovinny obrazec O o plose A.
Pocatkem soustavy soufadnic ¢ jsou vedeny pod riiznymi uhly osy x;, X2, X3,... X,. Pomoci
momentl setrvacnosti zjiSténych k t€émto osam Iy, Iz, Ly3,... I, a plochy obrazce A lze stanovit
velikosti polomérii setrvacnosti iyz, ix2, ix3,... L. Elipsa setrvacnosti se sttedem v bod¢ o vznikne
sestrojenim dvou rovnobézek ve vzdalenosti 2(iys, ix2, ix3,... ixn) ke kazdé z os xj, x2, X3,... Xn.

setrvacnosti, pti¢emz pro délku hlavnich poloos elipsy plati vztahy
I
a=i_= Ty , b=i = [,

Xo A Yo A

Elipsa setrvacnosti je v soustave soufadnic xy popsana rovnici
2
11,-D?,

2 2 —
Ix"+1,y" =2D xy= y

2%

poloosy tvofi centralni poloméry setrvac¢nosti.

Polarni moment setrvac¢nosti

Polarni moment setrvacnosti I, rovinného obrazce O je
momentem, ktery je vztazeny k libovolnému bodu o, ktery lezi
v roviné obrazce vné nebo uvnitf. Polarni moment setrvacnosti 1,
je definovan pomoci vztahu
1,=[rda,
A

kde r je vzdalenost (pravodic) plosného elementu dA=dx-dy od
daného bodu o a plati pro ni vztah r*> =x* + y°.

Polarni moment setrva¢nosti rovinného obrazce lze definovat také
pomoci upraveného vztahu

I,=[(+y)dA=[yda+ [xdA=1 +]1,.
A A A
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Ze vztahu vyplyva, Ze poldrni moment setrvacnosti I, rovinného obrazce O k bodu o je roven
souctu dvou momenti setrvacnosti I, a I, ke dvéma libovolnym vzijemné kolmym osadm xy, které
prochazeji bodem o resp. se jedna o hodnotu prvniho-linedrniho invariantu momenti setrvacnosti.

Z prvniho-linearniho invariantu momentti setrvacnosti vyplyva, ze velikost polarniho momentu
setrvacnosti I, neni zavisla na smérech vzajemné kolmych os xy, které prochazeji bodem o.

Poliarni moment setrvacnosti ke dvéma libovolnym bodim

Je-li znam polarni moment setrvacnosti /,; k libovolnému bodu o; leziciho v rovin¢ obrazce, potom
1ze pomoci néj stanovit polarni moment setrvacnosti 7, k libovolnému jinému bodu o, ktery rovnéz
lezi v roviné obrazce. Pro vzdalenost plosného elementu r a polarni moment setrva¢nosti I, potom
plati (U1, Uy1 jsou statické momenty obrazce k osam x;, y;)

rt = +d) +(n+ef,
1,=[|(s +d) +(n +cf ha=1,+2cU, +2dU, +(c* +d*)a,
o

WV

bude mit vztah pro vypocet I, tvar
I,=1+(+d)A=1+4p’,

kde p udava vzdalenost bodtio ao;; p=~c’ +d” .

Rovnice pro vypocet I, vyjadfuje, ze polarni moment
setrvacnosti rovinného obrazce k libovolnému bodu o roviny
obrazce je roven souctu polarniho momentu setrvacnosti I

WV

vzdalenosti p.
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Priklad ¢.8/1
Na obrazku je tvarové i rozmérove zadan sloZzeny rovinny obrazec. Vypoctem byla zji$téna poloha
R/ tézist€ Tfx, = 14cm; y, = 24cm]. Tézistém T prochézi tézistni osy
25 Xpr, které jsou rovnob&zné s osami soufadnicového systému xy
: ’EF resp. se stranami rovinného obrazce. K témto t€ZiStnim osam byly
i vypodteny kvadratické momenty I, = 456070 cm®; I,=1 45520cm’
! I © a Dy =-1 00635cm*. Ukolem je:
© | 1. urcit velikost hlavnich centralnich moment setrvacnosti Iy,
® | - Luin,
11l # 77777 Cox ° 3 2. 1‘1r‘(‘fit sméry hlavnich centralnich os setrvacnosti xgpy a zjistit
T l—ik jejich prislusnost k Ly, Lnin,
S | © 3. provést kontrolu velikosti ZIpg, Imin a kontrolu velikosti
! - deviatniho momentu Dygy khlavnim centrdlnim osam
14 . 26 setrvaénosti (Dygyo = 0),
i 40 4. zjistit zda v daném piikladé plati prvnim-linearni invariant

momentud setrvaénosti.

1. Urceni velikosti hlavnich centralnich momentu setrvacnosti I,ay, Lnin-

L o] = %(456 070 +145520) [-1-]%\/(456 070 —145520)° + 4000 635°

L fomin] = 300795 * 185034,4 - I =485829,4cm®;1 . =115760,6 cm®
2. Urceni sméru hlavnich centralnich os setrvacnosti x0yO0.
2[-100 635)

2a, =arctg

- 2a,=0,575044 rad
145520-456070

0

_10,287522=16,473797" =16"2826""
1,858318 =106,47379° =106°2826""

Protoze je hodnota deviacniho momentu Dy, zapornd je 0sa Xy 0Sou Iy, a svird s tézistni osou x;
uhel 16°28°26°°. Potom je osa yy osou L.

3. Kontrola velikosti 1,4y, Inin @ kontrola velikosti deviatniho momentu D, k hlavnim centralnim osdm setrvacnosti.
pro vypocet je zavedeno oznaceni: x, =X, y,=y, a,=0Q

a=16,473797° sina =0,283576 cosa =0,958949

2a =32,947594° sin2a =0,543871 cos2a =0,839168

I.=456070[0,958 949" +145520[0,0283 576> +100 635[0,543871=485829,3cm* =1___
1. =45607000,283 576> +145 520 [0,958 949> —100 635[0,543871=115760,6 cm" = I,

D = %(456 070 —145520)[0,543871-100 635[0,839168 = 0,036 cm”* =0

4. Kontrola platnosti prvniho-linearniho invariantu momentd setrvacnosti.

I, +1, =601590cm®, I +1_. =601590cm®
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Priklad ¢.8/2

Na obrazku je tvarové i rozmérové zadan sloZeny jednoose symetricky rovinny obrazec tvaru T.

24cm
18

2

A% WV

Teézistém T prochazi t€zistni osy xy,, které jsou rovnobézné s osami

soufadnicového systému xy resp. se stranami obrazce. K témto

téziStnim osam byly vypocteny kvadratické momenty I, = 11865,6

cm4; I,= 5648,0cm4. Ukolem je:

1. urcit velikost hlavnich centralnich poloméri setrvacnosti iy, iy
zadaného prifezu.

1. Urceni velikosti hlavnich centralnich polomérl setrvacnosti iy, iyy.

A=2206+608 =240 cm*

i :1/ 11865,6 =7,03cm, i =1/5 648,0 =4.85cm
! 240 i 240

Urcete a sestrojte elipsu setrvacnosti pravothlého trojuhelnika
zobrazeného na obrazku. Stfed elipsy setrvacnosti pii vykreslovani
umistéte do pomocného soufadného systému xy, ktery je rovnobézny
s téziStnim soufadnicovym systémem xp: (x||x; ; y|). Pi1 vypoctu
velikosti kvadratickych momenti k osdm xy vyuzijte nasledujici vztahy
pro vypocet kvadratickych momentti pravouhlého trojuhelnika k jeho

tzistnim osam xg, 1, =(1/36)bh°,1, =(/36)b°h, D, , =+(1/72)p°h’.
Ukolem je:

1. urcit kvadratické momenty k t€ZiStnim osadm I, Iy,

2. ur¢it kvadratické momenty k osam xy I, 1,,,

3. urcit délky hlavnich poloos a, b elipsy setrvacnosti,
4. urcit sméry hlavnich os xgyy elipsy setrvacnosti.

1. Vypocet kvadratickym momenti k t€ziStnim osdm x,.
1 X .
I = 36 30045 =75937,5cm

I = % 30° (45 =33750,0 cm*

Vi

_ +% 302 5% = +25312.5 cm®

Xt Vi

2. Vypocet kvadratickym momentt k osam xy.

1.=75937,5+67530° =683 437,5cm*
A=0,503035=675cm*  1,=33750,0+67520* =303750,0 cm’"
D, =25312,5-675[2030=-379 687,5 cm’

3. Vypocet délek hlavnich poloos a, b elipsy setrvacnosti.

I %(683 4375+303750,0) % %\/(683 437,5-303750)* + 4379 687,5>

max[min]
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=493593,75 [-f] 424503,51 > I, =918097,26 cm*;1_,. =69 090,24 cm*

> % min

Imax[min]

a=i =1/M:36,880m, b=i = MIIO,Ucm
0 675 Yo 675

4. Vypocet sméru hlavnich os xgy, elipsy setrvacnosti.

-2
2a, =arctg 8796875 _ 1,107 149
303750,0 -683437,5
a,=0,553574=31,717 748 =31°43’

a, +90" =121°43’

Osa xp svira s osou x uhel ap a osa yo sviré S 0sou x ﬁhel

A%

rovmneho obrazce.

Priklad ¢.8/3

AY Vypoctéte a sestrojte centralni elipsu setrvacnosti rovinného obrazce tvaru
L. Pii vypoctu uvazujte, ze prifez je tvofen ze dvou obdélnikl (viz.
obrézek) Ukolem je

2%
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2. urcit kvadratické momenty k t€ZiStnim osdm Iy, 1,4,
| - ‘ 3. urcit délky hlavnich poloos a, b elipsy setrvacnosti,
4. urcit sméry hlavnich os xgpy elipsy setrvacnosti.

61cm

15,

10, 34
T44cm

1. Vypocet polohy tézist¢ T rovinného obrazce o soutfadnicich x;, y,.

A=4405+10326=1120cm’

X, _T(M 05022 +10 26 3) =15,018 =15 cm

¥, =ﬁ(44 507,5+10046 [38) =20,027 =20 cm

2. Vypocet kvadratickym momentl k t€ZiStnim osdm I, 1,,.

I :égA a5 +440502,5° +é[l]0 (46> +10[46 (18° =345653,33cm”

I :é[ns [34° +44057,0 +ém6 10° +10 @6 00% =188 653,33 cm*

Yi

D, , =0-440507,002,5+0-10046 0008 =-140550,0 cm*

3. \/ypoéd délek hlavnich poloos a, b elipsy setrvacnosti.

1

max[min]

(345 653,33 +188.653,33) # ¢(353 653,33 —188 653,33)* + 4 0140 550,0
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= 267153,33[45]160 986,17 — I =428139,5cm*;1_ =106167,16cm’

] max [min]

a=i, =1/M=l9,55cm, b=i =JM:9,74cm
0 1120 Yo 1120

4. Vypocet sméru hlavnich os xgy, elipsy setrvacnosti.

-2[140550,0
NN 2a, = arctg . =1,061435
Wo i 188 653,33 -345653,33
] a,=0,530717=30,407 873" =30°24
| a, +90° =120°24’

© \ ‘ ,/'XO
g b - Protoze je hodnota devia¢niho momentu Dy, zdpornd je osa xy
.~ I\ -~ ta,=3043 N , .
© A T XO - 0S0U Iy @ svira s tézistni osou x; uhel @y. Potom osa yy svird s

_ " osou x thel ap+90°.
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