Stavebni mechanika I. — blok 1 Piednaska ¢.7

TEZISTE A KVADRATICKE MOMENTY ROVINNYCH
OBRAZCU

TEZISTE

W Wew

W Wew

si lze predstavit: ¢aru, plochu nebo téleso, jehoz hustota pkg/m’] popt. mérna tiha JN/m’] je
konstantni.

TEzisté rovinné cary

Obecna rovinna krivka

V soustavé soufadnic xy je definovdna libovolnd homogenni rovinna kiivka k, kterd je v intervalu
(a,b) popsana funkci y=f(x). Tuto kiivku lze rozd€lit na konecny pocCet malych ¢asti (tzv.
diferencialnich elementil) ds o soufadnicich x, y. Pro diferencidlni element ds lze psat

2 2 2
ds = \dx* + dy’ =1f%+% Vdx® = 1+(%) dx =1+ dx.
X X V X

Potom celkova délka homogenni kiivky k se ur¢i pomoci urcitého integralu ptes interval (a,b)
b
s = I 1+y"%dx.

kiivce k urcena soufadnicemi x a y. Tuto polohu lze také stanovit
pomoci statickych momenta diferencialniho elementu dUx a dUy
ur¢enych k osdm x a y. Statické momenty jsou definovany jako
soufadnicovych os x a y

dU_ = yds, de = xds .

Statické momenty celé obecné rovinné kiivky k 1ze urcit pomoci vztahti

U, =J.de =J.yds=j‘y 1+ dx =sy,, U, =Ide =J.xds=j.x 1+ " dx = sx, .
k k a k k a

j-x 1+ dx j.y 1+ dx

—UJ/— —Ux
AR S— S p—
I 1+ 3" dx I 1+y"dx

SloZena rovinna ¢ara

cary. Pod pojmem slozena rovinnd c¢ara se rozumi ¢ara, ktera se sklada zkonec¢ného poctu
jednoduchych piimych popt. 1 zakfivenych casti kj...k, délek sj...s,. Celkova délka slozené
rovinné ¢ary je rovna souctu délek dil¢ich casti




Stavebni mechanika I. — blok 1 Piednaska ¢.7

Vv v

T/x,, y,] plati

n n
;Si'xti U Z Si Vi

:Uy:_ —_ x = _i=l
S

n ’ yt - n '
S
25 p
i=1 i=1

X

Lomena ¢ara
Postup urovani t€zist¢ lomené Cary je stejny jako v piipadé sloZzené rovinné cary, protoze lomena
cara je zvlastni ptipad slozené rovinné ¢ary — je tvofena pouze UiseCkami.

Tézisté rovinnych obrazcu

Obecny rovinny obrazec

V soufadné soustavé xy je definovan libovolny rovinny obrazec O. Tento obrazec lze rozd¢lit na
konecny pocet malych prvki (tzv. diferencidlnich prvkl) d4 o obsahu d4=dx-dy. Celkovou plochu
A obrazce O lze urcit pomoci obsaht diferencidlnich prvki d4

A=jdA=”dxdy.
o o

Vvt

obrazci O urCena souiadnicemi x a y. Tuto polohu lze také stanovit
pomoci statickych momentl diferencialniho elementu dUx a dUy
ur¢enych k osam x a y. Statické momenty jsou definovany jako
soufadnicovych os x a y

dU_ = ydA, de:di.

Statické momenty celého rovinného obrazce O jsou dany vztahy

Ux:Ide:IydA:ijdxdy, Uy:dey:jdi:dexdy.
o o o o [ o
Potom se soutadnice t&€zisté€ 7/x;, y,/ obecného rovinného obrazce O urci pomoci vyrazi
” xdxdy ” ydxdy
Xt:—yzo—, yt:Ux =9 __
A ”dxdy A J. jdxdy
o [

Staticky moment rovinného obrazce O k libovolné ose jdouci téZistém je roven nule. Pfemisténim

2

platit: xt =yt =0 a Ux = Uy = 0.

SloZeny rovinny obrazec

Pti vypoctu se slozeny rovinny obrazec rozd¢€li na kone¢ny pocet jednoduchych casti O;...0, (napf.
obdélnik, kruh, ¢tverec), pro které se urci plochy Aj...A, a soutfadnice tézist' Ty...T, tj. [xu,
Vil . [Xtn, Yml. Celkovou plochu Ize potom urcit jako soucet dil¢ich ploch
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TéEzisté téles
Obecné homogenni téleso
V soufadné soustavé xzy je definovano libovolné homogenni téleso £2. Toto téleso Ize rozdélit na
kone¢ny pocet malych prvka (tzv. diferencidlnich prvkl) dV ve tvaru hranolu popt. kvadru o
hranach dx, dy a dz a o objemu dV=dx-dy-dz. Celkovy objem télesa 2 lze urcit pomoci objemu
diferencialnich prvkia dV

v =[av = [[dxdydz.

Q Q

Poloha tézisté¢ T,y diferencidlniho elementu dV je v télese 2 urcena soufadnicemi x, y a z. Tuto
polohu Ize také stanovit pomoci statickych momentt diferencialniho elementu dUyz, dUzx a dUxy
urc¢enych k osam x, y a z. Statické momenty jsou definovany jako soucin délky elementu dV a

2%

du,. =xdV, dU_ =ydV, au,, =zdVv.
Statické momenty celého homogenniho télesa 2 jsou dany vztahy
U, = J.dez = deV = J"”xdxdydz =Vx,, U, = Idsz = Ide = J.J.J‘ydxdydz =Vy,,
Q Q Q Q Q Q

U, = Idey = .[ZdV = J.J.J.dedydz =Vz,.
Q Q Q

A%

U U
x[:i:lj.de’ yt:sz le.de Z[zl:lIZdV.
vorl V.oV Vvoory

SloZené homogenni téleso

Pii vypoctu se slozené homogenni téleso rozdé¢li na koneény pocet jednoduchych casti €2;...0,
(napt. kvadr, krychle), pro které se ur¢i objemy V;...V, a soufadnice t¢zist’ T;...T, tj. [Xu, Y,
Zef - - [Xtns Yins Zenf. Celkovy objem lze potom urcit jako soucet dil¢ich objemt

=3,
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KVADRATICKE MOMENTY ROVINNYCH OBRAZCU

Kvadratické momenty rovinnych obrazct patii k dal$im geometrickym charakteristikam, které se
vyuzivaji pfi statickych analyzich prutovych konstrukci. Pod pojmem kvadratické momenty
(momenty druhého stupné) rovinnych obrazct rozumime:

* I ... momenty setrvacnosti rovinnych obrazci,

* D ... deviaéni momenty rovinnych obrazci.
Pti vypoctech kvadratickych momentt se nasobi plosny prvek dA4 druhou mocninou délek x resp. y
nebo soucinem délek x a y.

Momenty setrvacnosti a devia¢ni momenty jednoduchvch obrazcu

Momenty setrvac¢nosti jednoduchych obrazcu

Vztahle-li se obecny rovinny obrazec O k libovolnym
souradnicovym osdm x, y, které lezi vroviné obrazce, jsou
momenty setrvacnosti diferencidlniho plosného prvku dA=dx-dy
k témto osam definovany vyrazy

dl, = y’dA, dl, = x’dA .

Momenty setrvacnosti celého rovinného obrazce O k osam
soufadnic, které jsou vzdy rizné od nuly, lze vyjadfit ve tvaru
[=[dl =[yda, I =[dl =[xd4.
o o o

o

Momenty setrvacnosti rovinného obrazce k téZiStnim osdm se
nazyvaji centrdalnimi momenty setrvacnosti a pftisluSné osy
centrdlnimi osami setrvacnosti.

Devia¢ni momenty jednoduchych obrazce
Vztahle-li se obecny rovinny obrazec O soucasné ke dvéma libovolnym osam x a y, které lezi
v roviné obrazce, je deviacni moment diferencidlniho plosného prvku dA=dx-dy k t¢émto osam
definovan vyrazem

dD,, =xydA.

Deviaéni moment celého rovinného obrazce O k osam soutadnic 1ze vyjadiit ve tvaru
D, = .[ ap,, = J. xydA .
o o

Osy knimz ma deviacni moment nulovou hodnotu se nazyvaji
obrazce potom se tyto osy nazyvaji hlavnimi centrdlnimi osami
setrvacnosti.

Devia¢ni moment rovinnych obrazcli s minimalné jednou osou
soumérnosti prochdzejici t€zistém nabyva nulové hodnoty, napft.
kruh, ¢tverec, obdélnik apod.
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Transformacéni vztahy pro momenty setrvaénosti a deviaéni momenty
K posunutym osam

Momenty setrvacnosti ke dvéma rovnobéZznym osam

V soufadnicové soustavé x;y; je definovan obecny rovinny
obrazec 0. Vztahy pro vypocet kvadratickych momentl
ktémto osdm jsou uvedeny v pfedchdzejicim textu.
V nekterych  pfipadech je nutné provést vypocet
kvadratickych momentii k osdm xyp, které¢ jsou posunuté o
délky ¢, d od os x;y; a jsou s nimi navzajem rovnob&zné.
V tomto piipad¢ plati pro soufadnice ploSné¢ho elementu dA4
vztahy

(*) x=x +d, yEyte.

Dosazenim téchto vztahti do vztahli pro vypocet momentt
setrvacnosti (viz. predchézejici text) se ziskaji vyrazy pro
vypocet momentl setrvacnosti k posunutym osdm xy

I,=[y’dA=[(y +c)'dd = [ylda+2c[ypdd+c [dA=1, +2cU, +Ac,
o o o o o

I,=[x’dA=[(x +d)dA=[x}dA+2d[xdA+d*[dA=1, +2dU, + Ad’.
0] o o o o

Pouzitim obecného zépisu, lze vyse uvedené vztahy zapsat ve tvaru
I =1 %2cU, +Ac’ ... sgn— (v <yl)

I.=1 %2dU, +Ad* ... sgn— (x <xI).

V ptipad€, ze osy xy; jsou totozné s t€ziStnimi osami Xy, potom jsou statické momenty nulové a
vyse uvedené vztahy lze zapsat ve tvaru
I, =1, +Ac?, I,=1, +4d’,

které lze také popsat pomoci

Steinerovy véty: Moment setrvacnosti rovinného obrazce je roven souctu momentu setrvacnosti
k rovnobéiné ose prochazejici téZiStém a plochy obrazce vyndsobené druhou mocninou
vzdalenosti obou os.

Devia¢ni moment k posunutym osam
Jedna se o stejnou ulohu jako v predchazejicim odstavei. Dosazenim vztahti (*) do vztahu pro
vypocet deviaéniho momentu se ziska vyraz pro vypocet deviacniho momentu k posunutym osam

Dx}’ = IxydA = I(xl +d)(y1 +C)dA = =Dx1yl + del +CUy1 +Acd
0 o

V piipadé, Ze osy xp; jsou totozné s téZiStnimi osami xgy, potom jsou statické momenty nulové a
vyse uvedené vztahy lze zapsat ve tvaru
= +
D,=D, , +Acd,

ktery Ize také popsat pomoci véty:

Deviacni moment rovinného obrazce je roven souctu deviacniho momentu k rovnobéZnym osam
prochazejicim téZistém a plochy obrazce vyndsobené vzdalenostmi obou os.
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Kvadratické momenty sloZzenvch rovinnvch obrazcu

Pii vypoctu kvadratickym momentl sloZenych rovinnych obrazcl lze sloZené rovinné obrazce
rozdelit na konecny pocet (n) jednodussi obrazcti, pro které se urci kvadratické momenty k vlastnim
téziStnim osdm. Pouzitim principu superpozice a transformacnich vztahli je mozné provést vypocet
kvadratickych momentti rovinného obrazce k osdm xy pomoci vztahti

L=X0, =3, + A =3, + A7),
i=l i=l P

]y = Zn:]y,i = Zn:(jy,,i + Aidi2) = Zn:(]y,. + Aixiz) >
i=l i=1 i=1

ny = ny,i = Z(Dx,y,,i + Aicidi) = Z(Dx,y, + Ai‘xiyi) ’
i=1 i=1 i=1

kde

A, ... obsah i-tého dil¢iho obrazce,

Ix,,i = X;

1. =1,

D . ,=D,, ... kvadratické momenty i-t¢ho dil¢iho obrazce k vlastnim t€ZiStnim osam x,; = x,,

¥, =, které jsou rovnobézné s osami x, y

V pfipadé¢, Ze se v rovinném priufezu vyskytuje otvor, pak se u plochy i kvadratickych momentt
uvazuje zaporné znaménko.




