Stavebni mechanika 1 — blok 1 Piednadska ¢.2

PROSTOVOVE SOUSTAVY SIL

Tri sily se spoleénym pusobiStém

Velikost vyslednice R = F soustavy tfi sil Fx, Fy, Fz, které jsou na sebe navzajem kolmé a jsou
umisténé ve spolecném pisobisti 05m 1ze ziskat postupnym vektorovym souctem
F +F =F,, F +F =F +F +F =F

nebo souétem ve skalarnim tvaru

sz +Fy2 :in’ in +FZZ :sz +Fy2 +FZ2 =F2, F = [F'xl +Fy2 +FZZ )

Velikost vyslednice R = F soustavy tii sil Fx, Fy, Fz pusobicich ve spole¢ném plisobisti je rovna
velikosti uhlopticky hranolu o stranach rovnych vektorim Fx, Fy a Fz

R=F=|F’+F’+F’ .

Vyslednice R = F svira se soufadnicovymi osami +x, +y, +z smérové uhly a, B, y, které lze vyjadrit
pomoci vztahti

F F F
cosa=—, cosfB=—2, cosy=-—=, pricems plati: cos” @ +cos” B+cos’ y=1.
F F F
2/1

Prostorova soustava sil se spoleénym piisobiStém (prostorovy svazek sil)

Reseni prostorové soustavy riznob&znych sil tzv.
prostorového svazku sil F1...Fn se spoleénym plisobistém
m se provadi numericky. Kazda sila soustavy sil Fi
(i=1...n) je definovana svoji velikosti, smérem a smyslem
(pomoci smérovych thla ai, £, U). Kazdou silu soustavy
sil lze rozdé€lit pomoci goniometrickych funkei na tfi
sloZky, které jsou na sebe navzdjem kolmé a plisobi ve
sméru soufadnicovych os x, y, z
F, =Fcosa, F,=Fcosf,. F.=Fcosy,.

Timto postupem vzniknou misto plivodni soustavy sil
Fl1...Fn tfi soustavy sil se spolecnym pilisobistem pisobici ve sméru soufadnicovych os.
Algebraickym souctem slozek sil v ptislusnych osach lze ziskat dil¢i vyslednice Rx, Ry, Rz pro
které plati podminky ekvivalence:
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R.=Rcosa = Zn:Fix = Zn:Fi cosa,

i=1 i=1

R, :Rcosﬁ=zn:Fiy =iFi cos B,
i=1 i=1

R._=Rcosy= iFiz :Zn:Fi cosy,
i=l

i=1 =]
- o , . . . 2/2
rovnice piedstavuji statické podminky ekvivalence pro prostorovy svazek sil @

Vyslednici R prostorového svazku sil, ktera ptsobi v bodé oSm a ji ptisluSejici smérové uhly a, B, y

1ze urcit pomoci vztahli
R=\JR2+R’+R?,

R, Ry R, S , 2 2 2
cosa = R’ COS,B:?, cosy = R’ pricemz plati: cos” @ +cos” f+cos” y=1.

Podminky rovnovahy:

Prostorova soustava sil F1...Fn se spolecnym plsobiStém o5m je v rovnovaze praveé tehdy, kdyz
algebraické soucty pruméta vSech sil soustavy do tii navzajem kolmych (obecné kosouhlych) os
jsou rovny nule.

Rx:iF;x:() Ry:iF:'y:O Rz:iF;z:O
i=1 i=1 i=1

Ulohu Ize rozdglit na dvé ¢asti (A) na rozklad sily R do tii slozek a (B) zrudeni sily R tiemi
slozkami.
(A) Rozklad sily R do tFi slozek:
Rozklad sily R do tfi slozek 1ze provést feSenim tii statickych
podminek ekvivalence rovnovahy.

R, =23:Ficosa’i, R, =Z3:Ficos,8i, R, =23:Ficosy,..

i=1 i=1 i=1
(B)  ZruSeni sily R tfemi slozkami:
ZruSeni sily R tfemi slozkami lze provést pomoci tii silovych
podminek rovnovahy.

&:igza &:igza &:i@:a
i=1 i=1 i=1

Staticky moment sily k bodu v prostoru

Libovolnym bodem s a paprskem sily F lze prolozit rovinu statického
momentu P. Potom je staticky moment Ms sily F k bodu s v prostoru
roven statickému momentu sily F k bodu s v roviné p
M =Fp, Q
kde
D ... rameno sily (kolmice z bodu s na paprsek sily F v roviné p).
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V ptipad¢ vétSiho poctu rizné pulsobicich sil Fi(s) v prostoru existuje shodny pocet rovin 0f
statickych momentt Ms,i sil Fi k bodu s. Tyto roviny statickych momenti jsou obecné rizné.
Z tohoto divodu nelezi vektory moment Ms,i na jedné piimce a je tedy nutné provadét pii vypoctu
vektorové soucty. Potom Ize momentovou (Varignovu) vétu zapsat:

Momentova (Varignonova) véta v prostoru k bodu: Staticky moment Ms, vyslednice silové
prostorové soustavy sil F1...Fn k libovolnému bodu s v prostoru je roven vektorovému souctu
statickych momenta Ms, I...Ms,n jednotlivych sil soustavy F1...Fn k tomuto bodu

)

Ms :MS,R :zMs,i N
i=1
Libovolny bod m, ktery lezi na paprsku sily F je povazovan za pusobisté sily F. Bodem m lze
prolozit rovinu p, ktera je kolma na momentovou osu Q. Pisobici silu F 1ze potom rozdélit na:
1. silu ptisobici kolmo na rovinu o F’’=F-cos(q),
2. silu ptisobici v rovin€ o F’=F-sin(q).

Staticky moment sily k ose v prostoru

Staticky moment Mo (vektorova veli¢ina) sily F k ose O v prostoru je zpisoben pouze silou
pusobici v roving p (F’=F-sin(Q)) na rameni p (tj. kolma vzdalenost bodu s od paprsku sily F”)
M, =F'p=Fpsina (pro a =n/2: M, =Fp).

Momentova (Variognova) véta v prostoru k ose: Staticky moment sily F resp. vyslednice
libovolné prostorové soustavy sil R k momentové ose O je roven algebraickému souctu statickych
momentt jejich slozek (tj. jednotlivych sil soustavy) k téZe ose.

Silu F pusobici v libovolném bodé m o soufadnicich (x, y, z) lze nahradit ekvivalentni soustavou tii
na sebe navzajem kolmych sil, které jsou rovnobézné s osami soutfadnic
F_=Fcosa, F,=Fcosp, F. =Fcosy.

Statické momenty Mx, My, Mz sily F k soufadnicovym osam je mozné potom urcit pomoci vyrazii
M, =M =Fy-Fz=F(ycosy—zcosf),

M, =M_=Fz-Fx=F(zcosa—xcos)),
M,=M_=Fx-F.y=F(xcosf3~ycosa).




Stavebni mechanika 1 — blok 1 Piednadska ¢.2

Plsobisté statickych momentdt Mx, My, Mz
mohou lezet vlibovolném  bodé¢ na
soufadnicové ose x, p, z. Vysledny vektor
statického momentu Mo=s sily F k bodu o=
(. pocatku soustavy soutradnic) se ziska
vektorovym souctem statickych momenti Mx,
My, Mz k soutadnicovym osam. Velikost Mo =
je totozna s télesovou uhloptiCkou kvadru o
hranach Mx, My, Mz a lze ji vyjadiit pomoci
vztahu

M, =M +M:+M? .

Pro smérové uhly A, i, vplati vztahy:

Mx M Mz vy v ’ 2 2 2
cosA = , COS'UZV’ cosl/=M , pricemz plati: cos” A+cos” f{+cos"V =1.

s @

Dvojici sil v prostoru Ize definovat stejnym zptsobem jako dvojici sil v roving (tj. soustava dvou
navzajem rovnobéznych sil stejné velikosti, opacného smyslu, které nelezi na jednom paprsku).
Oproti dvojici sil v roviné mize dvojice sil v prostoru piisobit ve zcela libovolné roving p. Volny
vektor momentu M dvojice sil plsobicich vroviné p, ve které se nachazi pocatek soustavy
soufadnic lze vyjadfit pomoci vztahu

Dvojice sil v prostoru

M =Fp.

Tento volny vektor M plsobi v libovolném bodé€ roviny o, kolmo na rovinu 0 a se soufadnicovymi
osami svira smérové uhly A, y, v.

M ... volny vektor momentu
dvojice sil

kladny
smysl <+j
otaceni

Pro dvojici sil v prostoru plati stejné zasady jako pro dvojici sil v rovin€. V roviné plze dvojici sil:
* libovoln¢ posunout nebo pootocit,
* nahradit jinou dvojici sil, kterd vyvozuje stejny moment co do velikosti a smyslu jako
plvodni dvojice sil,
* dvojici sil v prostoru posunout do jiné roviny /7, ktera je rovnobézna s rovinou 0 (pro dvojici
sil vroving€ tento bod neplati) — dojde ke zméné polohy pusobiste, ale vysledny ucinek
vektoru M zistane stejny.
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Staticky moment Mo dvojice sil pusobici v roviné @k ose O v prostoru je roven prumétu vektoru M
momentu dvojice sil do osy O

M, =Mcos¢ =Fpcosg,

nebo je roven momentu dvojice sil, kterd se ziskd promitnutim dvojice sil do roviny p, ktera je
kolma na osu O.

vypocet 1.
M=Fp -~ M,=Mcos¢ = Fpcos¢

vypocet 2.
F'=Fcos¢ -~ M,=Fp=Fpcos¢

Soustavu silovych dvojic ptsobicich v prostoru o momentech Mi = Fi+pi (i=I...n), které ptisobi na
tuh¢ téleso v obecnych rovinach o (i=I...n) lze zobrazit vektorové a premistit je do pocatku
pravouhlého systému soufadnic. Timto postupem vznikne soustava vektorit momentt Mi (i=I...n)
se spolecnym pusobistém o. Pii stanoveni vysledného vektoru momentu Mr se kazdy vektor Mi
rozlozi pomoci smérovych Ghla Ai, 4, Vi na tfi pravothlé slozky Mxi, Myi, Mzi, které pusobi
v soufadnicovych osach

M, =M, cosA, M, =M,cosu, M, =M, cosv,.

Hodnoty dil¢ich vyslednych vektori momenti Mrx, Mry, Mrz plsobicich v soufadnicovych osach
se ur¢i pomoci vztaha

M, =M, cosA :iMix :Zn:M,. cosA, ,
i=1

i=1

M, =M, cos,u:Zn:Miy :iM,.cos,ui,
i=1 i=1

n n
M, =M, cosv :ZMiz :ZMi cosV, .
i=1 i=1

rovnice piedstavuji statické podminky ekvivalence pro soustavu silovych dvojic v prostoru
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Pro vysledny vektor momentu Mr a smerové thly plati vztahy 2/6 @
Mr :\/Mli +M1j2y +Mr22

M M
cosA=—=2, cosu=—2=, cosV =
M M

r r

Podminky rovnovahy:

rz

I3

2

pricems plati: cos” A +cos” f/+cos’ vV =1.

Soustava silovych dvojic v prostoru o momentech MI...Mn je v rovnovaze pravé tehdy, kdyz
algebraické soucty priméti vSech vektori momenti silovych dvojic do tfi navzdjem kolmych

(obecné kosotihlych) os jsou rovny nule.

er:iMix:()’ Mry:iMiy:O’ Mrz:iMizzo
i=1 i=1

i=1

Obecna prostorova soustava sil

Pod pojmem obecnd prostorovd soustava sil se
rozumi soustava sil, jejiz paprsky nelezi v jediné
rovin€ ani  neprochdzeji jednim  bodem.
Predpoklada se, ze kazda sila soustavy Fi
(i=1...n) v soufadnicové soustave x, y, 7 je zadana
velikosti, pisobiStém mi(xi, yi, zi) a smérovymi
uhly ai, B, y.

V ptipad€¢ ulohy redukce sily Fi k libovolnému
bodu o je nutné rovnobézné posunout silu Fi
pusobici v bod¢ mi do pocatku soustavy souradnic
0. Z divodu zachovani stejného ucinku je nutné
k posunuté sile ptidat dvojici sil o momentu Mio,
kterd je co do velikosti a smyslu rovna statickému
momentu sily Fi k bodu o
M, =Fp,.

Vektor momentu dvojice sil Mio je kolmy na rovinu p, kterd je definovand paprskem sily Fi a

pocatkem soufadnicové soustavy o.

Pii praktickém postupu se provadi redukce sily Fi k bodu o pomoci slozek sil rozloZzenych do

soufadnicovych os
F, =Fcosa,

F,=Fcosf,  F.=Fcosy,.

Tyto rozlozené sily se piesunou do pocatku soustavy soufadnic ¢ a podle vyse uvedené poucky o
wredukci sily k bodu*“ se k soustavé prida celkem 6 silovych dvojic, které se rovnaji statickym

momentim sily Fi k soufadnicovym osam
M, =F.y,—F,z,

iy<i

M, =F.z -F.x,

z°"1

X1

=F,(y,cosy, —z,cos B),
=F,(z,cosa, —x;cosy,),
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M, =F,x, —F.y, = F/(x,cos 5, — y,cosa,).

Vi

Vysledny ucinek silovych dvojic o momentech Mix, Miy, Miz je roven jediné dvojici sil 0 momentu
Mio, ktery je roven statickému momentu sily Fi k pocatku o

Mio :\/Mii-'-Mii +M;

Pro smérové thly vektoru momentu Mio plati vztahy

iy

M, M.
cosA, =—=, cosy, = , cosy, =—%£.
M M

io io io

Po provedeni redukce vsech sil Fi (i=1I...n) k pocatku soustavy soufadnic o ziskame:
* prostorovy svazek silovych vektora Fi (i=I...n),
e prostorovy svazek vektorii momentt Mio (i=1...n).

Velikost vektoru vyslednice R prostorového svazku sil je rovna thlopfi¢ce kvadru, kde Rx, Ry, Rz
jsou pravouhlé priméty vyslednice R do soutadnicovych os, které jsou rovny algebraickému souctu
priméth vSech sil soustavy do stejnych os.

R=\JR}+R’+R’

(1) R, =Rcosa=iFix :iFicosa’i,
i=1 i=l

(2) Ry=RCOS,3=Zn:Ey=iE.cos,Bi,
i=1 i=l

(3) RZ=Rcosy=iFiz =Zn:Ecos}4.
i=l

i=1

Pro smérové uhly a, B, y plati

R R R
cosa = 7)“, cosfB = Fy’ cosy = Rz , pricems plati: cos” @ +cos” f+cos” y=1.

Vyslednym ucinkem prostorového svazku vektorit momentt Mio je jedina dvojice sil 0 momentu
Mr plsobici v pocatku soustavy soufadnic 0. Velikost momentu Mr se stanovi pomoci pravotuhlych
pruméti vektoru Mr do soutadnicovych os Mrx, Mry, Mrz, které jsou rovny algebraickému souctu
statickych momentt sil soustavy ke stejnym osam.

M, :\/fo +M)+M]

(4) er :Mr COS/‘ :Z(F;zyi _F;yzi) ZZE(yz COS% _Zi Cosﬁi)
i=1 i=1

(5) M, =M, cos,u:Z(F;le. -F_ x,) :ZF;(Zi cosa, —x,cosy,;)
i=1 i=1

(6) M, =M, cosv :Z(Fl.yxl. -F.y) ZZFl.(xi cos B, —y,cosq,)
i=1

i=1
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Pro smérové uhly A, i, vplati
M M
cosA = er , cosi=—2 cosy =—2=, pricems plati: cos” A +cos” fi+cos’V =1.

r r r

>
X

-

Vztahy | (1, 2, 3, 4, 5, 6) pro Rx, Ry, Rz a Mrx, Mry, Mrz ptedstavuji Sest statickych podminek
ekvivalence obecné prostorové soustavy sil.

Vysledné vektory R a Mr spolu sviraji v pocatku soustavy souradnic thel ¢, pro ktery plati vztah
Rxer + RyMry + RzMrz
£0.
RM,

V piipadé #=72 je R kolmé na Mr a plati podminka ortogonality.

cosy =cosacosA +cos [Scos [+ cos ycosV =

RM, +RM +RM,_ #0

Vektor Mr lze rozlozit v roviné p vymezené vektory R a Mr do dvou na sebe navzajem kolmych
slozek Mrv a Mrn, tak Ze vektor Mrv splyva s paprskem sily R.
M, =M, cosy =konst., M, =M, singy

1. Vektor momentu Mrn Ize v roviné¢ @/g nahradit dvojici sil R plisobicich na rameni r = Mrn/R,
pricemz jedna sila prochazi pocatkem soutfadnicové soustavy o. Tuto dvojici sil lze v rovinég @
posunout a pootocit tak, aby paprsek jedné sily dvojice byl totozny s paprskem R, ktery prochézi
pocatkem soufadnicové soustavy o. Po této upraveé je vysledny ucinek obecné prostorové soustavy
sil charakterizovan silou R piisobici v centradlni ose C a hlavnim momentem Mrv || R. Tento G¢inek
se také nazyva Sroub (posun ve sméru centralni osy a otaceni okolo téze osy).

2. Vektor hlavniho momentu Mrv lze nahradit dvojici sil 7 plsobicich na rameni p = Mrv/T.
Dvojici sil T pasobici v roviné 4/ je mozné posunout a pootocit tak, aby jedna sila z dvojice sil T
protnula silu R v bod€é m na centralni ose C. Vektorovym souctem R a 7 se ziska sila ¥V, kterd svira
s osou C uhel &
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V=AT*+R*, cos5:§, sin5=§.

Uplatnénim tohoto postupu je bivektor (dynama) R a Mr nahrazen dvojici mimobé&znych sil 7T a V,
tzv. silovym k¥iZem. Toto nahrazeni lze provést nekone¢né¢ mnoha zptsoby, protoze lze volit bud’
velikost sily T nebo ramene p; Mrv = Tp.

Podminky rovnovahy:

Obecna soustava sil Fi (i=I...n) pusobici na tuhé téleso je vrovnovdze pouze tehdy, kdyz
algebraické soucty vSech sil do vSech soutadnicovych os jsou rovny nule a algebraické soucty
statickych momentt vSech sil soustavy ke stejnym osam jsou také rovny nule.

R, :Zn:Fix :Zn:Fi cosa; =0
i=1 i=1

R, :Zn:Fiy =Zn:Ficos,8i =0
i=1 i=1

n n
R =3F. =3 Foosy, =0
i=1 =1
silové podminky rovnovahy

M, =3 M, = F (3, cosy, =2, c0s5) =0

M, ZZMW ZZFl.(zl. cosa, —x,cos);) =0
i=1 1

n n
M, = ZMiZ = ZFi(xi cos B, —y,cosa,)=0
i=1 i=l
momentové podminky rovnovahy

Misto 3 silovych a 3 momentovych podminek rovnovadhy lze pouzit i jiné kombinace vzdy do celkového souctu 6.

Jedna se o ulohu, kdy obecnou silu F=R zadanou velikosti, pisobi§tém m(x,y,z) a smérovymi thly
a, B, ynahrazujeme jeji vysledny ucinek pomoci Sesti sil Fk (k=I...6), které ptisobi v zadanych
paprscich.

Sila R je popsana pruméty do tii souradnicovych os (Rx, Ry, Rz) a statickymi momenty Mx, My,
Mz vztazené k souradnicovym osdm. Pfi feSeni dané ulohy se nejdiive libovolné zvoli smysly vSech
,nhahradnich® sil Fk (k=I...6), kterym odpovidaji smérové thly ak, Bk, Wk a puasobisté mk.
Velikosti a spravné smysly ,ndhradnich® sil Fk lze zjistit pomoci 6 statickych podminek
ekvivalence, které lze napsat mezi soustavou sil Fk a silou F=R. Tato tloha je feSitelna, je-li
determinant soustavy rovnic rizny od nuly, tj. matice je regularni (det A Z0).

ZFkszx’ Fky:Ry’ iFkZ:RZ
k=1

k=1

M-

=1

6 6
DM =M,  YM =M, YM_ =M,
k=1 k=1

rovnice piedstavuji statické podminky ekvivalence

ENES
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Jedna se o ulohu, kdy obecnou silu F=R zadanou velikosti, pisobi§tém m(x,y,z) a smérovymi thly
a, B, yse snazime zrusit pomoci Sesti sil Fk (k=1...6), které pusobi v zadanych paprscich. ReSeni je
stejné jako v predchazejicim bod¢, pouze zde se sestavuje 6 statickych podminek rovnovéhy.

6 6 6
Y F,+R =0, > F +R =0, > F_+R =0
k=1 k=l k=1

6 6 6

DM +M =0, > M +M =0, Y M_+M_ =0

k=1 k=l k=1

rovnice predstavuji statické podminky rovnovahy

Jedna se o ulohu, kdy obecnou soustavu sil Pi (i=1...a) zadanou velikosti, ptisobistém mi(xi,yi,zi) a
smérovymi thly ai, i, U se snazime zrusit pomoci Sesti sil Fk (k=1...6), které pisobi v zadanych
paprscich. ReSeni je stejné jako v predchazejicich dvou bodech.

Soustava rovnobézZnvch sil v prostoru

Jedna se o zvlastni piipad soustavy sil plisobici v prostoru na bod, ktery lezi v nekone¢nu nebo také
o ptipad obecné prostorové soustavy sil.

Vysledny ucinek soustavy sil (vyslednice soustavy sil R)
Ke stanoveni vyslednice R je nutné orientovat pravouhly systém soufadnic tak, aby jedna
soufadnicovd osa byla rovnobéZzna s paprsky sil soustavy
V? F1...Fn (napft. osa y). Potom se velikost vyslednice soustavy
i F rovnobéznych sil R ur¢i algebraickym souctem vsech sil.
! F ' Smér (resp. poloha pulsobisté vyslednice R) plsobeni
: R vyslednice R se urci tak, aby znaménko statického momentu
\ vyslednice R k pfislusné ose bylo stejné jako znaménko
: statického momentu celé soustavy sil ke stejné ose. Polohu
% 77777 || x_ vyslednice mg lze urCit pomoci momentové vety z
p X 17, - momentovych podminek ekvivalence k osam x a z.

n n n
R=)F, M ,=Rzy =) Fz,, M,=Rx,=) Fx,.
i=1 i=1 i=1
rovnice predstavuji statické podminky ekvivalence soustavy
rovnobéZnych sil v prostoru

Soutadnice plsobisté paprsku mpg(xg; zg) vyslednice sil R v soufadnicové roviné vymezené osami

iF;xi M iE’Zi

o1 Y. , o M = —
soufadnic lze ur¢it pomoci vztahi x, =—= == z, =—~=4H : @
2/8

>F DY
i=1 i=1

Podminky rovnovahy:

Soustava rovnobéznych sil v prostoru F1...Fn, které jsou rovnob&Zné napt. s osou soufadnic y, je
v rovnovaze pouze tehdy, kdyz algebraicky soucet vSech sil a soucet statickych momentti vSech sil
soustavy ke dvéma osam, které lezi v roviné kolmé na paprsky sil je roven nule.
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Stavebni mechanika 1 — blok 1 Piednadska ¢.2

n

R:ZF: =0,
i=1

1

M. :iF;xi =0

i=1

Mx :i;EZi :0’

silova a momentové podminky rovnovahy

Rozklad a zrusSeni sily R (F) tfemi silami v zadanych paprscich
Ulohu rozkladu a zruSeni sily R (F) pomoci tfi sil v zadanych paprscich lze feSit pomoci ti
statickych podminek ekvivalence a tfi podminek rovnovahy.

Staticky stied soustavy rovnobéznvch sil v prostoru

Staticky stied soustavy s rovnobéZnych sil v prostoru je bod okolo kterého se otaci vyslednice
rovnobéZnych sil R. Lze jej urcit jako prisecik paprski vyslednic soustavy rovnobéznych sil pro tfi
na sebe navzajem kolmé sméry. Soufadnice statického stiedu soustavy rovnobéznych sil lze urcit
pomoci vztah

Maticovy zapis podminek ekvivalence a rovnovahy silovvch soustav

Nejobecngj$im typem soustavy sil je prostorova soustava sil Fi (i=1...n). Pro tento typ soustavy
sil bylo uvedeno 6 podminek ekvivalence a 6 podminek rovnovahy. Pomoci tohoto typu soustavy
1ze popsat jednodussi typy silovych soustav (rovinné, rovnobézné, ptisobici ve spoleéném bodg...).

Podminky ekvivalence a rovnovahy obecné prostorové soustavy sil Fi (i=I...n) lze usporadat
pomoci maticového zapisu. V tomto zapisu je pouzito nasledujici oznaceni:
* soustava sil usporadana ve vektoru F(1,n)

F={F,F,,...F}

* matice souciniteli soustavy sil A(6,n)

cosa,, cosa,, s COS T,
cos 3, cos f3,, ...,CO8 3,
cosy,, cos),, ,COS Y/,

¥, €08y, —z,cos 3,

Z, €08, — X, COs ),

| X, cos B, =y, cosa,

v,c08), —z,cos f3,,
Z,C08Q, = X,C08P,,

x,cos 3, =y, cosq,,

.y, co8y, —z cosf,

wesZ,€COSA, —X, COSY,

..,X, cos B —y, cosa,

11



Stavebni mechanika 1 — blok 1 Piednadska ¢.2

» vektor vysledného silového ucinku Sr(6,1)

R ={Rx>Ry’Rz}T’ Mr :{MrX’M'y’M”}T
s, ={ra ) ={ro R R )

rx?2 ry?

Podminky ekvivalence obecné prostorové soustavy sil Fi (i=1...n) lze zapsat ve tvaru
=4 F

(6,{) (6,n) (n,1)

Vysledny ucinek obecné prostorové soustavy sil Fi (i=1...n) je nulovy plati-li
S =0

(6’1) (n,1)

Statické podminky rovnovahy obecné prostorové soustavy sil Fi (i=I...n) je mozné zapsat ve
tvaru

AF =20
(6.m)(n1)  (6,1)

Poznamka: u rovinnych silovych soustav, které piisobi v roviné xy se dosazuji do matice souciniteli
sil A vztahy
cos B =sina, (i=1..n)
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Stavebni mechanika 1 — blok 1 Piednadska ¢.2

Priklad ¢.2/1

Urcete silu F a odklon této sily od soufadnicovych os x, y, z, za pfedpokladu znalosti slozek
pusobicich v soufadnicovych osach Fx = 800kN, Fy = 400kN, Fz = 300kN (a). Dale urcete jaké
smerove uhly by musel svirat paprsek vysledné sily F se soufadnicovymi osami, aby mély pruméty
Fx, Fy a Fz stejnou velikost (b).

a)
A‘+y 2 2 2
| F=,F?+F+F
A ~vF,
-~ |F,=400kN o F= Jgoo2 +400” +300% =943,398kN

| o cosa=Tr=_39_~ 84799 _ g =32,005
o=m S % E=800KN £ 943,38
. . F
A i cosﬁ:—y:ﬂzo,42399 - [=64912°
+z ~ F,=300kN F 943398
»
cosy=—=-= _300 =0,31799 - y=71458%
F 943,398
kontrola: cos® 32,005 + cos® 64,912 + cos* 71,458 =1
(b)

F F F
F.=F,=F.=F = COSG:F’ cosﬁ:F, cosy:F = cosa =cos S =cosy =cosO

cos’a+cos’ B+cos’y=1 > 3[os’d=1- 00525:§ - cosJZXE:O,SWSS - 0 =54,735°

Priklad ¢&.2/2

Urcete vyslednici R prostorového svazku sil Fi (i=1...3) — zadani v tabulce.

smérové Uhl pruméty sil Fidoos x, y, z
i Fi ai Bi i cos(ai) cos(i) cos(yi) Fix = Fi*cos(ai) | Fiy = Fi*cos(Bi) | Fiz = Fi*cos(yi)
[kN] [l [1 [l [kN] [kN] [kN]
1 200,00 0,00 45,00 110,00 1,0000000{ 0,7071068| -0,3420201 200,000 141,421 -68,404
2 50,00 85,00 270,00 145,00/ 0,0871557| 0,0000000{ -0,8191520 4,358 0,000 -40,958
3 400,00 150,00 50,00 20,00| -0,8660254| 0,6427876] 0,9396926 -346,410 257,115 375,877
-142,052 398,536 266,515
Rx Ry Rz

R= \/Rf +R; +R: = J(— 142,052) +398,536° +266,515% = 500,040kN

cosq = T = 7142052 _ -0,28408 — a =106,504°
R 500,040
R
Cosﬂ = _r = M = 0,79701 — ﬁ = 37,1550
R 500,040
cosy = K - 266,515 =0,53299 - y=57,792°
R 500,040

kontrola: cos”>106,504 + cos” 37,155 + cos*57,792 =1
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Stavebni mechanika 1 — blok 1 Piednadska ¢.2

Priklad ¢.2/3

Zavazi o hmotnosti m = 1000kg je zavéseno na sty¢niku o3m prutové konstrukce tvofené tremi

pruty 1, 2, 3. UrCete osové sily v prutech N1, N2, N3.

F =mg =100000 =10kN
silové podminky rovnovahy:

(1):R, =Y F, =0 — ~N, os30° - N, Bos30° ~ N, os45 =0
i=1

(2):R, =3 F, =0 - -N, Bin45" - F =0
i=1

(3):R. =Zn:E2 =0 - N, Bin30° - N, Bin30° =0
i=1

_F  _ 10
sin45° sin45°

rovnice (2) N, = =-1 4,1 42kN (tlakova sila — opa¢né orientace nez na obrazku)

rovnice (3) N1 = Nz &ggo = N2 =N - Nl = 5,773kN, N2 = 5,773kN (tahové sily — orientace podle obrazku)
s

rovnice (1): — N, [¢0s30° — N, [e0s30" — N, [dos45 =0
— N [¢0s30° — N [¢0s30" — N, [80s45 =0
—2N [¢0s30° — N, [d0os45" =0

N = _N; E?OS45 __"14142 E90345 = 5.773kN
2 cos30° 2 cos30°
Priklad ¢.2/4
Stanovte staticky moment sily F || z k pocatku soustavy soutadnic o (F = 2kN).
Aty

g\ 4 r =4 -3* =/16-9 =2,645m

C M, = Fr =21[2,645=5,290kNm

ma)
/ =D
F oo \ M, =Fr=2102,645=5,290kNm
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Stavebni mechanika 1 — blok 1 Piednadska ¢.2

Priklad ¢&.2/5

Silu F, ktera je zadana slozkami Fx = 5kN, Fy = 3kN a Fz = 2kN, pusobici v bod¢ m(4, 5, 3)
posuiite do pocatku soufadnicové soustavy o tak, aby se na jejim ti€inku nic nezmeénilo.

statické momenty sily F k soufadnicovym osam:
M,=Fy-Fz=203-303=1kNm

M, =Fz-Fx=503-204=T7kNm

M, =Fx-Fy=34-503=-13kNm

: Lo vysledny vektor statického momentu Mo sily F k bodu o:
A S S 2 W >
e a U M= MI+MI+M] :J12+72+(—13) =14,798kNm

~Ta T M 1

23 cosA=x =~ =006757 - A =86,125°
5 M, 14,798
7

cospu=—r=—"__=047302 - u=61,769"

H M, 14,798 H
cosp=Me = "1 _ ~0,87845 — U=151,457"

M, 14,798

kontrola: cos” 86,125+ cos® 61,769 + cos*151,457 =1.

Priklad ¢.2/6

V soufadnicové soustavé xyz pusobi podle obrazku tii silové dvojice Aa, Bb, Cc. Nahrad'te je
jedinou silovou dvojici. (4 = 0,8kN; B = 1kN; C =3kN; a =5m; b =3m; c = 2m)

Statické momenty silovych dvojic v rovinach:

xy: M, =—-Alh =-0805 = -4kNm

|

} AT xz: M, =CLk=302=6kNm

} / A yz: M, =-B[b=-103=-3kNm
i

/ S ¥ staticky moment silové dvojice:

B /
A//VC M, = M2+ M2+ M2 = (-3 +6* +(-4) =7,810kNm
+z _
» C cosA=Me = 73 _ 038412 1 1 =112.589°
M. 7810
6
cosp=—m =9 ~076825 - 11=39.803
K= " 7810 H
cosu=Mre = "% _ (51216 - v=120808
M. 7810

kontrola: cos® 112,589 + cos® 39,803 + cos*120,808 =1

Vysledna silova dvojice Pp o statickém momentu Mr = 7,810kNm ptsobi v libovolné roving, kterd
je kolma na vektor Mr.
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Priklad ¢&.2/7

Stanovte vysledny silovy ucinek prostorové soustavy sil vztazené k soufadnicové soustaveé xyz.
Vlastni zadani prostorové soustavy sil je v tabulce.

souradnice pusobist sméroveé uhl
i Fi Xi yi Zi ai Bi yi cos(ai) cos(Bi) cos(yi)
[kN] [m] [m] [m] [’] [°] [°]
1 8,90 7,40 8,60 0,70 110,05 153,64 106,38 -0,3428400( -0,8960220| -0,2820066
2 10,20 -4,10 4,00 -2,60 97,59 64,73 26,58| -0,1320834| 0,4268844| 0,8943105
3 12,80 -1,30 -0,70 -4,30 103,38 90,00 13,54| -0,2314083| 0,0000000( 0,9722067
prdméty sil Fidoos x, y, z statické momentysil k osém x, y, z
i Fix = Fi*cos(ai) | Fiy = Fi*cos(Bi) | Fiz = Fi*cos(yi) Fiz*yi - Fiy*zi Fix*zi - Fiz*xi Fiy*xi - Fix*yi
[kN] [kN] [kN] [kNm] [kNm] [KNm]
1 -3,051 -7,975 -2,510 -16,003 16,437 -32,771
2 -1,347 4,354 9,122 47,809 40,903 -12,463
3 -2,962 0,000 12,444 -8,711 28,914 -2,073
z -7,361 -3,620 19,056 23,095 86,254 -47,308
Rx Ry Rz Mrx Mry Mrz

vyslednice R:  R=,/R’+R*+R’ = \/ (-7,361) +(~3,620) +19,056* =20,747kN

cosq = Re =~ 7361 _ -0,35479 - a =110,781°
R 20,747
R —

cosf=—2= —3,620 _ ~0,17448 3 =100,049°
R 20,747

cosy = & = % = 0’91849 - y= 23,2930
R 20,747

kontrola: cos>110,781+ cos® 100,049 + cos® 23,293 =1

vislednice Mr: M, = [M2 +M2 + M} = \/23,0952 +86,254> + (- 47,308) =101,050kNm

cosA =M = 23095 _ 55055 3 =76,788
M, 101,050
M

cos i = o = 8028 _ 05358, y=31397
M, 101,050

cosp =Mz = T30 6 46s16 - v=117915
M, 101,050

kontrola: cos” 76,788 +cos”31,397 +cos*117,915 =1

vyslednice R a Mr spolu sviraji thel:
cosif = (-7,361) 23,095 + (- 3,620) (86,254 +19,056 [{- 47,308)

=-0,66003 — ¢ =131,302°
20,747 101,050

Vysledny ucinek zadané prostorové soustavy sil F1...F3 je bivektor R a Mr, protoze plati (¢ Z 772.
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Priklad ¢.2/8

Urcete vyslednici péti FI1...F5 navzajem rovnobéznych sil zadanych podle obrazku. Sily jsou
rovnobézné s osou X.

5
fy R:ZE:—3+1+4+2+3:7kN
e i=1
| 5
M, =Rzy =) Fz, =13 +42+30%=24kNm.

i=1

F,= 3kN

5
M, =Ry, =) Fy =33-15-402,5=0kNm

i=1

soufadnice plisobisté paprsku vyslednice R:
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