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Definice: Matice, vektor
Matice typu (m,n) má m řádk̊u a n sloupc̊u. Sloupcový n-rozměrný vektor je matice typu (n, 1).

A =









a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . .
...

...
...

. . .
...

am,1 . . . . . . am,n









~x =








x1
x2
...
xn








A = (ai,j) i = 1, . . . ,m ; j = 1, . . . , n

Definice: Norma matice, vektoru

• Řádková norma

‖A‖m = max
i

n∑

j=1

|ai,j | ‖~x‖m = max
i
|xi|

• Sloupcová norma

‖A‖` = max
j

m∑

i=1

|ai,j | ‖~x‖` =
n∑

i=1

|xi|

• Euklidovská norma

‖A‖E =

(
m∑

i=1

n∑

j=1

|ai,j |
2

) 1
2

‖~x‖E =

(
n∑

i=1

|xi|
2

) 1
2

Definice: Vlastńı č́ıslo
Necht’ A je čtvercová matice. Potom každé λ ∈ C pro které plat́ı

A~x = λ~x ~x 6= ~0

se nazývá vlastńı č́ıslo matice A a ~x je pak jemu p̌ŕıslušný vlastńı vektor.

Definice: Charakteristický polynom
Charakteristický polynom čtvercové matice A stupně n je definován vztahem

pA(λ) = det(A− λI) = (−1)nλn + b1λ
n−1 + . . .+ bn−1λ+ bn

kde I = diag(1) je jednotková matice stupně n.

Věta: Vlastńı č́ısla matice A jsou kǒreny jej́ıho charakteristického polynomu.

λi ∈ σ(A) ⇐⇒ det(A− λI) = 0

Definice: Spektrum matice
Spektrum matice A je množina všech vlastńıch č́ısel této matice.

σ(A) = {λi ∈ C : A~x = λi~x; i = 1, . . . , n}

Definice: Spektrálńı poloměr matice
Spektrálńı poloměr matice je definován jako absolutńı hodnota nejvěťśıho vlastńıho č́ısla.

ρ(A) = max
i
{|λi| ∈ σ(A) ; i = 1, . . . , n}
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Definice: Iteračńı metoda

Metoda pro generaci posloupnosti vektor̊u ~x(k), které konverguj́ı k řešeńı ~x∗ soustavy rovnic A~x = ~b.
Obecnou iteračńı metodu lze zapsat ve tvaru

~x
(k+1) = Fk(~x

(k)
, ~x

(k−1)
, . . . , ~x

(0))

Ve speciálńım p̌ŕıpadě kdy je zobrazeńı F lineárńı a už́ıvá pouze hodnoty z p̌redchoźı iterace ~x(k), jedná
se o lineárńı jednokrokovou metodu. Každá taková metoda můze být p̌repsána do tvaru

~x
(k+1) = U~x(k) + ~v

Matice U je tzv. iteračńı matice p̌ŕıslušná dané iteračńı metodě.

Věta: Nutná a postačuj́ıćı podḿınka konvergence

Lineárńı jednokroková metoda ~x(k+1) = U~x(k)+~v konverguje pro libovonou volbu počátečńı aproximace
~x(0) právě tehdy, když je spektrálńı poloměr iteračńı matice U menš́ı než jedna.

lim
k→∞

~x
(k) = ~x

∗ ∀ ~x(0) ∈ Rn ⇐⇒ ρ(U) < 1

Věta: Postačuj́ıćı podḿınka konvergence
Necht’ některá z norem iteračńı matice U je menš́ı než jedna, potom iteračńı metoda konverguje pro
libovonou volbu počátečńı aproximace ~x(0).

‖U‖ < 1 ⇒ lim
k→∞

~x
(k) = ~x

∗ ∀ ~x(0) ∈ Rn

Nav́ıc plat́ı následuj́ıćı odhad chyby (v téže normě)

‖~x(k) − ~x(∗)‖ ≤
‖U‖

1− ‖U‖
‖~x(k) − ~x(k−1)‖

‖~x(k) − ~x(∗)‖ ≤
‖U‖k

1− ‖U‖
‖~x(1) − ~x(0)‖

Definice: Iteračńı metody

Je dána sostava rovnic A~x = ~b. Necht’ matice A je rozložena následuj́ıćım způsobem

A = L+D+P

kde L je osťre dolńı trojúhelńıková matice, D je diagonálńı matice a P je osťre horńı trojúhelńıková
matice. Jednotkovou matici označ́ıme I.
Potom můžeme zapsat jednotlivé varianty obecné lineárńı jednokrokové metody ~x(k+1) = U~x(k) + ~v,
resp. r̊uzné jim p̌ŕıslušné iteračńı matice U v následuj́ıćım tvaru:

• Prostá iteračńı metoda

~x
(k+1) = UPI~x

(k) + ~vPI kde UPI = (I−A) ~vPI = ~b

• Jacobiho metoda

~x
(k+1) = UJ~x

(k) + ~vJ kde UJ = −D−1(L+P) ~vJ = D−1~b

• Gauss-Seidelova metoda

~x
(k+1) = UG~x

(k) + ~vG kde UG = −(D+ L)−1P ~vG = (D+ L)−1~b
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Definice: Diagonálně dominantńı matice (̌rádkově)
Matici A nazveme osťre diagonálně dominantńı, pokud plat́ı

|ai,i| >
∑

j 6=i

|ai,j | i = 1, . . . , n

Věta: Postačuj́ıćı podḿınka konvergence Jacobiho metody

Je dána soustava A~x = ~b. Pokud je matice A osťre diagonálně dominantńı, potom Jacobiho metoda
konverguje pro libovonou volbu počátečńı aproximace ~x(0).

|ai,i| >
∑

j 6=i

|ai,j | i, j = 1, . . . , n =⇒ lim
k→∞

~x
(k) = ~x

∗ ∀ ~x(0) ∈ Rn

Lemma: Vlastńı č́ısla iteračńı matice UJ

det(UJ − λI) = 0 ⇐⇒ det(L+ λD+P) = 0

Definice: Pozitivně definitńı matice
Matici A nazveme pozitivně definitńı, pokud jsou všechny jej́ı hlavńı minory kladné

a1,1 > 0, det

(
a1,1 a1,2
a2,1 a2,2

)

> 0, . . . , det(A) > 0

Věta: Postačuj́ıćı podḿınka konvergence Gauss-Seidelovy metody

Je dána soustava A~x = ~b. Pokud je splňena některá z následuj́ıch podḿınek pro matici A

(a) matice A je osťre diagonálně dominantńı

(b) matice A je symetrická a pozitivně definitńı

potom Gauss-Seidelova metoda konverguje pro libovonou volbu počátečńı aproximace ~x(0).

Lemma: Vlastńı č́ısla iteračńı matice UG

det(UG − λI) = 0 ⇐⇒ det(λL+ λD+P) = 0
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Motivace: Newtonova iteračńı metoda v R1

Hledejme řešeńı rovnice f(x) = 0, kde f : R1 7−→ R1 je (reálná, obecně nelineárńı) funkce jedné
(reálné) proměnné.

y=f(x)

x x x x* (k+2) (k+1) (k)O

f(x    )

f(x      )

f(x      )

(k)

(k+1)

(k+2)

y

x

Na základě výše uvedeného schematického znázorněńı lze odvodit následuj́ıćı iteračńı proces - Newtonovu
metodu

f(x(k))

x(k) − x(k+1)
= f

′(x(k)) =⇒ x
(k+1) = x

(k) −
(

f
′(x(k))

)−1

f(x(k))

Aby měl tento výraz smysl je ťreba zajistit aby f ′(x(k)) 6= 0.

Rozš́ı̌reńı: Newtonova iteračńı metoda v Rn

Hledejme řešeńı rovnice ~f(~x) = ~0, kde ~f : Rn 7−→ Rn je n-rozměrná vektorová funkce n proměnných.
Rozpisem po složkách źıskáme následuj́ıćı soustavu

f1(x1, x2, . . . , xn) = 0

f2(x1, x2, . . . , xn) = 0

...

fn(x1, x2, . . . , xn) = 0

Na základě analogie s jednorozměrným p̌ŕıpadem lze odvodit následuj́ıćı (n-rozměrné) zobecněńı
Newtonovy metody

x
(k+1) = x

(k) −
(

f
′(x(k))

)−1

f(x(k)) =⇒ ~x
(k+1) = ~x

(k) −
(

~f
′(~x(k))

)−1
~f(~x(k))

Aby měl tento výraz smysl je ťreba zajistit aby det
(

~f ′(~x(k))
)

6= 0.

Symbolem ~f ′(~x(k)) znač́ıme Jacobiho matici zobrazeńı ~f(~x(k)), tj.

~f
′(x(k)) =










∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . . ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

. . .
...

...
...

. . .
...

∂fn

∂x1
. . . . . . ∂fn

∂xn









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Definice: Kubický interpolačńı spline
Je dána množina uzl̊u xi ∈ 〈a; b〉 ⊂ R tak, že a = x0 < x1 < . . . < xk = b. Dále pak mějme ke
každému xi i = 0, . . . , k hodnotu yi ∈ R.
Kubický interpolačńı spline s(x) je funkce definovaná následovně

(a) s(x) ∈ C2(〈a, b〉)

(b) s(x) = ai(x− xi)
3 + bi(x− xi)

2 + ci(x− xi) + di pro x ∈ 〈xi, xi+1〉

(c) s(xi) = yi

Poznámka: Koeficienty kubického interpolačńıho splinu
Na základě výše uvedené definice lze odvodit následuj́ıćı vztahy pro koeficienty kubického interpolačńıho
splinu.

ai =
1

6hi
(s′′i+1 − s

′′
i )

bi =
s′′i
2

ci =
1
hi
(yi+1 − yi)−

hi

6
(s′′i+1 + 2s

′′
i )

di = yi







i = 0, 1, . . . , k − 1

Neznámé hodnoty s′′i i = 0, . . . , k urč́ıme ze soustavy rovnic

hi−1s
′′
i−1 + 2(hi−1 + hi)s

′′
i + his

′′
i+1 =

6

hi
(yi+1 − yi)−

6

hi−1
(yi − yi−1) i = 1, . . . , k − 1

Tuto soustavu k − 1 rovnic pro k + 1 neznámých je nutné pro jednoznačnou řešitelnost doplnit dvěma
okrajovými podḿınkami. Funkce źıskaná v p̌ŕıpadě volby s′′(a) = s′′(b) = 0 se nazývá p̌rirozený kubický
interpolačńı spline.
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Úloha: Aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u
Je dána množina uzl̊u xi ∈ 〈a; b〉 ⊂ R (ne nutně od sebe r̊uzných) a dále pak mějme ke každému
xi i = 1, . . . , k p̌rǐrazenou hodnotu yi ∈ R.
Ćılem je naj́ıt funkci f(x) (z p̌redem vhodně zvoleného prostoru funkćı) tak, aby co nejlépe aproximovala
danou tabulku hodnot [xi, yi].
• Funkce f(x) obvykle vyb́ıráme z nějakého konečnědimenzionálńıho podprostoru funkćı s jednoduchou
strukturou. Nejčastěji použ́ıvané jsou nap̌r:

Algebraické polynomy nejvýše stupně n f(x) = a0 + a1x
1 + . . .+ anx

n

Trigonometrické polynomy nejvýše stupně n f(x) = a0
2
+
∑n

j=1(aj cos(jx) + bj sin(jx))

Zobecněné polynomy nejvýše stupně n f(x) =
∑n

j=1 ajgj(x) kde gj(x) jsou bázové funkce

• Mě̌ŕıtkem ”kvality” aproximace je výraz, jež by vhodným způsobem vyjáďril pojem ”vzdálenost funkce
f(x) od dané množiny bodů [xi, yi]”. Takovýmto mě̌ŕıtkem je v p̌ŕıpadě metody nejmenš́ıch čtverc̊u
kvadratická odchylka definovaná pro danou tabulku hodnot výrazem δ2(f) =

∑k
i=1(f(xi)− yi)

2

Řešeńı: Aproximace algebraickými polynomy

1. Volba prostoru funkćı f(x) −→ Algebraické polynomy nejvýše stupně n

f(x) = pn(x) =
∑n

j=0 ajx
j = a0 + a1x

1 + . . .+ anx
n

2. Zápis kvadratické odchylky −→ δ2(f) =
∑k

i=1(f(xi)− yi)
2

δ2(pn(x)) =
∑k

i=1(
∑n

j=0 ajx
j
i − yi)

2 =
∑k

i=1(a0 + a1xi + . . .+ anx
n
i − yi)

2

3. Nalezeńı minima kvadratické odchylky

Kvadratická odchylka je funkćı hledaných koeficient̊u aj ; naopak hodnoty xi, yi jsou zadány.
Nutné podḿınky pro lokálńı minimum δ2(pn(x)) proto jsou:

∂(δ2(pn))

∂aj
= 0⇒







∑k
i=1(a0 + a1xi + . . .+ anx

n
i − yi)1 = 0

∑k
i=1(a0 + a1xi + . . .+ anx

n
i − yi)xi = 0

...
...

...
∑k

i=1(a0 + a1xi + . . .+ anx
n
i − yi)x

n
i = 0

4. Soustava normálńıch rovnic Výšeuvedené podḿınky tvǒŕı soustavu n+1 lineárńıch algebraických
rovnic pro n+ 1 neznámých koeficient̊u a0, a1, . . . , an.

a0

k∑

i=1

1 + a1

k∑

i=1

xi + . . . + an

k∑

i=1

x
n
i =

k∑

i=1

yi

a0

k∑

i=1

xi + a1

k∑

i=1

x
2
i + . . .+ an

k∑

i=1

x
n+1
i =

k∑

i=1

xiyi

...
...

...

a0

k∑

i=1

x
n
i + a1

k∑

i=1

x
n+1
i + . . .+ an

k∑

i=1

x
2n
i =

k∑

i=1

x
n
i yi

5. Zápis polynomu nejlepš́ı aproximace

p∗n(x) = a∗0 + a∗1x
1 + . . .+ a∗nx

n

6. Výpočet kvadratické odchylky

δ2(p∗n(x)) =
∑k

i=1(a
∗
0 + a∗1xi + . . .+ a∗nx

n
i − yi)

2
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Definice: Cauchyova úloha pro ODR 1.̌rádu
Nalezněte funkci y = y(x) pro kterou plat́ı

y
′ = f(x, y) x ∈ 〈a, b〉 ⊂ R

(y : R 7−→ R, f : R×R 7−→ R) a pro kterou je splněna počátečńı podḿınka y(a) = 0y.

Definice: Cauchyova úloha pro systém ODR 1.̌rádu
Nalezněte funkci ~y = ~y(x) pro kterou plat́ı

~y
′ = ~f(x, ~y) x ∈ 〈a, b〉 ⊂ R

(~y : R 7−→ Rm, ~f : R×Rm 7−→ Rm) a pro kterou je splněna počátečńı podḿınka ~y(a) = 0~y.

Definice: Cauchyova úloha pro ODR m.̌rádu
Nalezněte funkci y = y(x) pro kterou plat́ı

y
(m) = g(x, y, y′, . . . , y(m−1)) x ∈ 〈a, b〉 ⊂ R

(y : R 7−→ R, g : R × Rm 7−→ R) a jsou splněny počátečńı podḿınky y(a) = 0y, y′(a) = 0y′, . . .,
y(m−1)(a) = 0y(m−1).

Poznámka: Převod ODR m.̌rádu na soustavu ODR 1.̌rádu

Mám: y(m) = g(x, y , y′ , . . . , y(m−1)) y(a) = 0y , y′(a) = 0y′, . . ., y(m−1)(a) = 0y(m−1)

Chci : ~y ′ = ~f(x, y1, y2, . . . , ym) y1(a) =
0y1, y2(a) =

0y2, . . ., ym(a) =
0ym

Zavedu substituci:

y1 = y

y2 = y′

...

ym = y(m−1)







=⇒







y′1 = y2
y′2 = y3

...
y′m = g(x, y1, y2, . . . , ym)







=⇒







0y1(a) = 0y
0y2(a) = 0y′

...
0ym(a) = 0y(m−1)

Věta: Existence a jednoznačnost řešeńı

Necht’ je dána sostava m diferenciálńıch rovnic v normálńım tvaru ~y ′ = ~f(x, ~y) a necht’ funkce fi(x, ~y),
∂fi

∂yj
, i, j = 1, 2, . . . ,m jsou spojité v oblasti Ω ⊂ R×Rm. Potom pro každý bod [x0, ~y0] ∈ Ω existuje

právě jedno maximálńı řešeńı dané soustavy, splňuj́ıćı počátečńı podḿınku ~y(x0) = ~y0. Toto řešeńı je
definováno v intervalu I takovém, že x0 ∈ I a pro každé x ∈ I levźı bod [x, ~y(x)] v oblasti Ω.

Definice: Obecná jednokroková metoda

yi+1 = yi + hφ(xi, yi, h) y(x0) = y0

Př́ır̊ustková funkce φ muśı splňovat podḿınku konzistence φ(x, y, 0) = f(x, y).

Věta: Konvergence obecné jednokrokové metody
Necht’ jsou splněny postačuj́ıćı podḿınky existence ajednoznačnosti řešeńı Cauchyovy úlohy

y′ = f(x, y), y(x0) = y0 a funkce φ a
∂φ
∂y

jsou spojité na množině

D ≡
{

[x, y, h] : x ∈ 〈x0, b〉; y ∈ R; 0 ≤ h ≤ h0, h0 > 0
}

Potom
Obecná jednokroková metoda je konvergentńı ⇐⇒ φ(x, y, 0) = f(x, y) ∀[x, y] ∈ {〈x0, b〉 × R}
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Obecná jednokroková metoda

x x

1

y
y(x)

00y(x )=y

0 1

y1

xx 2

y(x )

y2

y(x )2

h

φ(x, y) ≈ f(x, y)

φ(x, y, h)
h→0
−→ f(x, y)

yi+1 = yi + hφ(xi, yi, h)

Eulerova metoda

ix x i+1

i+1

x

y

ii

y(x   )

y(x )=y i ii+1y   =y +hf(x )

y(x)

φ(xi, yi, h) = f(xi, yi
︸ ︷︷ ︸

vlevo

)

yi+1 = yi + hf(xi, yi)

1. Modifikace Eulerovy metody

ix x i+1 x

y
y(x)

x i+1/2

y(x   )i+1

i+1 i 2
h

ii
h
2 i i

iiy(x )=y

y   =y +hf(x +   ,y +   f(x ,y ))

φ(xi, yi, h) = f
(

xi +
h

2
, yi +

h

2
f(xi, yi)

︸ ︷︷ ︸

vprostřed

)

yi+1 = yi + hf
(

xi +
h

2
, yi +

h

2
f(xi, yi)

)

2. Modifikace Eulerovy metody

ix x i+1 x

y
y(x)

x i+1/2

iiy(x )=y

y   =y +  (f(x ,y )+f(x +h,y +hf(x ,y )))

y(x   )i+1

ii
h
2i+1 i i iii

φ(xi, yi, h) =
1

2

(

f(xi, yi
︸ ︷︷ ︸

vlevo

)+f
(

xi + h, yi + hf(xi, yi)
︸ ︷︷ ︸

vpravo

))

yi+1 = yi+
h

2

(

f(xi, yi)+f
(

xi+h, yi+hf(xi, yi)
))
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Definice: Okrajová úloha pro lineárńı ODR 2.̌rádu
Nalezněte funkci y = y(x) pro kterou plat́ı

y
′′ + f1(x)y

′ + f2(x) = f3(x) x ∈ 〈a, b〉 ⊂ R , fi ∈ C(〈a, b〉) i = 1, 2, 3

a zároveň jsou splněny okrajové podḿınky typu

α1y
′(a)− α2y(a) = α3

β1y
′(b) + β2y(b) = β3

kde koeficienty αi, βi ∈ R splňuj́ı následuj́ıćı relace:

i = 1, 2 αi ≥ 0, βi ≥ 0 αi + βi 6= 0

Poznámka: Okrajové podḿınky
Výšeuvedené obecné okrajové podḿınky se nazývaj́ı Sturmovy . V jednotlivých konkrétńıch p̌ŕıpadech
rozlǐsujeme jejich následuj́ıćı varianty:

a) Dirichletovy y(a) = α, y(b) = β

b) Neumannovy y′(a) = α, y′(b) = β

c) Newtonovy y(a) = α, y′(b) = β

Věta: Převod na samoadjungovaný tvar
Necht’ je dána rovnice

y
′′ + f1(x)y

′ + f2(x) = f3(x) (1)

kde fi ∈ C(〈a, b〉) i = 1, 2, 3. Potom ji lze p̌revést do samoadjungovaného tvaru:

−
(

p(x)y′
)′

+ q(x)y = f(x) (2)

kde p(x) = e
∫
f1(x)dx, q(x) = −f2(x)p(x), f(x) = −f3(x)p(x).

Návod: Převod na samoadjungovaný tvar

1. Násob (1) −p(x)

−p(x)y′′ − p(x)f1(x)y
′ − p(x)f2(x)y = −p(x)f3(x)

2. “Rozderivuj” (2)
−p(x)y′′ − p′(x)y′ + q(x) = f(x)

3. Srovnej koeficienty u stejných derivaćı y

−p(x)f1(x) = −p
′(x) ⇒ p(x) = e

∫
f1(x)dx

−p(x)f2(x) = q(x) ⇒ q(x) = −p(x)f2(x)
−p(x)f3(x) = f(x) ⇒ f(x) = −p(x)f3(x)

Věta: Existence a jednoznačnost řešeńı
Uvažujme lineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu v samoadjungovaném tvaru

−
(

p(x)y′
)′

+ q(x)y = f(x)

Necht’ nav́ıc plat́ı:

a) q, f ∈ C(〈a, b〉), p ∈ C1(〈a, b〉)

b) p(x) > 0, q(x) ≥ 0 ∀x ∈ 〈a, b〉

Potom existuje právě jedno řešeńı splňuj́ıćı Sturmovy okrajové podḿınky (s vyj́ımkou p̌ŕıpadu
α2 = β2 = 0, q(x) ≡ 0 v 〈a, b〉).
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Definice: Metoda śıt́ı pro Dirichletovu úlohu

i) Úloha

−
(

p(x)y′
)′

+ q(x)y = f(x) x ∈ (a, b) y(a) = α, y(b) = β

ii) Śıt’ Ekvidistantńı děleńı intervalu 〈a, b〉 ≡ 〈x0, xn〉 s krokem h = b−a
n

T ≡
{

xi = x0 + ih, i = 0, . . . , n
}

iii) Značeńı
Yi ≈ y(xi) fi = f(xi) qi = q(xi) pi = p(xi)

iv) Diskretizace

(a) Aproximace
(

p(x)y′
)

v bodech xi−1/2, xi+1/2 centrálně, užit́ım hodnot v bodech
xi−1, xi, xi+1.

(

p(x)y′
)

i−1/2
≈ pi−1/2

Yi − Yi−1

h

(

p(x)y′
)

i+1/2
≈ pi+1/2

Yi+1 − Yi
h

(b) Nahrazeńı vněǰśı derivace ve výrazu
(

p(x)y′
)′

centrálńım diferenčńım pod́ılem

výšeuvedených aproximaćı

(

p(x)y′
)′

≈

(

p(x)y′
)

i+1/2
−
(

p(x)y′
)

i−1/2

h
≈
pi+1/2

Yi+1−Yi

h
− pi−1/2

Yi−Yi−1

h

h

(c) Sestaveńı diskrétńı aproximace

−

(

pi+1/2
Yi+1−Yi

h
− pi−1/2

Yi−Yi−1

h

h

)

+ qiYi = fi i = 1, . . . , n− 1

v) Soustava Úpravou a p̌reskupeńım člen̊v p̌redchoźı rovnici dostaneme

−pi−1/2Yi−1 + (pi−1/2 + pi+1/2 + h
2
qi)Yi − pi+1/2Yi+1 = h

2
fi i = 1, . . . , n− 1

Poznámka: Vlastnosti soustavy
Výslednou soustavu lineárńıch algebraických rovnic lze zapsat v maticovém tvaru, kde matice je
ťŕıdiagonálńı, symetrická a pozitivně-definitńı. To zaručuje jednoznačnou řešitelnost diskrétńı úlohy.

Preliminary version – June 1, 2001 – 11:17



11

Definice: Lineárńı PDE 2.̌rádu (ve 2 proměnných)

a(x, y)
∂2u

∂x2
+ b(x, y)

∂2u

∂x∂y
+ c(x, y)

∂2u

∂y2
+ d(x, y)

∂u

∂x
+ e(x, y)

∂u

∂y
+ g(x, y)u = f(x, y) (1)

Definice: Klasifikace lineárńıch PDE 2.̌rádu
Pro rovnici ve tvaru (1) definujme

r(x, y) = b
2(x, y)− 4a(x, y)c(x, y)

Rovnice je v bodě [x0, y0]

a) Eliptická ⇐⇒ r(x0, y0) < 0

b) Parabolická ⇐⇒ r(x0, y0) = 0

c) Hyperbolická ⇐⇒ r(x0, y0) > 0

Poznámka: Př́ıklady rovnic

a) Eliptická =⇒ ∆u = f . . . Poissonova rovnice

b) Parabolická =⇒ ∂u
∂t
= p ∂

2u
∂x2 . . . Rovnice vedeńı tepla

c) Hyperbolická =⇒ ∂2u
∂t2

= c2 ∂
2u
∂x2 . . . Vlnová rovnice
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Úloha:

Dána oblast Ω ⊂ R2 s hranićı ∂Ω a funkce f(x, y) definovaná na oblasti Ω.
Nalezněte funkci u = u(x, y) takovou, aby splňovala Poissonovu rovnici

∆u = f ∀x ∈ Ω

a okrajové podḿınky dle typu úlohy.

Dirichletova úloha

Ω ⊂ R2
∂Ω ≡ ΓD

∆u = f ∀x ∈ Ω

u
∣
∣
∣
ΓD

= φ
D
(x, y) ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Ω

ΓD

Neumannova úloha

Ω ⊂ R2
∂Ω ≡ ΓN

∆u = f ∀x ∈ Ω

∂u

∂~n

∣
∣
∣
∣
ΓN

= φ
N
(x, y) ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Ω

ΓN

Sḿı̌sená úloha

Ω ⊂ R2
∂Ω ≡ ΓD ∪ ΓN

∆u = f ∀x ∈ Ω

u
∣
∣
∣
ΓD

= φ
D
(x, y)

∂u

∂~n

∣
∣
∣
∣
ΓN

= φ
N
(x, y) ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Ω

Γ

Γ

N

D

Definice: Metoda śıt́ı - pojmy

x

y

P Pi,ji−1,j

i,j+1

i+1,jP

P

Pi,j−1

Γ
Ω

Ω ⊂ R2. . . oblast
Γ ≡ ∂Ω. . . hranice oblasti
Pi,j . . . uzly śıtě
• . . . regulárńı uzel
¤. . . neregulárńı uzel
◦ . . . vněǰśı (“zahraničńı”) uzel
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Definice: Metoda śıt́ı pro Dirichletovu úlohu pro Poissonovu rovnici

i) Regulárńı uzel

Z Taylorova rozvoje funkce u(x) žrejmě plat́ı:

u(x+ h) = u(x) + u
′(x)h+ u

′′(x)
h2

2
+ u

′′′(x)
h3

6
+O(h4)

u(x− h) = u(x)− u′(x)h+ u
′′(x)

h2

2
− u′′′(x)

h3

6
+O(h4)

=⇒
u(x+ h)− 2u(x) + u(x− h)

h2
= u

′′(x) +O(h2)

Zanedbáme-li člen O(h2), dostaneme aproximaci, která je 2.̌rádu p̌resnosti.

Pi−1,j Pi,j

Pi,j+1

Pi,j−1

Pi+1,j

h

h

r

r

r

b r

∂2u

∂x2
≈
Ui+1,j − 2Ui,j + Ui−1,j

h2

∂2u

∂y2
≈
Ui,j+1 − 2Ui,j + Ui,j−1

h2

uxx + uyy = f −→
Ui−1,j − 2Ui,j + Ui+1,j

h2
+
Ui,j−1 − 2Ui,j + Ui,j+1

h2
= fi,j

=⇒ Ui−1,j + Ui+1,j − 4Ui,j + Ui,j−1 + Ui,j+1 = h
2
fi,j

ii) Neregulárńı uzel (lineárńı interpolace)

Z Taylorova rozvoje funkce u(x) žrejmě plat́ı:

u(x− h) = u(x)− hu′(x) +O(h2)

u(Q) = φ(Q) = u(x) + δhu
′(x) +O(h2)

Prvńı rovnici vynásob́ıme δ a p̌ričteme ke druhé.

δu(x− h) + φ(Q) = (1 + δ)u(x) +O(h2)

Zanedbáme-li člen O(h2), dostaneme aproximaci, která je 2.̌rádu p̌resnosti.

Pi−1,j Pi,j

Pi,j+1

Pi,j−1

Q Pi+1,j

h

h

δh
r

r

r

b r b

x

U
P QPi−1,j i,j i+1,jP

i−1,jU

i,jU

h hδ

φ (Q)

Ui,j − Ui−1,j

h
=
φ(Q)− Ui,j

δh

=⇒ (1 + δ)Ui,j − δUi−1,j = φ(Q)
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ROVNICE VEDENÍ TEPLA VLNOVÁ ROVNICE

ut = p uxx + f(x, t) utt = c2 uxx + f(x, t)

Cauchyova úloha Cauchyova úloha

Oblast: Ω = R× (0, T ) nebo Ω = R× (0,∞) Oblast: Ω = R× (0, T ) nebo Ω = R× (0,∞)

�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������

�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������

x

t

T

Ω

xϕ(  )

�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������

�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������
�������������������������������

x

t

T

Ω

x xϕ(  ), ψ(  )

Počátečńı podḿınka: u(x, 0) = ϕ(x) Počátečńı podḿınka: u(x, 0) = ϕ(x)

Sḿı̌sená úloha Sḿı̌sená úloha

Oblast: Ω = (a, b)× (0, T ) nebo Ω = (a, b)× (0,∞) Oblast: Ω = (a, b)× (0, T ) nebo Ω = (a, b)× (0,∞)

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

� � � � � �� � � � � �

xϕ(  )

Ω

T

t

x

α(  ) β(  )t t

a b

	 	 	 	 	 	
	 	 	 	 	 	
	 	 	 	 	 	
	 	 	 	 	 	
	 	 	 	 	 	
	 	 	 	 	 	
	 	 	 	 	 	
	 	 	 	 	 	
	 	 	 	 	 	
	 	 	 	 	 	


 
 
 
 


 
 
 
 


 
 
 
 


 
 
 
 


 
 
 
 


 
 
 
 


 
 
 
 


 
 
 
 


 
 
 
 


 
 
 
 


Ω

T

t

x

α(  ) β(  )t t

a b
ϕ(  ), ψ(  )x x

Počátečńı podḿınka: u(x, 0) = ϕ(x) Počátečńı podḿınka: u(x, 0) = ϕ(x)
ut(x, 0) = ψ(x)

Okrajové podḿınky: u(a, t) = α(t) Okrajové podḿınky: u(a, t) = α(t)
u(b, t) = β(t) u(b, t) = β(t)

Podḿınky souhlasu: ϕ(x = a) = α(t = 0) Podḿınky souhlasu: ϕ(x = a) = α(t = 0)
ϕ(x = b) = β(t = 0) ϕ(x = b) = β(t = 0)

αt(t = 0) = ψ(x = a)
βt(t = 0) = ψ(x = b)
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SCHEMATA PRO ROVNICI VEDENÍ TEPLA

ut = p uxx

Explicitńı schema

Un+1
i − Un

i

τ
= p

Un
i+1 − 2U

n
i + Un

i−1

h2

U
n+1
i = σ U

n
i−1 + (1− 2σ)U

n
i + σ U

n
i+1

IUn+1 = A
E
U
n

x

t
i−1 i i+1

n

n+1

σ = p
τ

h2
< 0.5

O(h2, τ)

Implicitńı schema

Un+1
i − Un

i

τ
= p

Un+1
i+1 − 2U

n+1
i + Un+1

i−1

h2

−σ Un+1
i−1 + (1 + 2σ)U

n+1
i − σ Un+1

i+1 = U
n
i

A
I
U
n+1 = IUn

x

t
i−1 i i+1

n

n+1

σ = p
τ

h2
> 0

O(h2, τ)

Crank-Nicolsonovo schema

Un+1
i − Un

i

τ
=
p

2

[
Un
i+1 − 2U

n
i + Un

i−1

h2
+
Un+1
i+1 − 2U

n+1
i + Un+1

i−1

h2

]

−σ Un+1
i−1 +(1+2σ)U

n+1
i −σ Un+1

i+1 = σ U
n
i−1+(1− 2σ)U

n
i +σ U

n
i+1

A
I
U
n+1 = A

E
U
n

x

t
i−1 i i+1

n

n+1

σ = p
τ

h2
> 0

O(h2, τ2)
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SCHEMATA PRO VLNOVOU ROVNICI

utt = c2 uxx + f

Explicitńı schema

i−1 i+1

n

n+1

i

n−1

x

t

σ =
cτ

h
≤ 1

O(h2, τ2)

Un+1
i − 2Un

i + Un−1
i

τ2
= c

2 U
n
i+1 − 2U

n
i + Un

i−1

h2
+ f

n
i

U
n+1
i = σ

2
U
n
i−1 + 2(1− σ

2)Un
i + σ

2
U
n
i+1 − U

n−1
i + τ

2
f
n
i

Implicitńı schema

i−1 i+1

n

n+1

i

n−1

x

t

σ =
cτ

h
> 0

O(h2, τ2)

Un+1
i − 2Un

i + Un−1
i

τ2
=
c2

2

[
Un−1
i+1 − 2U

n−1
i + Un−1

i−1

h2
+
Un+1
i+1 − 2U

n+1
i + Un+1

i−1

h2

]

+ f
n
i

−σ2Un+1
i−1 + 2(1 + σ

2)Un+1
i − σ2Un+1

i+1 = σ
2
U
n−1
i−1 − 2(1 + σ

2)Un−1
i + σ

2
U
n−1
i+1 + 4Un

i + 2τ
2
f
n
i

Náhrada počátečńı podḿınky

i) Náhrada řádu O(τ)

u(xi, τ) = u(xi, 0) + τ ∂u
∂t
(xi, 0) +O(τ

2)

=⇒ ∂u
∂t
(xi, 0) =

u(xi,τ)−u(xi,0)
τ

+O(τ)

=⇒
U1

i −U
0
i

τ
= ψ(xi)

=⇒ U1
i = ϕ(xi) + τψ(xi)

ii) Náhrada řádu O(τ 2)

u(xi, τ) = u(xi, 0) + τ ∂u
∂t
(xi, 0) +

τ2

2
∂2u
∂t2
(xi, 0) +O(τ

3)

=⇒ ∂u
∂t
(xi, 0) =

u(xi,τ)−u(xi,0)
τ

− τ
2

∂2u

∂t2
(xi, 0)

︸ ︷︷ ︸

c2 ∂2u

∂x2 (xi,0)+f(xi,0)

+O(τ2)

=⇒
U1

i −U
0
i

τ
= c2τ

2

U0
i+1−2U0

i +U
0
i−1

h2 + τ
2
f0i + ψ(xi)

=⇒ U1
i =

σ2

2

[

ϕ(xi−1) + ϕ(xi+1)
]

+ (1− σ2)ϕ(xi) + τψ(xi) +
τ2

2
f0i
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