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Pojem funkce

Miroslav Kure�s

1 Funkce (zobrazeńı) byla již definována v tématu Relace, zobrazeńı, operace a algebraické

struktury. Budeme se ale zabývat pouze funkcemi

f : A → B,

kde A = B = R. Takovým funkćım ř́ıkáme reálné funkce (jedné) reálné proměnné a jsou ústředńım

pojmem matematické analýzy čili kalkulu.

Pojem definičńıho oboru a oboru hodnot byl už také zaveden; připomeňme označeńı Dom f

a Im f . (Je mj. zřejmé, že Dom f = ∅ právě tehdy, když Im f = ∅; v takovém př́ıpadě ř́ıkáme,

že f je prázdná funkce.) Obrazu f(x) ř́ıkáme obvykle funkčńı hodnota v x. Stejně tak už máme

definovány a do kalkulu přenáš́ıme pojmy injekce, surjekce, bijekce a inverzńı funkce (zobrazeńı).

Tedy zopakujme: je-li funkce f injekćı, máme definovánu inverzńı funkci f−1. Vid́ıme pak, že

Dom(f) = Im(f−1), Dom(f−1) = Im(f).

2 Funkci zadáme tak, že stanov́ıme definičńı obor a zadáme funkčńı předpis. 1 Funkčńım předpi-

sem se rozumı́ obvykle bud’ jeden nebo v́ıce explicitńıch vzorc̊u nebo výčet (tabulka), př́ıpadně i

kombinace oboj́ıho. Neńı-li stanoven definičńı obor, rozumı́ se j́ım všechny body z R, pro něž maj́ı

explicitńı vzorce smysl.

3 Pokud definičńı obor funkce f neńı prázdná množina, můžeme źıskat novou funkci tak, že

funkčńı předpis ponecháme, avšak za definičńı obor vezmeme nějakou vlastńı podmnožinu U

množiny Dom f . Vzniklou funkci nazýváme restrikce funkce f a znač́ıme f |U .

Naopak, pokud je funkce f restrikćı nějaké funkce g (tzn. definičńı obor funkce f neńı R), nazý-

váme g extenze funkce f . Z dané funkce f źıskáme tedy g vhodným dodefinováńım (t́ım bývá i

rozš́ı̌reńı funkčńıho předpisu), které obvykle má nějaké námi stanovené vlastnosti.

4 Vezměme nyńı funkce f, g : R → R. Předpis

h(x) = g(f(x))

nyńı definuje novou funkci h : R → R. Je-li Im f ∩Dom g = ∅, je h prázdná funkce.

1v praxi se totiž zabýváme právě funkcemi zadanými nějakým (relativně) jednoduchým předpisem; neńı ale
od věci si uvědomit, že

”
drtivá většina“ funkćı by se jednoduchým předpisem popsat nedala



2 Miroslav Kure�s
5 Funkci f : R → R nazveme sudá, pokud splňuje

x ∈ Dom f ⇐⇒ −x ∈ Dom f a plat́ı f(−x) = f(x).

Nazveme ji lichá, pokud splňuje

x ∈ Dom f ⇐⇒ −x ∈ Dom f a plat́ı f(−x) = −f(x).

6 Funkci f : R → R nazveme periodická, jestliže

(i) existuje nenulové reálné č́ıslo p takové, že

x ∈ Dom f ⇐⇒ x + p ∈ Dom f a plat́ı f(x + p) = f(x)

(ii) mezi všemi kladnými č́ısly p, které splňuj́ı (i), existuje nejmenš́ı.

Zmı́něné nejmenš́ı kladné p pak nazýváme perioda funkce f .

7 Funkce f se nazývá zdola omezená na množině U ⊂ Dom f , jestliže existuje č́ıslo a ∈ R takové,

že pro všechna x ∈ U je f(x) ≥ a.

Funkce f se nazývá shora omezená na množině U ⊂ Dom f , jestliže existuje č́ıslo a ∈ R takové,

že pro všechna x ∈ U je f(x) ≤ a.

Funkce f se nazývá omezená na množině U ⊂ Dom f , je-li na U současně zdola omezená a shora

omezená.

8 Funkce f se nazývá rostoućı na množině U ⊂ Dom f , jestliže pro každé dva prvky x1, x2 plat́ı

x1 < x2 =⇒ f(x1) < f(x2).

Funkce f se nazývá klesaj́ıćı na množině U ⊂ Dom f , jestliže pro každé dva prvky x1, x2 plat́ı

x1 < x2 =⇒ f(x1) > f(x2).

Funkce f se nazývá nerostoućı na množině U ⊂ Dom f , jestliže pro každé dva prvky x1, x2 plat́ı

x1 < x2 =⇒ f(x1) ≥ f(x2).

Funkce f se nazývá neklesaj́ıćı na množině U ⊂ Dom f , jestliže pro každé dva prvky x1, x2 plat́ı

x1 < x2 =⇒ f(x1) ≤ f(x2).

Funkce f se nazývá konstantńı na množině U ⊂ Dom f , jestliže pro každé dva prvky x1, x2 plat́ı

x1 < x2 =⇒ f(x1) = f(x2).

Má-li f na množině U libovolnou z uvedených vlastnost́ı, ř́ıkáme, že je na U monotónńı.

Je-li f na množině U rostoućı nebo klesaj́ıćı, ř́ıkáme, že je na U ryze monotónńı.

9 Dirichletova funkce χ je definována

χ(x) =

{
1 pro x racionálńı
0 pro x iracionálńı

Snadno ověř́ıme, že Dom χ = R, Im χ = {0, 1}, funkce je omezená na R, sudá a neńı periodická.
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10 Riemannova funkce ρ je definována

ρ(x) =

{
1
q pro x racionálńı vyjádřené ve tvaru p

q , kde p, q jsou nesoudělná, q > 0
0 pro x iracionálńı.

11 K těmto ”podivným“ funkćım (ale užitečným pro daľśı matematické úvahy) přidáme ještě

jednu. Předpokládejme jednoznačnost desetinného vyjádřeńı reálného č́ısla (tzn. nepřipouštějme

periodickou dev́ıtku). Definujme pak funkci φ např. takto:

φ(x) =

{
k pro př́ıpad, že č́ıslice 7 se vyskytuje v desetinném rozvoji x právě k-krát
−1 pro př́ıpad, že č́ıslice 7 se vyskytuje v desetinném rozvoji x nekonečně mnohokrát.

Funkce φ nabývá v libovolně malém otevřeném intervalu (a, b) libovolně velkých (přirozených)

hodnot, tedy neńı na žádném (a, b) shora omezená.
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