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Pojem funkce

Miroslav Kures

Funkece (zobrazen{) byla jiz definovdna v tématu Relace, zobrazeni, operace a algebraické

struktury. Budeme se ale zabyvat pouze funkcemi
f: A— B,

kde A = B = R. Takovym funkcim tikdme rediné funkce (jedné) redlné promeénné a jsou tstfednim
pojmem matematické analyzy ¢ili kalkulu.

Pojem definiéniho oboru a oboru hodnot byl uz také zaveden; pfipomenme oznac¢eni Dom f
a Im f. (Je mj. ziejmé, Ze Dom f = @) pravé tehdy, kdyz Im f = 0; v takovém piipadé i{kdme,
ze [ je prdzdnd funkce.) Obrazu f(x) tkdme obvykle funkcni hodnota v x. Stejné tak uz mdme
definovdny a do kalkulu pfendsime pojmy injekce, surjekce, bijekce a inverzni funkce (zobrazeni).

Tedy zopakujme: je-li funkce f injekci, mame definovanu inverzni funkci f~1. Vidime pak, ze

Dom(f) = Im(f~), Dom(f~") = Im(f).

Funkci zaddme tak, ze stanovime definiéni obor a zaddme funkéni predpis. * Funkénim predpi-
sem se rozumi obvykle bud jeden nebo vice explicitnich vzorci nebo vyéet (tabulka), pifpadné i
kombinace obojiho. Neni-li stanoven defini¢ni obor, rozumi se jim vSechny body z R, pro néz maji

explicitni vzorce smysl.

Pokud definiéni obor funkce f neni prazdnd mnozina, muzeme ziskat novou funkci tak, ze
funkéni predpis ponechame, avSak za defini¢ni obor vezmeme néjakou vlastni podmnozinu U
mnoziny Dom f. Vzniklou funkci nazyvame restrikce funkce f a znaéime f|y.

Naopak, pokud je funkce f restrikci néjaké funkce g (tzn. definiéni obor funkce f neni R), nazy-
vdme g extenze funkce f. Z dané funkce f z{skdme tedy g vhodnym dodefinovdnim (tim byva i

rozsiteni funkéniho predpisu), které obvykle méd néjaké ndmi stanovené vlastnosti.

Vezméme nyni funkce f,g: R — R. Pfedpis

nyni definuje novou funkci h: R — R. Je-li Im f N Dom g = 0, je h prazdnd funkce.

Ly praxi se totiz zabyvdme prdvé funkcemi zadanymi néjakym (relativné) jednoduchym predpisem; neni ale

od véci si uvédomit, ze ,,drtiva vétsina“ funkci by se jednoduchym predpisem popsat nedala
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Funkci f: R — R nazveme sudd, pokud spliuje

z € Dom f <= —z € Dom f a plati f(=z) = f(x).
Nazveme ji lichd, pokud spliuje

x € Dom f <= —z € Dom f a plat{ f(=z) = —f(=).

@ Funkci f: R — R nazveme periodickd, jestlize

(i) existuje nenulové redlné éislo p takové, ze
x € Dom f <=z +p € Dom f a plati flz+p) = f(z)
(ii) mezi vSemi kladnymi ¢isly p, které spliuji (i), existuje nejmensi.

Zminéné nejmensi kladné p pak nazyvame perioda funkce f.

Funkce f se nazyva zdola omezend na mnoziné U C Dom f, jestlize existuje ¢islo a € R takové,
Ze pro vSechna z € U je f(z) > a.
Funkce f se nazyva shora omezend na mnoziné U C Dom f, jestlize existuje ¢islo a € R takové,
ze pro véechna z € U je f(z) < a.
Funkce f se nazyva omezend na mnoziné U C Dom f, je-li na U soucasné zdola omezend a shora

omezena.

Funkce f se nazyvé rostouci na mnoziné U C Dom f, jestlize pro kazdé dva prvky z1,xs plati
1 <xp = f(1) < f(22).

Funkce f se nazyvé klesajici na mnoziné U C Dom f, jestlize pro kazdé dva prvky x1,xs plati
T <32 = f(z1) > f(22).

Funkce f se nazyva nerostouci na mnoziné U C Dom f, jestlize pro kazdé dva prvky x1,zs plati
1 <29 = f(x1) > flxa).

Funkce f se nazyva neklesajici na mnoziné U C Dom f, jestlize pro kazdé dva prvky x1,z9 plati
T <x9 = f(x1) < f(x2).

Funkce f se nazyvéa konstantni na mnoziné U C Dom f, jestlize pro kazdé dva prvky x1,zo plati
T <32 = f(z1) = f(22).

Maé-li f na mnoziné U libovolnou z uvedenych vlastnosti, fikdme, ze je na U monotonnd.

Je-li f na mnoziné U rostouci nebo klesajici, iikdme, Ze je na U ryze monotonnd.

@ Dirichletova funkce x je definovana

1 pro x racionalni
x(@) = TR
0 pro z iracionalni

Snadno ovéiime, ze Dom x = R, Im x = {0, 1}, funkce je omezend na R, sudd a neni periodickd.
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Riemannova funkce p je definovana

(@) % pro x racionélni vyjadfené ve tvaru fli, kde p, g jsou nesoudélna, g > 0
xTr) =
p 0 pro x iracionalni.

K témto ,,podivnym* funkeim (ale uzite¢nym pro dals{ matematické tivahy) pfiddme jesté
jednu. Piedpoklddejme jednozna¢nost desetinného vyjddreni redlného ¢isla (tzn. nepfipoustéjme
periodickou devitku). Definujme pak funkci ¢ napf. takto:

¢(z) =

k  pro pripad, ze ¢islice 7 se vyskytuje v desetinném rozvoji x pravé k-krat
—1 pro pfipad, ze &islice 7 se vyskytuje v desetinném rozvoji  nekonetné mnohokrét.

Funkce ¢ nabyva v libovolné malém otevieném intervalu (a,b) libovolné velkych (pfirozenych)

hodnot, tedy neni na zddném (a, b) shora omezena.
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