Vektorovy pocet — ucebni text 1

Vektorovy pocet

1. Budeme se pohybovat v prostoru R™, coz je kartézskd mocnina mnoziny realnych ¢isel R;
R*"=Rx---xR.

Obvykle nam bude stacit omezeni na pfipady n = 1,2,3; nicméné teorie je platnd obecné. Prvky R"
budeme nazyvat body a znacit napft.
A=lay,...,a),

realna cisla ag, ..., a, pak nazyvame souradnice bodu.

2. Poznamka Polohu obecného bodu P v R? charakterizujeme nejéastéji trojici soutadnic x,y, 2 a zna-
zornujeme jej v pravotocivé soustavé Oxyz, viz. Obrazek 1.
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Obréazek 1: Vyznam trojice soutadnic [z,y, z] charakterizujicich polohu bodu P(z,y, z) v trojrozmérné
pravotocivé soustavé pravouhlych soufadnic Oxyz.

3. Usporadanou dvojici bodi A, B nazveme vazany vektor v R" s pocatkem v A a s koncem v B.
Znacime

AB = ([a1, ..., an], b1, ..., bn]).

—
4. Je zfejmé, Ze vazany vektor AB lze zadat i tak, Ze zaddme bod A a spolu s nim uspofadanou n-tici
realnych cisel
(b1 —ay,...,by —ay).
Samotnou tuto n-tici pak nazyvame volny vektor a znacéime
—_—

U = AB;

je oviem jasné, ze w body A, B neurcuje, protoze i jiné body C, D mohou vést k témuz volnému vek-

toru u. ! Dale se budeme zabyvat volnymi vektory.

5. Poznamka Pfi vySetfovani vztahti mezi vektorovymi veli¢inami s uzitim kartézské soustavy souradnic
se zavadéji nékteré dalsi pojmy a operace. Kolmé praméty vektorové veli¢iny @ do soufadnicovych os
se znadi ag, ay,a, (viz Obr. 2) a jsou definovany vztahy

Gy =acosq®, Gy =acosf3, a,=acos?. (1)

—_— —

Iptesnéji, definujeme zde binarni relaci mezi vazanymi vektory: fekneme, #e dva vazané vektory AB, CD patii do relace

R, jestlize (b1 — a1,...,bn —an) = (d1 — c1,...,dn — cn); tato relace (protoze je ekvivalence) uréuje rozklad mnoZiny
véazanych vektoru na tfidy zvané volné vektory
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Obrézek 2: Vyjadieni vektora a a b pomoci jejich slozek ay,ay,a, (resp. by(=0),by,b.) a jednotkovych

a
vektori 7, 7, k. V obrazku jsou rovnéz vyznaceny uhly, které svira vektor a se
soufadnicovymi osami.

Tyto veliiny se nazyvaji rovnéz soufadnice vektoru a@. Ze vztahu (1) plyne a, > 0 pro 0 < a <
/2,0, = 0 pro a = m/2,a, < 0 pro 7/2 < a < 7. Uziva se zapisu @ = (az,ay,a.). Vektor @ a jeho
soufadnice maji stejné jednotky.

Je-li dan vektor svymi soufadnicemi, napf. @ = (ag, ay,a.), lze uréit jeho velikost a thly, které svira
se soufadnicovymi osami, s uzitim vztaht plynoucich z Obrazku 2:

@] = a = /a2 + a2 + aZ;

Qg y a,
cosa = —,cosf = —,cosy = —.
a Y a

v » , » 7 ’ . . v — — —
6. Soucet a nasobeni skalarem Pro volné vektory nyni definujeme operaci soucet v + v = w
vztahem

(wy,...,wp) = (U1 + V1, .., Up + Vp)
. » ’ » —> —
a operaci nasobeni skalarem cu = v (¢ € R) vztahem
(V1,...,0,) = (cu, ..., cuy).
Mnozinu volnych vektorti na R™ spolu s témito operacemi pak nazyvame vektorovy prostor a zna-

&me V7. 2

7. Povsimnéme si, Ze volné vektory spolu s binarni operaci s¢itani jsou dalsim pfikladem grupy, ktera
byla definovana v tématu Relace, zobrazeni, operace a algebraické struktury. Neutralnim prvkem je zde
tzv. nulovy vektor

o =(0,...,0)
8. Definice Rekneme, Ze vektor @ je linearni kombinaci vektortt 'y, ..., @, jestlize ho pro néjaka
c1, ..., ¢, € R Ize vyjadrit jako
— — —
V=ciui1+ +CpUE-

2poznamenavame zde, Ze vibec neni nasim cilem budovat obecnou teorii algebraickych struktur zvanych vektorové
prostory; nazev vektorovy prostor zde tedy uzivame védomé jen pro pravé uvedeny piiklad
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9. Poznamka Povsimnéme si, Ze nulovy vektor 0 je vidy trivialni linearni kombinaci (tj. s ¢; =

= ... = ¢, = 0) libovolnych vektortt 1, .., u . Nékdy je také jejich netrividlni kombinaci, tzn. alespon
jedno z &isel c1, ..., ¢ je nenulové. 3

To nés vede k nasledujici definici. Rekneme, Ze vektory w1,..., u ) jsou linedrné zavislé, pokud je
nulovy vektor jejich netrivialni linearni kombinaci. Pokud tomu tak neni, tedy nulovy vektor lze obdrzet
pouze jako trividlni linedrni kombinaci vektortt w1, ..., U %, nazveme tyto vektory linearné nezavislé.

10. 'V prostoru V" lze vybrat nejvyse n linedrné nezavislych vektor; mnozina n linedrné nezavislych
vektort se nazyva baze V.
Lze sice vybrat nekoneéné mnoho bézi V", jednu vsak preferujeme: je to tzv. kanonicka baze:

€1 = (1,0,0,...,0)
€y = (0,1,0,...,0)
€3 = (0,0,1,...,0)
€, = (0,00,...,1)
Povsimnéme si, 7e vektory kanonické béze €1,..., €, zapsané jako Fadky matice dévaji jednotkovou

matici F/; obecné, vektory libovolné baze predstavuji vzdy regularni matici.

11. Poznamka Jednotkové vektory ve sméru soufadnicovych os Oz,Oy,Oz v R? budeme obvykle
znadit 7, 7, k. Tyto vektory jsou navzajem kolmé (viz Obrazek 2) a plati pro né |7] = |71 = \IZ| = 1. Vektory
a7, ayJ, a.k o velikostech |ag|, layl, |a-| se nazyvaji slozky vektoru @ v souradnicovych oséch. Plati pro né
tzv. semikartézské vyjadieni vektoru a

a=az7+ ay)+ azk. (2)

12. Piedpokladejme, ze vektor @ mé soufadnice v obvyklé, tedy kanonické bazi. Uvazujme jinou bazi
End — v 7 N . .o v b ’ s . v —
a1,-..., an, zapsanou radkové do matice ji ozna¢me A. Vektor u v této bazi budeme oznacovat u 4.
Z¥ejmé plati (vektory ', W 4 piseme sloupcové)

AU =FEW

a tedy
7,4 =A%,

13. Jesté obecnéji, predpokladejme, Ze vektor u g je vyjadien v bazi (maticové) B a chceme jej vyjadfit
v bazi A. Postupem analogickym predchozimu odstavci zjistime, ze

UA = A_lBﬁB.

Matici A~!B nazyvdme matice pfechodu od baze B k bazi A. 4

14. Skalarni souéin Na V" lze zavést dalsi operaci: skalarni soucin = ¢ (¢ € R) definujeme
vztahem

C=UV1 + -+ + UpVUp.
Vektorovy prostor V™ s takto zavedenym skaldrnim soudinem nazyvame euklidovsky prostor a zna-
v/ 5
¢ime E".

15. Geometricky vyznam skalarniho soudinu Skalarni soudin & - b dvou (libovolnych) vektorovych
veli¢in d, b je skalarni veli¢ina ¢ dand vztahem

c(=da-b) =abcosq, (3)
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a

Obréazek 3: Geometricky viznam skalarniho soucinu @- b = a bcos a(= aph = bya).

kde « je duty nebo pfimy uhel sevieny vektory a,b (viz Obrazek 3).

16. Priklad Vagoén je tazen na piimém tseku délky s = 20m lanem, které svird se smérem rychlosti
vagonu thel @ = 20° a které je napinano silou o velikosti F' = 800N. Vyjadiete praci W vykonanou
silou F' pomoci skalarniho sou¢inu a vypoctéte ji.
Reseni Zavedeme vektor s podle Obrazku 4. Pak
W = Fos=F-(cosa)-s=F-3
W = F.§=Fscosa=3800N-20m - cos20° = 1,50 - 10 J.

F_.

oy

Obrazek 4: K prikladu 16.

17. Vektorovy souin Daile, definujme pro n > 1 na V" tzv. vektorovy souéin jako (n — 1)-
arni operaci pfitazujici vektortim w1 = (u11,...,U1n)s. ., Up1 = (U(n—1)15+ -+ U(n—1)n) vektor w =
Wi X X Up1 jako determinant

U1 Uu12 Uln
E) . u21 u22 U2n
T um-1)1 U(n-1)2 - Un—1)n |’
— — —
€1 €2 € n
— — . . 7 7
kde €',..., €, jsou vektory kanonické béze.
. 3 ’ . 3 — vy ’ —
Pro n = 2 jde o undrni operaci, kterd vektoru w = (uy,us) pfifadi vektor w = u1(0,1) — uz(1,0) =
(—ug,uq).
. s ’ . ’ o —> — vy ’
Pro n = 3 jde o bindrni operaci, kterd vektortm w = (u1,us,us), v (v1, ve,v3) prifadi vektor

= )
W = ’LL1’UQ(0,0, 1) + ’LLQ’Ug(].,0,0) + ’LL3’U1(0, 170) - u1v3(0, 170) - UQ'Ul(0,0, 1) - Ug'UQ(].,0,0) = (UQUB -
U3V2, U3V1 — ULV3, ULV — U2V1).

3je-li napf. k=2, W1 = a Wa = —u, vztah je splnén pro libovolné ¢; = co =c € R
4y této dilezité tloze aplikujeme tedy jak vypodet inverzni matice, tak soucin matic
S5skalarni soudin lze zavést i jinym zptisobem, tomu se ale zde nevénujeme
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18. Poznamka Doporuéujeme ¢tenafi hloubéji se seznamit s vlastnostmi operace vektorového soudinu. ¢

o vl s /. 3 . ~ ’ ’ v — — — . /. o
Dilezitym vysledkem 7 dale je, Ze skaldrni soudin vektoru W = w1 X -+ X Wn—1 s libovolnym z vektortl
— — . v /.

Ui, ., Unp_1 je vzdy nulovy.

19. Geometrlcky vyznam vektorového souéinu Vektorovy soudin @ x b dvou (libovolnych) vek-

torovych veli¢in d, b je vektorova veli¢ina ¢, kterou je graficky moZno znézornit tak, Ze oba vektory d, b
umistime do jednoho (libovolného) bodu (bod P v Obrazku 5).

Obrézek 5: Geometricky vyznam vektorového soucinu @ x b.

Pro vektor ¢ = a x Eplati:
1. Velikost:

|¢] = absin «,

tj. plati, ze velikost vektoru ¢ je rovna plosnému obsahu kosodélnika vysrafovaného v Obrazku 5,
kde « je tupy nebo pifimy thel sevieny vektory a, b.

2. Smér je kolmy na rovinu danou vektory @, b tak, ze vektory @, l;, ¢ (v uvedeném pofadi) tvoii pra-
votoc¢ivy trojhran (nebo: pravotoéivy sroub — otdceni kolem pfimky p od @ do b nejkratsi cestou,
vektor ¢ ma smér postupu Sroubu) — viz Obrazek 5.

20. Piiklad Na elektricky nabitou €astici o naboji @, pohybujici se rychlosti ¢ v magnetickém poli
o magnetlcke indukci B ptisobi magneticka sila F= Q (T x B) Volte libovolné vektory v, B a zakreslete

smeerroQ>0aproQ<0.

21. Prlklad Sila F pusobici na téleso v bodé P vyvozuje vzhledem k poc¢atku soufadnic otacivy moment
M =7 x F, kde 7 je polohovy vektor bodu P (viz Obréazek 6).

22. Piiklad Na konci tyce délky [ ptisobi sila F T Oz podle Obrazku 7. Uréete otacivy moment sily F

vzhledem k pocatku O. (Pozn symbolem a 1T b vyjadrujeme ze vektory d, bj jsou souhlasné rovnobézné,

tj. paralelni. Symbol @ T] b vyjadiuje, ze vektory d, b j jsou nesouhlasné rovnobézné, tj. antiparalelni).
Reseni M = 7 x F. Vektor M zakreslime v bodé O, smér je ziejmy z Obrazku 7. Plati

= 1
M =|7] - |F|sin90° = §ZF.

23. Pojmy Pron > 1 na V" definujeme také tzv. vnéjsi souéin jako n-arni operaci ptifazujici

o — — . Ny
vektorim w1 = (U11,...,U1pn)y- s Un = (Uni, ..., Uny) determinant (tedy ¢islo)
U1 U122 ... Uin
UuU21 U2 ... U2n
Ul Un2 v Unn
6tato operace je mj. pro n = 3 antikomutativni: W X v =-—-0 X @

7dokéze se pfimym vypoctem
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Obrazek 6: Priklad uziti vektorového soucinu: otac¢ivy moment M sily F pusobici na téleso v bodé P,
jehoZ polohovy vektor je 7, je roven M = 7 x F.

NZ
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4 X/ y
7 F
M
xr

Obrézek 7: K ptikladu 22.

Absolutni hodnota vnéjsiho soudinu vyjadiuje objem n-rozmérného rovnobéznosténu s vrcholy O (poca-
tek), O + U, O+ U1+ UWay ..., O+ U1+ Uoa+---++Up. V prostoru V2 jde o obsah rovnobéznika.
V prostoru V2 jde o objem rovnobé&znosténu. 8

24. Pojmy Na E" déle definujeme velikost |u'| vektoru o vztahem

— /=
[ =Vu

=l

(odmocnina skaldrniho souéinu vektoru se sebou samym). Takto zavedend velikost mj. spliiuje tzv. troj-
thelnikovou nerovnost

v+ 7| < ||+ |7

25. Pojmy MiiZeme dale na E" zavést tihel dvou nenulovych vektortt w a o jako ¢islo ¢ € [0,7), pro

neéz
——
u v

COSQ&:ﬁ.
[7][V]

8pro uplnost jesté uvedme alternativni moznost: pokud v prostoru V3 vynasobime dva vektory ', ¥ vektorové a vysledek
pak s tietim vektorem w skalarné, obdrzime tzv. smiSeny souéin tii vektort; ten splyva s vnéjsim souc¢inem: tedy jeho
absolutni hodnota udéva objem rovnobéznosténu s hranami predstavovanymi vektory @, v a w
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Ziejmé ¢ = 7 nastava prave tehdy, kdyz skalarni soucin o a v je nulovy; takové vektory tedy nazyvame
kolmé. *?
26. Pojmy Pro vektory @ a v v E? svirajici thel ¢ pak napi. plati

W x V| =[U[|V]sing,

jak si ¢tendf mtze nyni dokazat.

Text povazuji za otevreny dalsim upravdm a zlepSenim. Dékuji za vSechny Vase pFipominky sdélené
osobné nebo zaslan€ na mou e-mailovou adresu kures@fme.vutbr.cz.
9

a viz nyni znovu Poznamka 18
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