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Soustavy linearnich rovnic

Se soustavami linedrnich rovnic a jejich feSenim je mozné se v urcitych jednoduchych pripadech setkat
jiz na stfedni skole. Ukazeme si jednu praktickou metodu feseni obecnych soustav linedrnich rovnic a
jednu metodu pro ¢tvercové matice.

1. Definice Necht a;;,b; jsou realna ¢isla. Pak soustava

a1121 + a12%2 + -+ + A1 Ty = by

2121 + A2 + - - - + a2p Ty, = by

Am1ZT1 + Am2Z2 + -+ + AppTn = bm

se nazyva soustava m linearnich rovnic o n neznamgych.
Cislo a;; se nazyva koeficient v i-té rovnici u j-té neznamé.
Cislo b; se nazyva absolutni €len i-té rovnice.

2. Maticovy zapis Soustavu (1) lze zapsat i v maticovém tvaru
Ax" =bT. (2)
A se nazyva matice soustavy (I)).

x se nazyva vektor neznamych.
b se nazyva vektor pravych stran (sloupec absolutnich ¢lent).

3. Rozsifena matice soustavy Pii vypoctech je praktické k matici soustavy A pripsat i vektor
pravych stran b a oddélit jej svislou ¢arou. Takova matice

a1 a2 ain | b1

T 21 a2 A2n by
A|b =

am1 am?2 o Gmn bm

se nazyva rozsifend matice soustavy (1)

Nyni si uvedeme dilezitou vétu, kterd ndm umozni rozhodnout o FeSitelnosti ¢i nefesitelnosti soustavy
linearnich rovnic, aniz bychom hledali jeji feseni.

4. Véta (Frobeniova véta) Soustava linearnich rovnic (1) je Fesitelnd pravé kdyz hodnost matice A
této soustavy je rovna hodnosti rozsifené matice A|b” této soustavy, tj. h(A) = h(A[b").

5. Poznamka Frobeniova véta je jednoduchym a elegantnim kritériem feSitelnosti soustav linearnich
rovnic, ovsem v pripadé fesitelné soustavy netrika nic o poc¢tu feseni ani o tom, jak vSechna feseni vypadaji.
Uvédomme si, ze mize nastat pravé jeden z téchto tii pripadi:

a) soustava nemd zadné FeSeni (tzn. je nefesitelnd);

b) soustava mé jediné feSen;

¢) soustava méa nekoneéné mnoho feSeni.

Ve specidlnim piipadé, kdy je matice A Fadu n (tj. rovnic je stejny pocet jako nezndmych) a matice
A je regularni (tj. |A| # 0) ndm k urceni feSeni poslouzi Cramerovo pravidlo uvedené v nasledujici vété.

6. Véta (Cramerovo pravidlo) Necht je ddna soustava n linearnich rovnic o n neznamych, jejiz matice

soustavy A je regularni. Pak soustava ma jediné feseni (1,22, ..., 2, ), pficemz
A
_ 1 o
xj—m, ]—1,2,...,71,

kde A; je matice vznikld z matice A nahrazenim j-tého sloupce sloupcem absolutnich ¢lent.
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7. Poznamka Cramerovo pravidlo ma spiSe teoreticky vyznam, protoze je numericky pomérné naroc¢né.
Na druhou stranu vSak umoznuje primy vypocet jednotlivych neznamych, coz mtze byt nékdy vyhodné.

8. Priklad Cramerovym pravidlem urcete feSeni soustavy. Nejprve ovéite, Ze je matice A reguldrni!
200 — 3x9 + x3 =0

Ty + 229 — x3 =3

21‘1 + i) + I3 =12

Reseni
2 -3 1
|[Al=11 2 -11=2-2-14(-3)-(-1)-241-1-1-1-2-2—(=3)-1-1—-2-(-1)-1=12#0,
2 1 1

a proto je matice A regularni.
Spoctéme si determinanty matic, ve kterych bude sloupec absolutnich ¢lenti postupné nahrazovat
sloupec koeficientii:

0 -3 1
|Aj]=| 3 2 —1[=0-2-1+(-3)-(-1)-124+1-3-1-1-2-12—(=3)-3-1—0-(—1)-1 =24,
12 1 1
2 0 1 2 -3 0
Agj=|1 3 —-1|=36 |As=|1 2 3/|=60.
2 12 1 2 1 12
Tedy
LA 24 oy A2l 36 o A5l 60
YTA] 12 7 2TA] 12 PTUA] 12

a soustava m4 jediné Feseni (2,3,5).

Drive nez si uvedeme dalsi metodu feseni soustavy linedrnich rovnic, pfipomenme si, jaké jsou ekvi-
valentni tpravy soustavy rovnic (1)), kterymi neovlivnime mnozinu feseni.

9. Véta Nechf je ddna soustava linearnich rovnic (I). Pak néasledujici apravy jsou ekvivalentnimi
apravami soustavy (1):

1. libovolna zdmeéna poradi rovnic;
2. vynasobeni libovolné rovnice nenulovym cislem;
3. k jedné rovnici pri¢teni jiné rovnice vynasobené libovolnym ¢islem;

4. vypusténi rovnice, ktera je linedrni kombinaci ostatnich rovnic.

Pri provadéni ekvivalentnich tprav dané soustavy linedrnich rovnic neni nutné stale opisovat celou
soustavu i s nezndmymi, ale zfejmeé staci pracovat s jeji rozsifenou matici soustavy. Uvédomme si, ze pak
provadeéni uprav 1.—4. na dané soustavé, je ekvivalentni provadéni elementarnich fadkovych tprav na jeji
rozsifené matici soustavy.

Na této tivaze je zalozena dalsi metoda, jejiz princip spociva v tom, ze danou soustavu linearnich
rovnic prevedeme na ,, jednodussi“ soustavu. Jeji feSeni bude mozno viceméné ihned vypsat.

10. Gaussova elimina¢ni metoda Nechf je dana soustava linearnich rovnic (1)). Pak ekvivalent-
nimi dpravami z Véty 9] pfevedeme soustavu (1)) na soustavu (1), jejiz rozsifend matice soustavy je ve
schodovitém tvaru. Necht soustava (17) mé nyni s < m rovnic. Potom:

a) vyskytne-li se v (17) rovnice, v niz vSechny koeficienty jsou nulové a absolutni ¢len je od nuly rtzny
(tedy Fadek vypadajici napiiklad takto: 0 0---0|8), pak soustava (17), a tedy i soustava (1) nema
reseni,;
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mé jediné FeSeni, je-li s = n. Toto FeSeni spoéitdme postupnym dosazovanim ze soustavy (17);
¢) mé nekoneéné& mnoho feseni, je-li s < n. V tomto piipadé (opét postupnym dosazovanim z (17))

vyjadiime jistych s nezndmych pomoci zbyvajicich (n — s) nezndmych, které se nazyvaji volné
neznamé.

Tlustrujme si nyni Gaussovu metodu Feseni soustavy linearnich rovnic na nékolika typickych prikladech.

11. Pfiklad Reste soustavu linedrnich rovnic

T 4+ 2 - xr3 + ry =1
— 2r7 — 3z + 23 — 3xy =2
ry + To — r3 + 2x4 =-1
X9 + 2I’4 =3
Reseni Napiseme rozsifenou matici této soustavy a pomoci elementarnich fadkovych tprav ji

prevedeme na schodovity tvar. Navic vypoustime fadky, které jsou linedrni kombinaci ostatnich radki
(pokud se takové vyskytnou)

1 2 -1 1] 1 1 2 -1 1] 1 12 -1 1] 1
2 -3 2 -3| 2 0 1 0 -1 4 01 0 —1| 4
1 1 -1 2/-1 710 -1 o 1/-2|"1oo0o o o 2
o0 1 0 2| 3 0 1 0 2| 3 00 0 0f-1

I kdyZ posledni matice jesté neni formalné upravena na schodovity tvar, vidime, Ze dana soustava nema
feSeni, nebot ve tfetim Fddku posledni matice jsou vSechny koeficienty u neznadmych nulové, kdezto ab-
solutni ¢len je od nuly rizny.

12. Priklad

Reste soustavu linedrnich rovnic

TG - 2T + r3 =—1
Z1 + r3 =1
21‘1 - 51‘2 + 41‘3 =0
21’1 - 31’2 =—4
Reseni
1 -2 1]-1 1 -2 1] -1
1 0 1| 1 0 2 0] 2 é _? é _}
2 -5 4 0 0 -1 2 2 0 0 2 3
2 -3 0| —4 0 1 -2 -2

Tedy z posledni rovnice plyne, ze 2x3 = 3, neboli x3 = % Dale z pfedposledni rovnice dostavame piimo,
7e T9 = 1. A kone¢né z prvni rovnice 1 = —1 + 2z5 — x3 po dosazeni za 2 a x3 dostaneme, Ze r1 = —%.
Dané soustava ma tedy jediné feSeni: (—%, 1, %)

13. Piiklad Reste soustavu linedrnich rovnic

X1 — 2%2 + I3 + Xy =2

TG = 2T - r3 4+ x4 =-2

ry — 29 + 3x3 + x4 =6

Reseni
1 -2 11 2 1 -2 11 2
1 -2 -1 1|-2 ~ 0 0 -2 0| -4 N<(1) (2)1(1)3)
1 -2 3 1 6 0 0 2 0 4

Tedy dostavame soustavu, v niz budou dvé volné neznamé (zfejmeé kterékoliv dvé z neznamych x1, xa, x4,
nikoliv v8ak neznamé x3). Zvolime-li za volné nezndmé napf. nezndmé o, x4, pak lehce vypodteme, ze
Tr3 — 2, Tr1 = 2.1‘2 — X4.

Tedy polozime-li x5 = t, x4 = s, pak dané soustava mé nekoneéné mnoho feSeni ve tvaru (2t—s, ¢, 2, s),
kde t, s jsou libovolna ¢isla.
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14. Poznamka Ma-li soustava linearnich rovnic nekoneéné mnoho feseni, pak z Gaussovy elimina¢ni
metody vyplyva pouze to, kolik neznamych volime za volné neznamé, nikoliv vSak, které neznamé to jsou.
Mize se totiz stat, ze nékterou nezndmou nesmime volit za volnou nezndmou nebo naopak, nékterou
nezndmou musime volit za volnou neznamou.

Homogenni soustavy linearnich rovnic

Specidlnim pfipadem soustav linearnich rovnic jsou soustavy s nulovymi absolutnimi ¢leny na pravé
strané.

15. Definice Necht a,; jsou realna cisla. Pak soustava

a1171 + @123 + -+ + a1, T, =0

2121 + A29x2 + « -+ + agpxy, =0

@l 1| A= @rpp B AF © ° ° AF Ty, =

se nazyva homogenni soustava m linearnich rovnic o n neznamych.

16. Poznamka Protoze rozsifend matice soustavy (3), kterou oznacime opét A|bT, vznikla z matice A
priddnim sloupce skladajictho se ze samych nul, je zfejmé h(A) = h(A|bT), a tedy podle Frobeniovy
véty 4] je homogenni soustava (3) vzdy Fesitelna.

Evidentné je vzdy feSenim soustavy (3) uspotradand n-tice (0,0, ...,0). Toto feSeni se nazyva nulové
resSeni.

Vidime tedy, ze homogenni soustava linearnich rovnic (3) ma bud jediné feSeni (nulové) anebo ma
nekoneéné mnoho feseni (tj. kromé nulového i nenulova feSeni).

17. Piiklad Reste homogenni soustavu linearnich rovnic
I + 2%2 + T3 + Xyg = 0

+ T2 — X3 + xg =0
r1 4+ 3z + 2z, =0
Reseni

1 2 1 110 1 2 1 10
01 -1 1|0 )]~101 -1 1|0 N((l)i—i }8)
1 3 0 2|0 01 -1 110

Tedy polozime-li x5 = t, 4 = s, pak dana soustava ma nekone¢né mnoho feseni ve tvaru (—3t+s,t —
s,t,8), kde t, s jsou libovoln4 ¢isla.
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