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Primitivni funkce, neurcity integral, zakladni integraly

1. Definice Rikéme, Ze F(z) je v intervalu (a,b) primitivni funkci k funkce f(z), jestlize pro véechna
z € (a,b) plati F'(z) = f(z).

2. Véta Ke kazdé funkci f(z) spojité na (a,b) existuje v (a,b) primitivni funkce. Je jich dokonce
nekoneéné mnoho. Je-li F(x) jedna z nich, pak vSechny ostatni maji tvar

F(z)+C,

kde C je integrac¢ni konstanta, ktera je libovolna.

3. Poznamka Pouzivame formalni zapis
[ f@)ds = F@)+c.

[ f(z)dz znamend mnoZinu viech primitivnich funkci k funkce f(z) a nazyvé se neuréity integral
funkce f(x).

4. Poznamka Je zvykem pracovat se symbolem [ f(z)dz jako s jednou z primitivnich funkei a ve
vysledku pripsat integrac¢ni konstantu C.

5. Plati: (F(z)+C) = f(z) & F(z) = [ f(z)da.

6. Priklad
(sinx +5)" = cos;
(sinxz — 6)" = cos .
Tedy [coszdx =sinz + C.

7. Véta Prehled zakladnich integraénich vzorcu

xn«{»l
n+1

1. [a"dz = +C, x>0neR,n#-1.
2. [de=In|z|+C, z#0.

3. [e*dz=e"+C.

4. fawdm:%—&—C, a>0,a#1.

5. [sinzdz = —cosz + C.
6. [coszdx =sinz + C.

7. [=A—dz = —cotgz + C, x#kmke€Z.

sin? x

8. [L-dox=tgz+C, z#Z+kmkeZ

cos? x

9. [ ﬁ dz = arctgz + € = —arccotgx + Cs.

10. [ \/1177 dz = arcsinz + C; = —arccosz + Co, x € (—1,1).

1. [ g—=de=I (z+vaZ+a)+C, a>0.

12. ffj_(ﬁdx* Larctg 2+ C, a#0.

T a

13. [ L dz = |f()|.
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8. Poznamka Priestoze ke kazdé spojité funkci existuje primitivni funkce, nelze v mnoha pripadech tuto
primitivni funkci vyjadiit pomoci elementarnich funkei.

Integrac¢ni metody

9. Véta Existuji-li k funkcim f(z), fo(x), f(z) primitivni funkce, pak

1. ffl :l:f2 dZL’—ffl dx:l:ffg
2. [k-f(z)dz =k [ f(z)dz, kde k je konstanta.

Jednou z integra¢nich metod je prima integrace.
10. Priklad Spodtéte integraly:

1. f‘r”ijg?’ dx.

o

Ik (sz — 2z + \/%) dz.

3% cos? xz—5
f T cos?z da.

=~ W

. [ cotgz du.
oz

Jx(x —2)(z — 3)da.

ot

N O

Dalsi mozZnosti je feSeni integrali substituéni metodou. Tu si ukdZzeme na nasledujicich pfikladech.
11. Piiklad

1. [cos(5z + 6)da.

2. [ sy de

3. [sin®z cosz dx.

. fx\/:zzz + 1dz.

f Yarctg dz.
142

S

o

=2

f sin x
\3/ 142 cosx

1
f z4/3—In2x d

12. Poznamka Pocitame-li integraly f sin? z dz, f cos? x dz, tak pred vlastni integraci nejprve pouzijeme
dpravu:

. 9 1 — cos2x 9 1+ cos2x

sin“x = ————| Cos" T = ————

2

13. Piiklad [ sin®zda.
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Velmi uzitecna je i integrace per partes.

14. Véta Metoda per partes (po ¢astech)
Maji-li funkee u(z) a v(z) v intervalu (a,b) spojitou derivaci, pak v intervalu (a,b) plati

15. Dukaz: Staci si uvédomit, jak se derivuje soucin funkci u - v:
(u-v)" = uw'v + uv'. Nyni obé strany rovnice zintegrujeme:
J(u-v) doz = [v'vde + [wuv dz. Odtud:
w-v= [vvdzr+ [w'dz, coz je dokazované tvrzeni.

16. Poznamka Z dikazu je jasné vidét, ze integrace per partes mize byt zapsana v ekvivalentnim tvaru

17. Poznamka Typické piiklady, kdy je vhodné pouzit integraci per partes (p,, () je polynom stupné n).
Znaceni pouzivame ze vztahu (1):

[ pn(z) - e* dz,

J pn(z) - sinz de, zde volime za funkci ,kterou budeme derivovat® polynom p,(z) = v(z).

J pn() - coszde,

[ pn(z) - Inzdz,
[ pn(z) - arcsinz dz, zde volime za funkci  kterou budeme integrovat® polynom p,(z) = v'(x).
[ pn(z) - arctgx dz,
18. Piiklad

L [(1+z)e” d.

2. [ze " da.

3. [arctgzdz.

4. [Inzda.

5. [cos(lnz)dz.

Pokud integrujeme raciondlné lomenou funkci R(z) = P(i;, pak ji nejprve prevedeme na parcialni

zlomky a ty jiz snadno zintegrujeme.

19. Priklad

x +6a: +x—2
L. f Tt 223 dz.

2. dx.

] e

w

11224 22-33
4. [ M= dy,

Mgr. Jana Hoderovéa, Ph.D. UM FSI v Brng, 27. 11. 2005



Primitivni funkce, neurcity integral, zakladni integraly

Integrujeme-li goniometrické funkce, tj. [ R(sinx,cosz), pak nejcastéji postupujeme substituci.
O vhodné volbé substituce rozhodneme az u konkrétniho prikladu. Urcita pravidla ovSem plati obecné:

R(sin™ x, cos™ x), kde m je sudé €islo a n je liché ¢islo
R(sin™ z, cos™ z), kde m je liché ¢islo a n je sudé ¢islo
R(sin" x, cos™ x), kde m je liché ¢éislo a n je liché ¢islo

substituce sinx = t;
substituce cosx = t;
substituce tgx = t.

Ve vsech piipadech lze vyuzit tzv. univerzalni substituci tg § = t.

20. Priklad

L. [sin® 2 da;

. [ eote gy,

sin® x

sinx—cos x .
3. fsin$+2coswdx’

2—sinx
4. f2+coszdx'
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