Krivky dané parametricky a polarné 1

Krivky
Rovinnou krfivku chapeme jako mnozinu boda v roviné. Lze ji popsat riiznymi zptsoby, napf.:
1. Explicitné rovnici y = f(z), napt. f:y = 2%,y = —/z,...
2. Implicitné rovnici g(z,y) = 0, napi. 22 + 3> —9=0,2 —y?> =0,...

3. Parametrickymi rovnicemi

z = (1),
yzw(t)v te <azb>
napf. pfimka k:x=1+2t,y=3—-3t,t € R

Podivejme se nyni na kfivky dané parametricky dukladnéji.

1 Parametrické vyjadreni rovinné krivky

1. Definice Necht funkce o(t) a 9(t) jsou spojité na intervalu I (kde I je nejcastéji (a, 3) nebo (—o0, c0))

a maji v I spojité nebo po ¢astech spojité derivace p(t) a ¥ (t). Pak mnozinu C' bodu v roviné, jejichz
kartézské souradnice x a y jsou dany rovnicemi

T = (1),
y:z@,tel, 1)

nazyvame rovinna krivka dana parametricky, kde ¢ je parametr.

2. Poznamka Derivace ¢(t) znamena derivaci funkce ¢(t) podle proménné ¢, kterd se da zapsat také
jako

Uvedme si nékteré dilezité vlastnosti rovinnych kiivek. Uvazujme interval I = («, 3). Za poateéni
bod kiivky povazujeme bod [p(«), ()] a za koncovy bod [¢(8),¥(6)].

3. Uzaviena kiivka Jestlize plati [p(a), ¥(a)] = [@(8),¥(8)] (tzn. pocateéni a koncovy bod jsou
totozné), pak kiivku C nazveme uzavienou (viz Obrazek 1 a)).

4. Oteviena krivka Jestlize ma kiivka C krajni body, tzn. poéateéni bod je rtizny od koncového, pak
ji nazveme otevienou kiivkou (viz Obrazek 1 b)).

podatedni bod koncovy bod

pocateéni bod=
=koncovy bod
a) b)

Obréazek 1: a) Uzaviend kiivka, b) Oteviena kiivka

5. Hladka kfivka Jsou-li funkce ¢(¢) a ¢ (t) spojité v I, pak jde o hladkou kiivku. Lépe si tuto vlastnost
predstavime nasledovné: oteviend kfivka je hladka, jestlize v kazdém jejim bodé dokdzeme udélat tecnu
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pocatecni bod=
=koncovy bod

a) b) c) d)

Obrazek 2: a), b), c) Hladké kiivky, d) Ktivka, ktera hladkd neni

a u uzavrené krivky nam nevadi, jestlize tecna neexistuje v pocatecnim bodé, ktery splyva s koncovym
(viz Obrazek 2 a), b), ¢)).

6. Po castech hladka kiivka Jestlize je kfivka sloZend z hladkych tseki, které na sebe navazuji, tak
je po ¢astech hladka (viz Obrazek 3).

7=

Obréazek 3: a), b) Po ¢4stech hladké kiivka

7. Jednoducha krivka Jestlize oteviend kiivka neprotina sebe sama, pak jde o jednoduchou kfivku.
Tzn. pro t1 # to plati p(t1) # @(t2) A(t1) # ¥(t2). U uzavienych kiivek plati stejnd podminka, ktera
se ovSem nevztahuje na pocateéni bod, ktery je totozny s koncovym bodem (viz Obrézek 4 a), b)).

podateéni bod=

=koncovy bod N l
b) c)

a)

Obrazek 4: a), b) Jednoducha kiivka, c) Kfivka, ktera jednoduchd neni

8. Poznamka Jedna kiivka miiZze mit vice rtiznych parametrickych vyjadfeni.

9. P¥iklad Vyjadiete parametricky parabolu y = 22 — 2 pro x € (—1,2) (viz Obréazek 5).

Reseni Jedno z mnoha moznych feseni je

(p(t) =) = =t,
W(t)=) y=t>-2, te(-1,2).

Jiné spravné reseni je
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Ya ,
9 koncovy bod
1L
-1 1/ 2 =
pocateéni bod Kl——
-2

Obrazek 5: Parabola y = 22 — 2 pro z € (—1,2)

10. Priklad Naértnéte kiivku danou parametricky rovnicemi

ReSeni  Nejlepsi piedstavu si udélame vynesenim nékolika bodi do kartézského grafu (z,y). Sestro-
jme nejprve tabulku, ve které libovolné vhodné volme hodnoty ¢ a na zédkladé zadanych rovnic dopocitejme
soutadnice bodi [z, y] hledané kiivky. Ziskané hodnoty jsou zobrazeny na Obrazku 6.

t] -1 fof1[2]-2]
x| 1 Jo[1 4
y|-3]0]%]2]-2

Obrézek 6: Kiivka dani parametricky rovnicemi z = t2,y = %, teR

11. Poznamka Derivace funkce y = f(z) dané parametrickymi rovnicemi = = ¢(t),y = ¥(t),
tel

_dy _d0)
YT T ) @)
d d, . dt  P®)p(t) — ()¢
Y= ()= 3 W) é _ w(t)so(z(t);/;(t)s@(t)y 3)

kde ¢(t) # 0.

12. Priklad Urcete derivace prvni a druhou derivaci funkce y = f(z), kterd je ddna parametrickymi
rovnicemi z = 6t + 3,y = t2 — t,t € R.
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Reseni Chceme uréit y' a y”. Zkusme si vypocet trochu rozepsat a nedosazovat piimo do
svzorci“ (2) a (3).

,ody W) 2-1

Y= = e T o :
de 4 p(t) 6+ 3t
dy’ dv’ 2t—1
y/I:i(y/):gi: di?{g :diyll :d(6+3t2) . 1 2:
dx @ et dt () dt 6 4 3t
2(6+3t%) — (2t —1)6t 1

(6 + 3t2)° 6+ 32

Rovinné krivky dané polarné

Specidlnim pfipadem parametrického vyjadieni kiivky C' v roviné je jeji vyjadieni pomoci polarnich
soutadnic. Vyhodu tohoto vyjadieni ocenime napiiklad pfi integraci.

Polohu bodu M, lezictho na kiivce C' vyjddiime polarnimi souradnicemi g, . Soufadnice o je
vzdalenost bodu M od pocatku souradnic O. Soufadnice @ je orientovany thel, ktery svird tsecka OM
s kladnym smérem osy z. Plati, ze o > 0 a 0 < ¢ < 27. Situace je znazornéna na Obrazku 7.
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Obrézek 7: Polarni souradnice

13. Poznamka Krivku C zadévame piedpisem, ktery dava do souvislosti g a ¢ a intervalem ptipustnych
hodnot . Pak jsou soufadnice bodt [z, y] kiivky C' dény vztahy

z = o(¢p) cos p,
y=o(p)sing, € (a,b), (4)

které nazyvame polarni souradnice.

14. Pfiklad Kiivka je ddna poldrné rovnici o = 2¢, ¢ € (0, 00). Nacértnéte graf této funkce.

ReSeni  Kiivku chceme zakreslit v soufadném systému (y, ). To znamena, Ze nas zajimaji soufad-
nice = a y nékolika bodl na kiivce. Sestavme si proto tabulku, ve které budeme vhodné volit hodnoty ¢
v prvnim fadku a ve druhém vypocitdme podle zadaného predpisu p. Ve tfetim a ¢tvrtém fadku budou

soutadnice = a y spoc¢itané podle rovnic (4). Na Obrazku 8 jsou vyneseny tyto body a je jimi proloZena
hledana kfivka, kterou je Archimédova spiréla.

4 (o5 [ = | 5 |27 |
0=2p 0| m | 2w 3m | 4m
r=opcose |[|0]| 0| =27 0 4T
y=opsinp || 0| 7 0 =37 | 0
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Obrazek 8: Kfivka dand polarné o = 2¢ (Archimédova spirdla)

15. Pozndmka Derivace funkce y = f(z), ktera je dana polarné rovnici ¢ = g(p) v polarnich
souradnicich (4)

y = f( )_dx_ %(g(ap)cosgp)' (5)

16. Priklad NapisSte parametrické rovnice funkce y = f(x) dané polarné rovnici ¢ = 2¢, ¢ € (0,7)
a urcete jeji derivaci f'(z).

Reseni Do rovnic (4) dosadime zadané vyjddieni pro o a ziskdme parametrické vyjadieni

T = 2 cos ,
y=2psing, ¢ € {0,7),

kde ¢ je parametr.

Derivaci f'(x) vypocGteme
_dy  2singp+2pcosy
~dxr 2cosp —2psing’

f'(x)
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