Diferencial a Tayloriv polynom 1

1 Diferencial funkce

Pojem diferencidlu funkce y = f(z) v bodé a lze nejndzorngji vysvétlit pomoci Obrazku 1. Jde o pii-
rustek funkéni hodnoty na tecné. To vlastné znamena, Ze funkce je v okoli bodu a aproximovana te¢nou
a k pfibliznému stanoveni funkéni hodnoty v bodé ,blizko“ bodu a nam staci urcit hodnotu na tecné.
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Obrazek 1: Diferenciél funkce y = f(x) v bod€ a

1. Definice Necht funkce y = f(z) ma v bodé a spojitou derivaci (tj. existuje f’(a)). Diferencidlem
funkce f(x) v bodé a pfi pfirustku h € R nazyvame &islo

df(a)(h) = f'(a)h. (1)

2. Poznamka 7 Obréazku 1 je zfejmé, Ze plati

tga= @)=Y~ as@m =

3. Poznamka Af(a) je diference funkce f(z) mezi body a a a+ h, tj. pfirtstek funkéni hodnoty.

4. Poznamka h je pfirustek proménné z, ktery byva zvykem znadit

h=z—a=dx. (2)

5. Definice Necht funkce y = f(2) ma v bodé a spojité derivace az do fadu n véetné (tj. existuji f/(a),
f"(a), ..., f™(a)). Diferencidlem ¥adu n funkce f(z) v bodé& a p¥i p¥irtistku h € R nazjvame
Cislo

d" f(a)(h) = f™(a)h". 3)

6. Poznamka Diferencialy (i vyssich fada) byvé na zédkladé Poznadmky 4 zvykem znaéit

df(a)(h) = f(a)h = f'(a)dz = f'(a)(x — a). (4)

7. Poznamka Pokud pro vypocet funkéni hodnoty v bodé a + h pouzijeme diferencial, dopustime se
urcité chyby
R(h) = [Af(a) —df(a)(h)]
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L))

=0.
h—0 h

8. Priklad Pomoci diferencidlu spocététe ptiblizné arctg 0, 97.

ReSeni  Zvolime vhodnou funkci f(z) a vhodny bod a, ve kterém se snadno poéita funkéni hodnota
a je dostatecné& blizko bodu 0,97. Uvazujme tedy f(z) = arctgz a a = 1. Vypocteme si piirtstek h =
r—a=0,97—-1=-0,03.

Chceme tedy spocitat f(0,97).

Vypoctéme nejprve diferencial df(1)(—0,03) pomoci vztahu (1) nésledovné

) 1
@) = s
, 1
Fo=1
df(1)(~0,03) = %(—0,03).

Nyni staci jen pfi¢ist funkéni hodnotu v bodé a =1 a ziskame

0,03
F(0,97) = (1) +df(1)(=0,03) = T — == = 0,77.
9. Priklad Vypoctéte diferencidl funkce f(x) = sinz.
Reseni Vzhledem k tomu, Ze nebyl zadan ani bod a, ani prirtistek h, bude vypocet naprosto

obecny

f'(x) = cosz,
df(z) = f'(x)dz = cos xdx.

2 Tayloriv polynom

V predchozi kapitole jsme funkéni hodnotu v bodé a + h nahrazovali pomoci pfirtitstku na tecné ke grafu
funkce y = f(x) v bodé a. Je zfejmé, Ze se tim dopoustime urcité nepfesnosti, kterd je oviem vyvéZena
graf funkce y = f(z) v okoli bodu a ne té¢nou (tj. polynomem 1. stupné), ale polynomem vyssiho stupné.
To je hlavni myslenkou aproximace funkce f(x) pomoci Taylorova polynomu.

10. Véta (Taylorova véta) Necht m4 funkce f(z) v intervalu (a, a+h) (resp. v (a+h, a) pro h zdporné)
spojité derivace az do fadu n véetné a v (a,a + h) (resp.v (a+ h, a)) spojitou derivaci (n + 1)-fadu. Pak

f'(a),  f"(a) £ (a)
TR nl

fla+h)= f(a)+ RE4 -+ A+ Ri1, (5)

kde tzv. Tayloruv zbytek R, i lze zapsat naptiklad v Lagrangeové tvaru

fOH+D (a + 9h)

ntk 1.
1) A", kde 0 < 9 < (6)

Rn—i—l =
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11. Poznamka PiSeme-li pfiriistek h ve tvaru h = z — a, dostaneme Gasto pouzivany tvar rovnice (5)

f"(a) 2 f(n)a
1 (‘”_“)+2—(!(x_“) ot n!<)

(x —a)” + Rpt1- (7)

Chceme-li danou funkci f(x) nahradit v okoli bodu a polynomem, pouzijeme tzv. Tayloriv polynom.

12. Definice Taylorovym polynomem stupné n v bodé a nazyvame polynom

"(a "(a (") (a
Tn(x):f(a)+%(w—a)+f2—(!)(m—a)2+~“+f ( >(;v—a)". (8)

13. Poznamka Je-li a = 0, pak se polynom (8) nazyvd Maclauriniiv polynom a m4 vyjadieni

1O, SOy S00) ©)

Mn(z) = £(0) + = 9 nl

14. Piiklad Napiste Maclaurintiv polynom stupné n = 4 funkce e*.

Reseni Je tfeba si urc¢it funkéni hodnotu v bodé 0 a prvni 4 derivace a jejich hodnoty v bodé 0.

f(0) =¢® =1

fl(x)=¢€" = f(0) =e =1,
fla)=e = f1(0) = =1,
f”'(I) — ” = f///(o) =0 = 1,
fW@)=e* = fH0)=e"=1.

Ziskané hodnoty dosadme do vztahu (9)

x? 3 gt

x 1 1 1 1
e’ ~ My(z )*1+FI+§$ +§x erx 71+1'+—+§+7

15. Priklad Nahradte funkci y = cosx v okoli poc¢atku (napf. v intervalu (—0,1;0,1)) polynomem
¢tvrtého stupné a odhadnéte chybu.

Reseni Je tfeba si urcit funkéni hodnotu v bodé 0, prvnich 5 derivaci.

f(0) =cos0=1

f'(x) = —sinz = f'(0) = —sin0 = 0,
f’'(x)=—cosz = f"(0) =—cos0=—1,
1" (xz) =sinz = f"(0) =sin0 =0,
f®(z) = cosz = f®(0) =cos0=1

fO®)(z) = —sinz.
Tedy
2 ot

~1—— R

cosx ~ 21 —+ — I + Rs.
Nyni se zabyvejme odhadem chyby Rj, kterou lze pomoci vztahu (6) zapsat ve tvaru
—sin(?d
Rs = 75“;( )45, kde 0 < 9 < 1.

Vzhledem k tomu, 7Ze —1 < sinz < 1, bude pro vSechna z z intervalu (—0,1;0,1) platit

0,1° 1
5! 12000000

|Rs5| <
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