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Prubéh funkce

Pii vysetfeni grafu funkce budeme postupovat podle nasledujiciho algoritmu:
1. Urceni defini¢niho oboru.
2. Rozhodnuti, jestli je funkce suda, licha, periodickd nebo neméa ani jednu z uvedenych vlastnosti.

Nalezeni prisecikti s osou z (tzv. nulové body) a uréen{ znaménka f(x).

-~ W

Vypocet limit pro x jdouci k +oo.
5. Prvni derivace funkce:

a) Nalezeni stacionarnich bodu (tj. bodd podezielych z extrémi).
b) Nalezeni intervald, kde je funkce rostouci, nebo klesajici.

c) Nalezeni lokalnich extrémi.
6. Druhé derivace funkce:

a) Nalezeni intervald, kde je funkce konkévni, nebo konvexni.

b) Nalezeni inflexnich bodd.
7. VySetfeni asymptot:

a) Bez smérnice, tj. pfimek x = x, kde x¢ jsou pfipadné body nespojitosti.

b) Se smérnici, tj. pfimek y = kz + q.

8. Nacrtnuti grafu.

Dfive nez si ukazeme vySetfeni prubéhu funkce na konkrétnim piikladu, provedeme stru¢nou rekapi-
tulaci pojmli a upozornime na tuskali, kterd mohou nastat.

1. Definiéni obor
Spravné urceni defini¢éniho oboru je nezbytné. Body, které ,vyfadime® z defini¢niho oboru jsou hor-
kymi kandidaty na to, ze jimi bude prochazet asymptota bez smérnice.

2. Suda, licha, nebo periodicka funkce
Potvrzeni nékteré z téchto vlastnosti ndm vyrazné usnadni vykresleni pribéhu funkce, protoze budeme
védét o urcité symetricnosti. Pfipomenme, ze funkce:
Suda ma graf osové soumérny podle osy y a plati f(—x) = f(z) pro vSechna z € D(f).
Licha mé graf stfedové soumérny podle poc¢étku a plati f(—z) = —f(x) pro vSechna x € D(f).
Periodicka s periodou p spliiuje pro v8echna = € D(f) podminku f(z) = f(z + p).

3. Nulové body a prusecik s osou y
Body na ose x maji y-ovou soufadnici rovnu nule. Staéi tedy vytesit rovnici f(z) = 0.
Abychom védéli, kdy bude graf funkce f(z) probihat pod osou z a nad ni, potfebujeme ur¢it znaménko

f(z) (tzv. sgn f(x)).

4. Vypocéet limit pro z jdouci k +oo
Poéitdme lim f(z) a lim f(x).
r—00 T——00

5. Prvni derivace, stacionarni body, monotonnost, extrémy

Pfipomertime nejprve geometricky vyznam derivace funkce f(z) v bodé zg - ¢islo f/(z) je smérnice
teény ke grafu funkce f(z) v bodé xg. Jestlize sestrojime te¢nu ke grafu funkce f v jejim lokdlnim extrému
(tj. v lokdlnim minimu nebo lokalnim maximu), tato teéna bude rovnobézna s osou z a tudiz jeji smérnice
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Prabéh funkce 2

bude rovna nule. Hledani extrémii odpovida nalezeni bodt, ve kterych je smérnice te¢ny ke grafu rovna
nule. Stacionarni body (tj. body podezielé z extrémi) jsou jsou kofeny rovnice:

f'(x)=0

Pozor, ne kazdy bod, kde smérnice te¢ny je rovna nule musi byt extrém. Jesté stale muze jit o tzv.
inflexni bod, coz je bod, kde se pribéh funkce méni z konvexniho na konkavni nebo naopak.

Pozor, ne vSechny lokélni extrémy ,zachytime® tim, Ze polozime f’(x) = 0. Je tfeba si pohlidat body,
ve kterych prvni derivace viibec neexistuje!

O tom, jestli je stacionarni bod bodem lokélniho minima, lokalniho maxima, nebo inflexnim bodem
rozhodneme podle intervalii, na kterych funkce roste, nebo klesa.

Funkce rostouci na néjakém intervalu spliiuje podminku, 7e f/(x) > 0 pro vSechna z z tohoto
intervalu.

Funkce klesajici na néjakém intervalu spliiuje podminku, ze f/'(z) < 0 pro vSechna z z tohoto
intervalu.

Proto nas bude zajimat znaménko prvni derivace (tzv. sgn f'(z)).

6. Druha derivace, konvexnost, konkavnost, inflexni body

Funkce konvexni lezi v daném intervalu ,nad te¢nou“ a plati f”(z) > 0 pro vSechna x z tohoto
intervalu.

Funkce konkéavni lezi v daném intervalu ,pod tecnou® a plati f”/(x) < 0 pro vSechna z z tohoto
intervalu.

Proto nés bude zajimat znaménko druhé derivace (tzv. sgn f”(x)).

Inflexni bod je bod, pro ktery plati f”(x) = 0 a ve kterém se prubéh funkce méni z konvexniho na
konkévni, nebo naopak.

Poznamenejme, ze pokud jsme z néjakého diivodu nedokézali rozhodnout, jaky extrém nastavé u bodt,
které podeztivame jiz od prvni derivace, druha derivace ndm muze pomoci. Plati totiz:

Je-li f'(z) =0 a zéroven f”(z) > 0, pak je v = lokdlni minimum.

Je-li f'(z) =0 a zéroven f”’(z) < 0, pak je v = lokalni maximum.

Poznamenejme, Ze pokud jsme z néjakého diivodu nedokazali rozhodnout pomoci konvexnosti a kon-
kavnosti o inflexnim bodu, pomohla by nam tfeti derivace.

7. Asymptoty bez smérnice, asymptoty se smérnici

Adepty na asymptoty bez smérnice jsou body ,,vyfazené“ z definiéniho oboru, ozna¢me jeden z nich xg.
K tomu, abychom prohlésili pfimku = = x( za asymptotu bez smérnice nam staci, kdyz se ukaze, ze
alespoil jedna jednostranna limita

lim f(z) nebo lim f(x)
a—uar Ty

je nevlastni (tj. £00).
Pozndmka: Asymptot bez smérnice miize byt nekoneéné mnoho.
Asymptoty se smérnici, tj. pfimky y = kx + ¢, ziskdme (pokud viibec existuji) vypoctem téchto limit

= Jim T = i (1)~ ko)
a
ky = lim @, 2= lim (f(z)— ko).

Poznamka: Asymptoty se smérnici mohou byt maximéalné dvé.

8. Graf funkce
Pokud dobfe rozumime jednotlivym vlastnostem a znadme vazby mezi nimi, je jiz celkem snadné
zakreslit pfedchozi poznatky do soufadného systému.
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9. Priklad VysSettete prubéh funkce f:y = (x — 2)e*1l- a nakreslete graf.
Reseni

1. Defini¢ni obor: D(f) = R — {0}. To znamend, %e piimka x = 0 je podezfeld z toho, Ze bude
asymtotou. To potvrdime, nebo vyvratime az v kroku 7b). Ziskané informace postupné zakreslujme,
jak je vidét na Obrazku 1.

0eD(f) *

Obrazek 1: Znazornéni defini¢niho oboru

Sudost, lichost: f(—z) = (—z — 2)e_%w = (—z — 2)er # f(z) a je vidét, Ze f(—x) # —f(x). Tim
padem funkce neni ani suda ani licha. Periodicka neni na prvni pohled.
Nulové body: Urcime priiseciky s osou z, tj. polozime y = 0 a feSime rovnost

0:(1’72)67% S xr=2.

Tuto informaci vyznac¢ime na ose x a ur¢ime, kdy bude graf funkce ,pod osou z“ a ,nad osou z“,
viz Obréazek 2.

sgn f: —

-+

0 2 z

Obréazek 2: Nulové body a znaménko funkce f

4. Uvaha o chovani funkce pro z = +oo:
lim (z — 2)67% =
lim (z—2)e > =
5.

To nastane pro

Prvni derivaci v ¢it4 lozi le:y =e = — e =L
ypocitdme a polozime rovnu nule: y' = e~ = + (z )eTF

2
¥4+ -2
— Q2 =0< (z+2)(x—1)=0.
Mame tedy dva staciondrni body u kterych rozhodneme pomoci smérnic tecen o tom, zda v nich

nastava lokalni extrém. Poznamenejme jen, Ze bodem, podezielym z extrému by mohl byt i bod 0,

ve kterém derivace neexistuje, ale tento bod je vyfazen z defini¢niho oboru a tim padem nas dale
nezajima. Tyto informace opét schématicky zakreslime do Obrazku 3.

Sgnf,:ﬁ:\®_\\=%
-2 0 1 2 7

1. max

1. min

Obrézek 3: Znaménko prvni derivace f’ a lokalni extrémy
Dopocitejme jesté y-ové soutadnice lokalnich extrémii:
[72; (—2— 2)e7%2} = [—2;—6,6]... lokdlni maximum
[1; (1- 2)e*ﬂ = [~2;-0,37] ... lokélni minimum.
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6. Vypocteme druhou derivaci a polozime ji rovnu nule. Vyjdeme z prvni derivace, kterou je vhodné
si pfed dalsim derivovanim upravit na tvar

, 1 xr— 2
y=-—1+31 2
ex ez X
potom
s 11 1 1z-2 1 1 4\ 1 (bx—2)\
Y 7e??+e?p x? Jrg T2 ts T e \ 4 =0.
Tedy
1 [(5x—2 2
el( z4 >: & Sr—-2=0 = T=z
O tom, zda je bod = = % inflexnim bodem rozhodneme pomoci schématického Obrazku 4. Dopo-
konk&vni konvexni
Sgn f,/: 77—\ ~— \ + /
} } D+ : -
—2 02 1 2 7

5
inflexni bod

Obrazek 4: Znaménko druhé derivace f” a inflexni bod

¢itejme jesté y-ovou souradnici inflexniho bodu:

g; 2_2 e 2| = g;—0,13 ... inflexni bod.
5"\ 5 5

Poznamka: Pokud bychom nechtéli o lokalnich extrémech rozhodovat pomoci Obrazku 3, mazeme
vyuzit pravé druhou derivaci a zjistit, jakou hodnotu nabyva v bodé podezielém z extrému.

y"(—2) < 0= v bodé r = —2 nastava lokalni maximum,

y”(1) > 0= v bod& z = 1 nastava lokdlni minimum.

Podobnou pomtckou je (misto Obrazku 4) pro potvrzeni inflexniho bodu tfeti derivace. Pokud
bychom ji spocitali a zjistovali, jakou hodnotu mé tieti derivace v bodé x = %, zjistili bychom, zZe

2
y" (5) #0= bod z = £ je inflexni bod.

7. a) Nejprve se zaméfme na asymptoty bez smérnice.
1
lim (x —2)e” = =0,
Jim (z - 2)

lim (x — 2)e”

z—0~

8=

= —0Q.

Vzhledem k tomu, Ze alespoii jedna jednostrannd limita vysla nevlastni (tj. +00), mizeme Fict, Ze
pfimka x = 0 je asymptotou bez smérnice. Viz Obrazek 5.

b) VySetfeme asymptoty se smérnici, tj. pfimky y = k1 + ¢1 a y = ko + ¢o.

— e~ = 2 -
bip— lim B2 oy B2 ey
’ r—+o0 €T r—+oo €T r—+oco I
L a1 B L (1’72)71’6%7
Q2= xgrinoo(:c —2)e”F —lz = [00 — 00| = zgrﬂr:loo = —2.

Mame tedy jedinou asymptotu se smérnici y = x — 2. Viz Obrazek 5.

8. Nyni vSechny dil¢i informace zobrazime do jednoho Obréazku 6.
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Obrézek 5: Asymptoty bez smérnice a se smérnici

Obrézek 6: Pritbéh funkce y = (z — 2)e™ =
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