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1 Rostouci a klesajici funkce

Pojmy rostouci, klesajici a konstantni pouzivime k popisu chovani funkce na néjakém intervalu (po
kterém se pohybujeme zleva doprava, jak je pfirozené). Intuitivni pfedstavu téchto pojmu si kazdy udéla
z Obrazku 1.

rostouci klesajici rostouci konstantni T

Obrazek 1: Rostouci, klesajici a konstantni funkce

Nyni tyto pojmy definujme preciznéji a definici ilustrujme na Obrazku 2.

1. Definice Necht funkce y = f(x) je definovana na néjakém intervalu I. Necht z1, x5 jsou hodnoty
z tohoto intervalu. Potom fekneme, Ze

a) f(z) je rostouci na intervalu I, jestlize pro kazdé z1 < x5 plati f(z1) < f(z2).
b) f(z) je klesajici na intervalu I, jestlize pro kazdé x1 < x5 plati f(z1) > f(x2).

¢) f(x) je konstantni na intervalu I, jestlize pro libovolné z;,xs plati f(z1) = f(z2).
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Al : Klesajici konstantni
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Obrazek 2: Rust a klesani — podle definice

2. Poznamka Necht funkce y = f(z) je definovana na néjakém intervalu I. Necht z1, x5 jsou hodnoty
z tohoto intervalu. Potom fekneme, ze

a) f(z) je neklesajici na intervalu I, jestlize pro kazdé z; < x4 plati f(z1) <

b) f(z) je nerostouci na intervalu I, jestlize pro kazdé x; < x2 plati f(z1) >

Podivejme se na funkci rostouci, klesajici a konstantni z hlediska derivaci. Konkrétné nas budou
zajimat znaménka derivaci v bodech funkce. Hodnota derivace funkce y = f(z) v bodé zy udava smérnici
teny ke grafu funkce y = f(z) v bodé zy. Nazorné je situace uvedena na Obrazku 3, a proto nés
neprekvapi nasledujici véta.
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3. Vé&ta Necht y = f(z) je funkce spojitd na uzavieném intervalu (a, b) a diferencovatelna na otevieném
intervalu (a, b).

a) Je-li f'(x) > 0 pro vsechna z € (a,b), potom je f(x) rostouci na (a, b).
a) Je-li f'(x) < 0 pro vSechna z € (a,b), potom je f(x) klesajici na (a,b).

a) Je-li f'(x) =0 pro vSechna z € (a,b), potom je f(x) konstantni na (a,b).

Y Y Y
rostouci klesajici konstantni
x x x
hodnota derivace hodnota derivace hodnota derivace
je kladna je zaporna je nula

Obrazek 3: Rust a klesani — znaménka derivaci

4. Poznamka Smérnice pfimky y = kz + ¢ (tj. éislo k) je definovdna jako tangenta dhlu «, ktery
tato primka svird s kladnym smérem osy z. Hodnotu méfenou proti sméru otaceni hodinovych rucicek
povazujeme za kladnou, hodnotu mérenou po sméru otaceni hodinovych ruci¢ek povazujeme za zapornou.
Tak napriklad hodnoty 210° a —150° udavaji smér stejné primky. Podivejte se na priklady na Obrazku 4.
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Obrézek 4: Smérnice piimky

5. Priklad
Urcete intervaly, ve kterych jsou nasledujici funkce rostouci, a ve kterych jsou klesajici. Namalujte nejprve
obrazek, z ndj vyctéte feSeni a vysledek potvrdte viypocétem.
a) f(z) =a? — 4z + 3,
b) f(z) = 3.
Reseni
a) Z grafu funkce f(z) na Obrdzku 15 vidime, Ze funkce je klesajici pro # < 2 a rostouci pro z > 2.
Pro uréeni feSeni vypoctem potiebujeme derivaci funkce f(z), tj.

fl(x) =20 —4=2(x—2).
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Odtud vyplyva, ze
f'(x) <0 pro —oo<ax<2, aprotopodle Véty 3 je funkce klesajici na (—oo, 2).
f'(z) >0 pro 2 <z < oo, aprotoje funkce rostouci na (2,00).
b) Z grafu funkce f(x) na Obrazku 13 vidime, zZe funkce je rostouci pro vSechna = € (—o00, ).
Spoc¢téme derivaci funkce f(x), tj.

f'(x) = 322
Odtud vyplyva, ze
f'(x) >0 pro —oco<z<0,
f'(x) >0 pro 0<z< oo, a proto je funkce rostouci na (—oo, 00).
Y Y
L7 -4
L6 -3
L5 -2
4 -1
-1
-2
T " -—3
1 I I
-4
Obrazek 5: f(x) = x2 —4x+3 Obréazek 6: f(z) = 23

6. Priklad

a) Za pomoci grafu (viz Obrazek 16) funkce f(z) = 3z* 4423 — 1222 +2 odhadnéte, ve kterych intervalech
je funkce rostouci a kdy klesajici.

b) Uzitim Véty 3 potvrdte vas odhad.

Reseni
a) Z grafu funkce f(z) na Obrazku 16 vidime, ze funkce je klesajici pro x < —2, rostouci pro —2 < z < 0,
klesajici pro 0 < x < 1 a rostouci pro x > 1.

- —30

Obrézek 7: f(z) = 3z* + 423 — 1222 + 2
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b) Derivaci funkéniho pfedpisu dostavame
f(z) = 122% + 1207 — 242 = 122(2® + 2 — 2) = 12z(x + 2)(z — 1).

Analyzujme nyni znaménka jednotlivych ¢lent (tj. jednotlivych ,zévorek*) a odtud odvodme znaménko

pro f'(x).

interval | (12z)(x 4 2)(x — 1) | znaménko f'(z) | Z4ver

r < —2 (=) (=)(—) - f(z) je na (—oo, —2) klesajici
—-2<z<0 (=)(+)(-) + f(z) je na (—2,0) rostouci
0<zr<l1 (+H)(+)(=) - f(x) je na (0,1) klesajici

x>1 (H)(+H)(+) + f(z) je na (1, 00) rostouci

2 Lokalni extrémy funkce

7. Definice Rekneme, 7e funkce f m4 v bodé zg € R lokélni maximum (resp. lokalni minimum)
préavé kdyz existuje ryzi okoli O(zo)—{xo} takové, ze O(xo)—{zo} C D(f) a zéroven pro Ve € O(zo)—{zo}
plati f(z) < f(xo), resp. f(z) > f(wo).

8. Analogicky definujeme ostré lokdlni maximum, pro které plati f(x) < f(zo) a ostré lokalni
minimum, pro které plati f(z) > f(zo).

9. Definice Necht funkce f méa v bodé zy € R derivaci f’(x). Body, pro které plati f/(xo) = 0 nazveme
stacionarni body.

Jinymi slovy mutzeme fici, Ze stacionarni body jsou body, podezielé z etrému. Lokalni extrém v nich
nasat miize, ale také nemusi. Bylo by jisté nepraktické, kdybychom lokalni extrémy vysSetfovali pomoci
funkénich hodnot v jejich ryzim okoli. Pfesto je to mozné, pokud si uvédomime vazbu na rist a klesani
funkce a tim padem i na znaménko prvni derivace (tj. sgnf’(z)). Velky pozor si oviem musime dét na
body, ve kterych prvni derivace neexistuje. I to jsou potencidlni adepti na extrém.

3 Konvexni a konkavni funkce

Znaménko derivace funkce f(z) ndm prozradi, kde je graf funkce rostouci a kde klesajici. OvSem nic ndm
nerekne o zpisobu zakfiveni. Podivejme se napfiklad na Obrazek 8. Graf je rostouci vlevo i vpravo od
vyznaceného bodu. OvSem vlevo lezi ,nad te¢nou* a vpravo ,pod teénou® sestrojenou v tomto bodé.

Obrazek 8: Konvexni — ,nad tec¢nou“, konkavni — ,pod tecnou*

10. Definice Lezi-li graf funkce f(z) na néjakém okoli bodu B ,nad teénou® sestrojenou v tomto bodg,
fekneme, ze f(z) je konvexni v bodé B.
Lezi-li graf funkce f(x) ,,pod teénou“, fekneme, Ze f(z) je konkavni v bodé B.

Potfebujeme ovSsem néjaky spolehlivy nastroj, ktery lze snadno pouzit pii vypoc¢tech. Ten ndm dava
nasledujici véta.
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11. Vé&ta Necht je funkce f(z) dvakrat diferencovatelnd na néjakém intervalu I.
a) Je-li f”(z) > 0 na I, pak je f(z) konvexni na intervalu I.

b) Je-li f”(x) < 0 na I, pak je f(x) konkavni na intervalu I.

12. Priklad
Najdéte intervaly, na kterych jsou funkce konvexni, a na kterych jsou konkévni.
a) f(z) = 2% —4x + 3,

b) f(x) =2,
c) f(z) =23 —32% + 1.
Reseni

a) Vypoctem prvnich dvou derivaci ziskdme f/'(z) = 2z —4 a f”(x) = 2. Vzhledem k tomu, ze f”(z) > 0
pro vSechna z, je funkce f(z) konvexni na (—oo,00). To souhlasi se situaci na Obrézku 15.

Y Y
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Obréazek 9: f(z) =22 — 4z +3 Obrézek 10: f(z) = 23

b) Vypoétem prvnich dvou derivaci ziskdme f'(x) = 322 a f”(x) = 6z. Vidime, ze f”(x) < 0 pro z < 0
a f”(x) > 0 pro z > 0. Tedy funkce f(x) je konkdvni na (—o0,0) a konvexni na (0, 00). To souhlasi se
situaci na Obrazku 13.

¢) Vypoctem prvnich dvou derivaci ziskime f’(z) = 322 — 6z a f(x) = 62 — 6 = 6(z — 1). Vidime, Ze
f"(x) <0proz >1a f’(x) >0 pro z < 1. Tedy funkce f(x) je konkdvni na (—o0,1) a konvexni na
(1, 00). To souhlasi se situaci na Obréazku 14.

13. Véta Necht z je staciondrni bod funkce f(x).
1. Plati-li f(x0) =0A f"(xo) > 0, pak je v bodé z( ostré lokdlni minimum.

2. Plati-li f/(z9) =0A f"(z¢) <0, pak je v bodé xy ostré lokalni maximum.

4 Globalni (=absolutni) extrémy funkce

14. Definice Necht f(x) je funkce a M C D(f). Jestlize existuje bod z¢ € M tak, Ze pro vSechna z € M
plati f(x) < f(zo) (resp. f(x) > f(z0)), pak fekneme, ze funkce f(z) nabyva v bodé zy globalniho
maxima (resp. globalniho minima) na mnoziné M.

Nékdy se misto pojmu globalni minimum nebo maximum pouziva pojem absolutni minimum nebo
maximum.
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—1%'\\1 2 3,

Obrézek 11: f(z) = 2% — 322 + 1

15. Véta Je-li f(x) spojitd na (a,b), pak na (a, b) nabyva globalnich extrémi a to bud v bodech lokélnich
extrému nebo v krajnich bodech intervalu.

16. Poznamka P#i vySetfovani globalnich extrémil na uzavieném intervalu se postupuje tak, ze vySet-
fime nejprve lokalni extrémy a urcime i jejich funkéni hodnoty. Tyto funkéni hodnoty pak porovname
s funkénimi hodnotami v krajnich bodech intervalu. Nejvyssi funkéni hodnota uréi bod, ve kterém na-
stava globalni maximum a nejnizsi funkéni hodnota urc¢i bod, ve kterém nastava globalni minimum. Pozor,
globalni extrém muze nastat soucasné ve vice bodech.

5 Inflexni body

Bodum, ve kterych graf prechazi z konvexniho na konkévni a naopak, budeme vénovat zvlastni pozornost.

17. Definice Prechézi-li graf spojité funkce f(z) v bodé B = [z, f(20)] z jedné strany tecny na druhou,
fikdme, ze f(z) méa v bodé B (tj. pro o) inflexni bod. Viz Obrazek 12.

inflexni body

konvexni konvexni

xﬂ xﬂ
Obrazek 12: Inflexni body — podle definice
18. P¥iklad Napiiklad funkce f(z) = 2* m4 inflexni bod pro = = 0, tj. v bodé [0, 0] (viz Obréazek 13).

Funkce f(z) = 2% — 322 + 1 m4 inflexn{ bod pro z = 1, tj. v bodé [1,—1] (viz Obréazek 14). Funkce
f(z) = 22 — 4z + 3 neméa 7adné inflexni body (viz Obrazek 15).



Monotonnost, lokalni extrémy, globalni extrémy a asymptoty funkce 7

Y L
_4 2
-3
_2 L
| i~ ﬂ \ R S
-1
i é T -—1
-2
L3
Y
Obréazek 13: f(z) = 23 Obrézek 14: f(r) = 23 — 322 + 1
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Obrézek 15: f(x) = 2% — 4z + 3 Obrézek 16: f(z) = 3z* + 42® — 1222 + 2

19. Priklad
Pouzijte Obrazek 16 k hrubému odhadu soufadnic inflexnich bodi funkce f(z) = 3z + 423 — 1222 + 2
a zkontrolujte své odhady vypoctem.

Reseni
Graf prechazi z konvexniho na konkavni nékde mezi —2 a —1, feknéme zhruba pro x = —1,25 a z kon-
kévniho na konvexni nékde mezi 0 a 1, feknéme pro x = 0, 5.
Pro piesny vypocet inflexniho bodu potiebujeme druhou derivaci funkce f(z). f/(x) = 1223 + 1222 — 24z
a f"(x) = 362% + 24z — 24 = 12(32% 4 2z — 2). Polozime druhou derivaci rovnu nule, tj. 3z% + 2z —2 = 0.

A zjistime body, kde se méni funkce z konvexni na konkavni, nebo naopak. To nastava pro z = A%ﬁ ~

—1,22 aproz = %ﬁ ~ 0,55. Pro uplnost vypocet doplnime tabulkou.

interval | znaménko f”'(x) | z&vér
r < —lg\ﬁ + f(l’) je na (—OO, _1g\ﬁ> konvexni
N - f() je na (5T, =) fonlvai
> 7145\ﬁ + f(z) je na (%ﬁ,oo) konvexni

20. Priklad
Najdéte inflexni bod funkce f(x) = sinz na intervalu (0, 27). Na zavér vysledky porovnejte s grafem této
funkce.
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Reseni
Vypoétem prvnich dvou derivaci obdrzime f'(z) = cosz a f”(z) = —sin(z). Tedy f”(z) < 0 pro
0<z<ma f’(z) >0 pro 7 < z < 2m. Coz implikuje, Ze graf je konkdvni pro 0 < 2 < 7 a konvexni pro
m <z < 2w, a tedy inflexni bod je pro x = 7 & 3,14, tj. v bodé [, 0]. To souhlasi s Obrazkem 17.

Y Y
-1 -4
3
T T T -2
o 1 2 v
-1
r _1 T T T T
-2 -1 0 1 2 "
Obrazek 17: f(x) =sinz,0 <z <27 Obrézek 18: f(z) = z*

21. Poznamka V predchozich piikladech inflexni body funkce f(z) spliiovaly podminku f”(x) = 0.
Pokazdé vsak z f”(z) = 0 neplyne, Ze by v daném bodé musel byt inflexni bod. Ukazme si to na
nasledujicim prikladu.

22. Priklad

Najdéte inflexni bod (pokud viibec existuje) funkce f(x) = z*.
Reseni

Vypoétem prvnich dvou derivaci obdrzime f'(z) = 423 a f”(z) = 1222 Tedy f”(z) > 0 pro kazdé

x € (—00,00), proto je funkce konvexni na (—o0,00) a tudiz nemd zadné inflexni body. Upozornéme na

skuteénost, Ze pro x = 0 sice plati, ze f”(z) = 0, ale o inflexni bod nejde, viz Obrazek 18.

Aplikace inflexnich bodu
Dosud jsme o inflexnich bodech mluvili jen v souvislosti se zménou funkce z konvexni ne konkavni a nao-
pak. Uvédomme si, ze inflexni body jsou body na kfivce, ve kterych se méni smérnice tecen. Je-li funkce
konvexni, smérnice, teCen nartistd a je-li konkdvni, tak smérnice tecen klesd. (Viz Obrazek 19.) Ukazme
si to na prikladu z fyziky.

konkavni:

smérnice tecen
klesa

konvexni:

smeérnice tecen
roste

Obrazek 19: Konvexni a konkévni podle smérnic tecen

23. Priklad

Predpokladejme, Ze voda je nalitd do lahve, kterd mé tvar jako na Obrazku 20 a jeji objem nartsté kon-
stantni rychlosti. Pozorujme, jak pfi této rychlosti nariistd vyska hladiny y vzhledem k ¢asu t. Zpocatku
se bude vyska hladiny y zvySovat pomalu, protoze ldhev méa Sirokou podstavu. Se zuzovanim ldhve se
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bude vyska hladiny y zvySovat rychleji az do nejuzsiho mista, kterym je hrdlo. Od té chvile se bude vyska
hladiny y zvySovat pomaleji, protoze se ldhev opét rozsituje. Tudiz hrdlo je bodem, ve kterém se méni
rychlost zmény vysky hladiny y v zavislosti na ¢ase ¢ z rostouci na klesajici.

P ‘ Y
O -
\ / E ~konkévni
N/ E /
>\_/\ 3 / inflexni bod
/ \ ’Aw; (hladina doséhla k nejuzsimu
/ \ - mistu lahve)
/ \ konvexni /
/
/ /
N~ - das

Obrazek 20: Vyska hladiny v lahvi v zavislosti na case

Pii vysetfovani pribéhu funkce je tfeba mit v ruce snadny rozhodovaci aparat. Tim je nasledujici
véta.

24. Véta Je-li f"(z9) =0A f"(z9) # 0, pak je z( inflexni bod.

Poznamenejme, Ze inflexni{ body miZze funkce f(z) mit bud v bodech, kde f”(zo) = 0 nebo v bodech,
kde f”(z) neexistuje.

6 Asymptoty

Nézorné si pod pojmem asymptota predstavujeme piimku, ke které se graf funkce f(x) nekone¢né blizi.
Pfi bliz§im pohledu si uvédomime, Ze tyto pfimky mutzeme rozdélit na dva pripady:

1. Bud pfimka, kterd je asyptotou smérnici nemé (napf¥. asymptoty funkce f(z) = tgx).

2. Nebo pfimka asymptotu mé (napfiklad u hyperboly).

25. Poznamka Pfimka, kterd smérnici nema (tj. pfimka bez smérnice) mé rovnici = xg, kde z¢ € R.
Graf pfimky bez smérnice je pfimka kolma k ose x (tzn. je rovnobéznd s osou y).

26. Definice Pfimka x = x se nazyva asymptota bez smérnice pravé kdyz funkee f(x) méa nevlastni
limitu (tj. £00) v bodé xq zleva nebo zprava.

PojmyPoznamka Body na ose z, které jsou podezielé z toho, Ze jimi prochézi asymptota bez smér-
nice jsou body vyfazené z definiéniho oboru D(f). Naptiklad je-li pro néjakou funkce f(x) defini¢nim
oborem D(f) = R — {—2}, pak pfi vySetfovani asymptot bez smérnice poéitdme tyto dvé jednostranné
limiy

lim f(z)=...,

r——21

lim f(z)=...

T——2"

Pokud alespon jedna z nich vyjde +o0o nebo —oo, pak je pfimka x = —2 asymptotou bez smérnice.

27. Poznamka Asymptot bez smérnice miize byt nekoneéné mnoho, viz graf funkce f(z) = tgx.

28. Definice Necht u je pfimka, kterd neni rovnobézna s osou y. Necht d(z) znadi vzdalenost bodu [z, f(x)]
od této piimky. Rekneme, e piimka u je asymptota se smérnici pravé kdyz lim d(x) = 0 nebo
r—00

lim d(z)=0.

r— —00

29. Poznamka Libovolna funkce f(x) miZe mit maximélné dvé asymptoty se smérnici.
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Pfi vySetfovani asymptot se smérnici u funkce f(z) hleddme ve skute¢nosti pfimku y = kx + ¢. P¥i
vypoctu smérnice a posunuti vyuzijeme nasledujici tvrzeni.

30. Véta Primky y = k1z 4+ 1 a y = keox + g2 jsou asymptotou se smérnici funkce f(x) pravé kdyz
existuji vlastni &isla k1 2 a ¢12 (tj. ¢isla rizna od £oo) takova, Ze plati

]Cl’g: lim M

rz—+oo I

qi2 = xl{r:iloo f(x) — k1w (2)

10
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