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Derivace funkce

Diive nez ptistoupime k vlastni definici pojmu derivace, podivejme se na obrazek 1. Na kiivce y = f(x)

je pevné zvoleny bod Alzg, f(x0)]. ,Kousek®* od néj si zvolme bod B[z, f(z)]. Se¢na AB vyjadiena ve
smérnicovém tvaru jako pfimka y = ksx + ¢ ma smérnici k; = tga = %ﬁxo) Limitnim pfechodem (tj.

bod B volime nekoneéné blizko bodu A) se se¢na zméni v teénu, pro niz je smérnice k; = lim %ﬁ:ﬁxo)
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Obréazek 1: Grafické zndzornéni derivace

1. Definice Necht f je funkce a xg € R. Existuje-li vlastni limita
f(z) — f(zo)

lim ————~,
T—TQ r — X
nazyvame tuto limitu derivaci funkce v bodé z a znacime ji f’(z).
V ostatnich pripadech, tj. limita je rovna +o00, nebo neexistuje, fekneme, ze funkce f derivaci v bodé

To nema.

2. 7 matematického hlediska pod pojmem derivace funkce v bodé tedy vidime smérnici teény ke grafu
funkce f(x).

Z fyzikalniho hlediska jde o zménu sledované veli¢iny nejcastéji v case. Proto se ve fyzice k oznaceni
derivace podle ¢asu t pouzivé znaleni f(t).

3. Poznamka Smeérnice piimky y = kx + ¢ (tj. ¢islo k) je definovdna jako tangenta thlu «, ktery
tato primka svird s kladnym smérem osy x. Hodnotu méfenou proti sméru otaceni hodinovych rucic¢ek
povazujeme za kladnou, hodnotu méfenou po sméru otaceni hodinovych rucicek povazujeme za zapornou.
Tak naptiklad hodnoty 210° a —150° udavaji smér stejné primky. Podivejte se na priklady na Obrazku 2.
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Obrazek 2: Smérnice pfimky
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4. Podobné, jako tomu bylo u limit, definujeme derivaci v bodé zprava a zleva. Oznacujeme je f’ (:ca' )

a f'(xg)

5. Definice Necht f(z) je funkce a M C D(f) mnozina bodd x, v nichz mé f(x) derivaci. Pak funkce,
ktera kazdému x pfifadi hodnotu derivace v bodé x( se nazyva derivaci funkce f(x) a znadi se f'(z).

6. Véta Funkce f(z) ma v bodé zo € D(f) derivaci f'(zo) pravé kdyz ma derivaci zprava i zleva a plati

f'(ag) = f'(zq).

7. Véta M4-1i funkce f(x) v bodé z¢ derivaci, pak je v xo spojita.

Jasnou predstavu o dtlezitosti této véty si udélame z obrazku 3.
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Derivace v z, existuje. Derivace v z, neexistuje Derivace v z, neexistuje
a funkce je spojita. a funkce je nespojita.

Obrazek 3: Existence derivace ve vztahu ke spojitosti

8. Véta Zakladni vzorce pro derivovani
1. (¢ =0, ceR;
2. (z") =n-2"1, acR,z>0;

a’“) =a®-lna, a>0,2z€R;

x> 0;
log, )’ :m, x>0,a>0,a#1;
cosz) = —sinz, z€R;

tgz)’ :(sm’”)/:—l x # 5+ km;

cos?

COos T

10. (cotgz) = —=%—, z#0+ km;

sm< x

11.

(
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7. (sinz) =cosz, z€R;
(
(
(
(

arcsinz) = —-L x € (—1,1);

ik
12. (arccosz) = —\/1;_7, z e (-1,1);
13. (arctgz) = 14-%’ z € R;

14. (arccotgz)’ = —ﬁ, z €R.

Malokdy se stane, ze derivujeme piimo zékladni funkci. Vétsinou potfebujeme zderivovat soucin nebo
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podil dvou funkci, nejéastéji vsak slozenou funkci. Uvedme zékladni pravidla pro derivovéni.

9. Véta Zakladni pravidla pro derivovani
L (c-f@) =c- f(z), ceR;
2. (f(=) £g(x)) = f'(x) £ ¢ (x);
)

3. (f() - 9(@)) = f'(@) - 9(x) + f(z) - ¢'(2), (derivace souinu);
4. (q ) £ (=) ((Z)(T)j)(z )g/(m), (derivace podilu);
5. (fle(x)) = fle()] - ¢'(x), (derivace slozené funkce);

(
6. (f(=) g(z)) :(eg(ar)-lnf(z))’,

> B of . 1 _
10. Poznéamka Plati: sin®z = (sinz)?; cosz? = cos(2?); z =22; L=2"1

11. Definice Provedeme-li n-krat derivaci funkce f(x) (tedy pokazdé znovu zderivujeme ziskanou
derivaci), dostaneme derivaci n-tého radu.
Oznageni: f(™); derivace niz$ich fadt znacime f’(z), f"(x), f" ().

12. Celou dobu mame na paméti, derivace v bodé se tyka smeérnice tecny ke grafu funkce v tomto
bodé. Uvedme tedy jeden z moznych zpiisobll vyjadfeni teény a normély ke grafu funkce f(z).

13. Pozndmka Rovnice teény ke grafu funkee y = f(z) v bodé T'[xo, yo):
t:y—yo=f(z0)(z — 20)-
Rovnice normaly ke grafu funkce y = f(z) v bodé T'[zg, yo):
n:y—yo :—%(m—xo).
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