Limita a spojitost funkce

Limita funkce

Podobné jako tomu bylo u posloupnosti, kde nas zajimalo ,chovani“ posloupnosti {a,} pro n — oo,
zamérime svou pozornost na chovani funkci v okoli bodii, které jsou z néjakého divodu zajimavé. Mohou
to byt body, ve kterych funkce neni definované, nebo se v nich funkce chova ,zvlastné“ a podobné.

U posloupnosti bylo jasné dano, Ze nas zajima nll_)n;o Gn, u limit funkci to miZe byt mnohem zajimaveéjsi.

Podivejme se na nésledujici obrazky:
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Obréazek 1: Posloupnost {1} Obrézek 2: Funkce y = -

Nez pfejdeme k samotné definici limity funkce je tieba uvést nésledujici pojmy.

1. Definice Okoli bodu z¢, kde ¢ > 0, je interval (zg — d, z¢ + ) = O(xg), viz Obr. 3.
Ryzi okoli bodu 1z, je mnozina O(zg) — {zo}, viz Obr. 4.
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Obrézek 3: Okoli bodu zg Obrazek 4: Ryzi okoli bodu xg

2. Definice Pravé (resp. levé) okoli bodu z je interval (xo, o+ 0), resp. (zg — 9, o), viz Obr. 5 a 6.
Pravé (resp. levé) ryzi okoli bodu x, je interval (zg,zo + 0), resp. (zg — 0, ), viz Obr. 7 a 8.
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Obréazek 5: Pravé okoli bodu zg Obréazek 6: Levé okoli bodu zg
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Obréazek 7: Pravé  ryzi  okoli Obrézek 8: Levé ryzi okoli
bodu xq bodu xq

3. Definice Okoli bodu co (resp. —), je kazdy interval (K, co) (resp. (—oo, L)), kde K, L € R.. Viz
Obrazek 9.
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Obréazek 9: Okoli co
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Podobné jako u posloupnosti lze ocekévat, Ze limita funkce f(z) bude bud redlné ¢islo, nebo +oo,
nebo vibec neexistuje. Abychom definici limity funkce mohli uvést co nejobecnéji, rozsifme realna cisla
0 +00 a —o0. Zavedeme oznafeni RT = R U {—o00, +00}.

4. Definice Rekneme, 7e funkce f(r) ma v bodé zy € R limitu a € R pravé kdy# plati
VO(a)3O0(x0) : Ya € O(x0) — {xo} plati f(z) € O(a).

Tento matematicky zapis ¢teme takto:
Pro kazdé okoli bodu a existuje okoli bodu zy takové, Ze pro vSechna x z ryziho okoli bodu x( plati, ze
funkéni hodnota v bodé x lezi v okoli bodu a.
Oznaceni: xlir;l f(z) = a.
—Zo

5. Poznamka Je nesmirné diilezité si uvédomit podstatny detail této definice. K tomu, aby méla funkce
f(z) v bodé x¢ limitu neni nutné mit funkei v tomto bodé definovanu. Uvédomme si, Ze podstatné je, ze
,pouze“ funkéni hodnoty z ryziho okoli bodu zy musi padnout do okoli ¢isla a, které je limitou.

Uvedme si ndzorny piiklad, jak to tedy je s tim ryzim okolim.

6. Priklad Odhadnéte limitu nasledujicich funkci v bodé ¢ = 0:
8) f(x) = 2® +2;

23+ 2, pro x # 0,
b)g(x)—{ 1, pro x = 0.

Reseni Namalujme si grafy téchto funkci:
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Obrézek 10: f(x) = 2 + 2 Obrézek 11: g(z) = 23 +2 pro z # 0

Odpovéd na otézku, jaka je tedy limita téchto funkci v bodé 0 mnohé jisté piekvapi, ale jde jen o to,
ujasnit si definici limity a pojem ryzi okoli bodu.
Tedy lin}) fl@)y=21 lir%g(x) =2.
xTr— xr—

7. Poznamka Chceme-li nadefinovat pojem limita v bodé xy zprava, resp. zleva, tak v definici staci
nahradit ryzi okoli O(x¢) — {xo} ryzim pravym okolim (zg, z¢ + J), resp. levym okolim (z¢ — 0, z).
Oznaceni: lirn+ f(z), resp lim f(x).

8. Vé&ta Funkce f(r) ma v bodé zg € R limitu a € R pravé kdyz

1im+ f(x) = lim f(x)=a.
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9. Véta Libovolna funkce m4 v libovolném bodé nejvyse jednu limitu.

10. Véta 1. Necht lim f(xz) =0 a g(z)je ohrani¢end na néjakém ryzim okoli bodu z.

T—Tg
Pak lim (f(z)-g(z)) =0.
T—x0
2. Necht zp € R. Pak lim f(z) =a,kdea € R & lim+ f(z) = lim f(x)=a.
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3. Necht lim |f(z)| = co = lim ﬁ =0.
T—To Tr—XTQ

4. Necht lim f(x) =0 a zéaroven f(z) # 0 pro z € O(zo) — {zo} = lim If(lw)l = o0.
T—To

T—xo

11. Poznamka Zapamatujte si tyto dulezité limity:
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Spojitost funkce

12. Definice Rekneme, 7e funkce f(x) je spojita v bodé zy € R pravé kdyz

lim f(z) = f(xo)

r—Xo

13. Priklad Podivejme se, jak to vypada se spojitosti funkci z Pfikladu 6. Uz z obzazku je patrné,
ze funkce f(z) je v bod& zy = 0 spojitd a funkce g(x) je v bodé 0 nespojitd (tj. funkéni hodnota
(0) # lim g(a)).

14. Véta (1. Weierstrassova) Necht f(z) je spojitd na (a,b) = f(x) je na (a,b) ohraniGena.

15. Véta (2. Weierstrassova) Necht f(z) je spojitd na (a,b) = f(z) nabyva na (a,b) své nejvétsi
a nejmensi hodnoty.

16. V&ta (Bolzanova) Necht f(z) je spojita na {a,b) a f(a)-f(b) < 0 = Ic € (a,b) takové, ze f(c) = 0.

17. Poznamka Praktickou ukdzkou uzitecnosti Bolzanovy véty je odhadovani FeSeni rovnice metodou
ptleni intervald.

18. P¥iklad Metodou piileni intervalfi uréete priblizné feseni rovnice 234522 —2+3 = 0 s pfesnosti 0, 07.

Reseni Odhadneme interval, ve kterém by kofen polynomu f(r) = 2% + 522 — 2 + 3 mél lezet:
f(=5)=8a f(—6) = —27.
Tedy podle Bolzanovy véty interval (—6, —5) obsahuje kofen. Ptilime intervaly tak dlouho, az odhadneme,
Ze koten lezi v intervalu, ktery ma délku mensi, nez pozadovana presnost. V tomto piikladu je vyslednym
intervalem (—5.25, —5.1875).
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