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Matice a determinanty

Teorie matic a determinantt pfedstavuje tivod do linearni algebry. Nejrozsahlejsi aplikace maji matice
a determinanty pfi feseni systémi linearnich rovnic. Pojem determinantu zavedl jiz v roce 1693 némecky
matematik W. G. Leibniz (1646-1716), ale jeho objev upadl v zapomenuti. V roce 1750 dospél znovu
k pojmu determinantu §vycarsky matematik G. Cramer (1704-1752). VSeobecné se za¢alo v matematice
pouZivat determinant aZ koncem 18. stoleti. Zaslouzili se o to zejména matematici A.-T. Vandermonde
(1735-1796) a A. L. Cauchy (1789-1857). Soucasné s teorii determinanti se rozvijela teorie matic, jejimz
zakladatelem je anglicky matematik A. Cayley (1821-1895). Na dalsim rozvoji teorie matic se podileli
zejména G. Frobenius (1849-1917), J. J. Sylvester (1814-1897) a K. Weierstrass (1815-1897).

Zakladni maticové pojmy

1. Definice Matice A = (a;;) typu m/n nad mnozinou X # () je schema sloZené z m - n prvki
mnoziny X zapsanych do m fadkt a n sloupct. Pfesnéji matice A typu m/n nad X je zobrazeni mnoziny
{1,...,m} x {1,...,n} do mnoziny X.

Mnozina X byva casto ¢iselnd, tj. X € {N,Z,Q, R, C}. Prvky matic mohou byt ale i komplikovanéjsi
objekty, napiiklad algebraické vyrazy, nebo funkce.

2. Poznamka Matici A typu m/n budeme zapisovat ve tvaru

a1 000 QAln

A: 9

aAml1 .- - Amn

nebo jen kratce A = (a;;), kde ¢ je fadkovy index a j sloupcovy index.

3. Priklad Matice
A 1 7 3
L2 6 4

je prikladem matice typu 2/3 nad mnozinou N. Plati napiiklad, Ze ass = 4, protoze prvek ass lezi ve
druhém fadku a t¥etim sloupci matice A.

4. Definice
a) Je-li m = n, nazyva se matice étvercova;
b) V obecném piipadé m # n obdélnikova;

¢) Mnozina vSech prvki se stejnym rfadkovym a sloupcovym indexem se nazyva hlavni diagonala
matice;

d) Nulova matice O je matice, jejiz vSechny prvky jsou nuly;

e) Jednotkova matice F je ¢tvercovd matice, jejiz prvky mimo hlavni diagondlu jsou nuly a prvky
na hlavni digonale jsou rovny jedné;

f) Matice A se nazyvé trojuhelnikova matice, (pfesnéji dolni trojuhelnikova), pokud pro libovolné
dva indexy ¢, j plati ¢ > j = a;; = 0. Dolni trojihelnikova matice mé nuly pod hlavni diagonélou;

g) Analogicky definujeme horni trojihelnikovou matici;

h) Dvé matice A, B se rovnaji, kdyz maji stejny typ a pro libovolné indexy 4, j plati a;; = b;;. Pak
piseme A = B.
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Operace s maticemi
Maticova algebra je jednoducha.

5. Definice (S¢itani matic) Matice A, B lze seéist, kdyZz maji stejny typ m/n. Pak vysledek A + B je
matice C' = (¢;;) typu m/n, kde
Cij = Q5 + bij. (1)

6. Definice (Nasobeni matice ¢islem) Kazdou matici A typu m/n lze vynasobit prvkem ¢ € X.
Vysledkem cA je matice C' = (Cj;) typu m/n, kde

Cij = C* Q5. (2)

7. Definice (Ode¢itani matic) Odeéitani matic A, B lze pak formélné definovat vztahem

A—B=A+(-1)B. (3)

8. Definice (Nasobeni matic) Pro nasobeni matic plati komplikovanéjsi vztahy. Pfedné dvé matice
A, B lze vynasobit v tomto poradi, tj. vytvorit souc¢in A - B, kdyZ typy matic na sebe navazuji v nasle-
dujicim smyslu: pokud typ A je m/k, typ B je k/n, pak typ A - B je m/n. Vysledkem nésobeni je tedy
matice C' = (¢;;) typu m/n, pfi¢emz pro c;; plati

k
Cg5 = Zaisbsj- (4)
s=1

Prvek lezici v i-tém radku a j-tém sloupci vysledné matice tedy ziskame tak, ze prochazime i-ty radek
v matici A a jeho prvky postupné nésobime prvky lezicimi v j-tém sloupci matice B a vytvorené souciny
poscitame.

9. Definice (Transponovani matice) Libovolnou matici A = (a;;) typu m/n lze transponovat.
Vysledkem transpozice je matice AT = (aj;) typu n/m.

Pro operace s maticemi plati vSechny typy asociativnich zakond, distributivni zdkony A(B + C) =
AB + AC a (A+ B)C = AC + BC a pro s¢itani matic plati i zdkon komutativni. Nasobeni matic
ale komutativni neni. Jednotkova matice £ ma podobnou vlastnost jako jednicka: A-F = E- A = A.
Analogicky pro nulovou matici plati: A-O = O- A = O. Chovéani sou¢inu vzhledem k transpozici popisuje
vztah (A- B)T = BT . AT,

Nyni demonstrujme algoritmus nasobeni matic podle vztahu (4) na pfikladu.

10. Piiklad Necht jsou dany dvé matice
1 3
am(100) e
1 2

Urcete soucin A- B a B- A. Zamyslete se nad tim, zda pro ndsobeni matic plati, nebo neplati komutativni
zakon.

ResSeni

[E
N O W

(14043 34+0+6) (4 9
“\l2+2+1 6+0+2 )\ 5 8 )

1+6 0+3 3+3 7
): 240 04+0 6+0 | =| 2
5

3 6
0 6
1+4 0+2 3+2 2 5
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7 uvedeného prikladu je ihned patrné, Ze pro nasobeni matic obecné neplati komutativni zakon, tj.
A - B # B - A. Vysledné matice maji dokonce tuplné odlisné typy.

Determinanty

11. Definice Bud X mnozina, f : X — X bijekce. Pak f se nazyvéd permutace mnoziny X. Je-li

X = {1,...,n}, zapisujeme permutaci symbolicky f = (111 122 - Zﬁ), pficemz f(s) = is, s = 1,...,n.
Budte i,j € X,i # j. Rekneme, Ze dvojice [i, j] je inverze v f, kdyz i < j A f(i) > f(j). Klademe pak
sgu(f) = (1", (5)

kde k je pocet inverzi v f.

12. Definice Determinant ¢tvercové matice A = (a;;) typu n/n definujeme vztahem

detA = ngn(f) SA1f(1)  Gnfn), (6)
f
kde soucet probihd vSechny permutace f mnoziny {1,...,n}.

13. Poznamka Misto detA nékdy piSeme |A|.

14. Sarrusovo pravidlo Pro n = 2,3 lze defini¢ni vztah snadno rozepsat a upravit na tvar

aip  ai2
21 Q22

det(A) =

‘ = a11a22 — G12021 (7)

ay; G2 Qs
det(A) = as1 a22 a3 = 8
azi1 asz ass ( )

= 011022033 + 12023031 + Q13021032 — ((1130221131 + a12a21a33 + a111123a32)~

Vypocet podle vztahu (7) resp. (8) nazyvame vypoctem podle Sarrusova pravidla (podle francouzského
matematika P. F. Sarruse (1798-1858)).

15. Elementarni fadkové tipravy Radkovymi elementarnimi transformacemi matice nazjvame na-
sledujici upravy:
a) zadména dvou radki;
b) vynasobeni fadku nenulovgm ¢islem;
c¢) pfic¢teni fadku k jinému fadku;
d) libovolnou kombinaci tprav a), b), c).
Analogicky definujeme sloupcové elementéarni transformace. Kombinujeme-li fadkové i sloupcové trans-
formace, nazyvame tyto upravy elementarni transformace matice.
Nasledujici véta popisuje vlastnosti determinantu, které jsou dilezité pro jeho vypocet. Zejména
popisuje, jaky vliv ma provedeni jednotlivych transformaci na hodnotu determinantu.
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16. Véta (zakladni vlastnosti determinanti)

1. Transpozici matice se hodnota determinantu nezméni.

Dusledek: Libovolné tvrzeni platici pro fadky, plati i pro sloupce a naopak.
2. Existuje-li v matici nulovy fadek nebo nulovy sloupec, pak je jeji determinant roven nule.

3. Existuji-li v matici dva stejné radky, nebo dva stejné sloupce, pak determinant této matice je roven
nule.

4. Necht matice B vznikla z matice A zdménou dvou Ffadkd, nebo sloupci. Pak det(B) = —det(A).

5. Necht matice B vznikla z matice A vyndsobenim jednoho fadku, nebo sloupce ¢islem c. Pak
det(B) = c- det(A).

6. Determinant matice se nezméni, pokud k né&jakému jejimu fadku, (nebo sloupci), pfi¢teme nenulovy
nasobek jiného jejiho fadku, (nebo sloupce).

7. Determinant trojuhelnikové matice je roven soucinu prvki na hlavni diagonale.

8. Kazdou matici 1ze pomoci konecného poctu rfadkovych transformaci prevést na trojuhelnikovy tvar.

Tvrzeni obsazena ve Vété [16/ ndm poskytuji jednoduchy navod, jak hodnotu determinantu urcit.
Pomoci elementarnich transformaci prevedeme matici na dolni trojuhelnikovou matici. Jednotlivé trans-
formace sice mohou ménit hodnotu determinantu, ale podle Véty [16 vime k jakym zménam dojde. Hod-
nota determinantu je pak podle vlastnosti 7] Véty 16/ rovna souc¢inu prvkd na hlavni digonéle. Vypocet
determinantu lze provést i pomoci nasledujici metody.

17. Definice

1. Bud A = (a;j) matice typu m/n. Kazda matice B, kterd vznikne z A vynechanim nékterych radka
a nékterych sloupct se nazyva submatice matice A.

2. Determinant ¢tvercové submatice se nazyva subdeterminant, nebo téZ minor matice A. Bud A
¢tvercova matice typu n/n.

3. Subdeterminant matice vzniklé vynechanim i-tého radku a j-tého sloupce v matici A oznacme A;;.
Cislo D;; = (—1)"+9 A;; nazgvame algebraicky doplnék prvku a;;.

18. Véta (Laplaceova véta) Bud A = (a;;) ¢tvercova matice typu n/n, kde n > 2. Pak

n

det(A) =Y awDix = Y _(—1)"Fa A (9)
k=1

[5=1l
a n n
det(A) = Zaijkj = Z(—l)k+jaka4kj. (10)
k=1 k=1

Vztah (9) se nazyva rozvoj podle i-tého fadku, vztah (10) rozvoj podle j-tého sloupce.

19. Piiklad Vypoctéte determinant matice A nasledujicimi metodami:
a) pomoci Sarrusova pravidla;

b) pfevodem na trojihelnikovou matici;

¢) rozvojem podle druhého Fadku.

Matice A je dédna vztahem

2 -3 8
A= 4 6 -7
-5 4 -9
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Reseni
a) Podle Sarrusova pravidla je

det(A) =[2-6- (=9) + (=3)(=7)(=5) +4-4-8 — [8-6 - (—5) + 4(—3)(=9) + 4(~7)3] =
= (—108 — 105 + 128) — (—240 — 56 + 108) = —85 + 188 = 103.

b) Pomoci elementarnich transformaci a Véty [16] plati

2 -3 8 ]2 -3 8 112 -3 8
det(A)=| 4 6 7 =52 12 -23|=;-—2)0 12 -2 |=
-5 4 -9 0 -7 —22 0 0 103

_ ! (2-12-103) = 103
24 e

¢) Podle Laplaceovy véty 18 plati

2 -3 8
-3 8 2 8 2 -3
det(A)=| 4 6 -7 (4)‘ | _9‘+6‘_5 _9‘+7‘_5 | ‘
-5 4 -9

= (—4)(27 — 32) + 6(—18 4+ 40) + 7(8 — 15) = 20 + 132 — 49 = 103.

Inverzni matice

20. Definice Bud A = (a;;) ¢tvercovd matice typu n/n. Ctvercova matice B typu n/n se nazyva
inverzni k matici A, kdyz A-B=B-A=FE.

Na prvni pohled neni z uvedené definice ziejmé, zda matice B inverzni k A existuje vzdy, zda je urcena
jednoznac¢né a jak tuto matici vypocitat. K formulaci odpovédi ndm pomuze teorie determinanti.

21. Definice K matici A = (a;;) typu n/n vidy existuje matice A* = (D;;)7, tzv. adjungovana
matice k matici A. Vznikne tak, Ze kazdy prvek v matici A nahradime jeho algebraickym doplikem
a matici transponujeme.

22. Véta (O inverzni matici) Bud A = (a;;) ¢tvercova matice typu n/n. Pak plati
a) Inverzni matice k A existuje pravé tehdy, kdyz det(A) # 0.
b) V piipadé, 7ze inverzni matice existuje, je uréena jednozna¢né a oznacuje se A1
¢) Inverzni matici lze pak vypocitat podle vzorce

1

-1
A= det(A)

L A* (11)

Pro inverzni matici plati fada zékonitosti. Uvedme aspon dvé nejpouzivanéjsi.

23. Poznamka Plati
(AH) =4 a (A-By'=B71.4"L

Rovnéz existuje alternativni moznost vypoctu inverzni matice. Je zaloZena na teorii elementarnich
transformaci matic.

24. Véta Necht [A|E] je matice typu n/2n vznikla tak, Ze za matici A napiSeme jednotkovou matici F,
viz Priklad 25. Pak existuje posloupnost fadkovych elementarnich transformaci, kterd prevede matici
[A|E] na matici [E|B] a plati B = A~L.

25. Piiklad Vypodtéte inverzni matici A~! k matici A, kde
2 1 1

A= 1 1 2

1 2 0
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Reseni Predné zjistime, zda je matice A regularni. Nékterou z metod pro vypocet determinantu
vypocCteme, ze detA = —b5. Podle Véty 22| existuje k matici A matice inverzni. Tuto matici muzeme
vypocitat dvéma zpusoby.

Prvni moznost vypoctu je zalozena na Véte 22. Plati

1 2] |12 11\
2 0 10 1 2
1 1 11 2 1 2 1
A—l_ A*:i _ — =
det(A) -5 2 0 10 1 2
11 |21 2 1
1 2 1 2 11
T 4 2 1
-4 2 1 4 2z 1
_ 1 1 | -2 ¢ 3
- S Bl W S R
- 1 =3 1 5 5 T3
Druha moznost vypoctu je zalozena na Vété 24. Plati
2 1 1100 1 20/0 01 1 2 0|00 1
[AE]=(112|010]—-(|112}010]—-]0-12|01 —-1]|—
1 2 0[00 1 2 1 1|100 0 -3 1|1 0 -2
1 2 0 0 0 1 1 2 0 0 0 1
{0 -1 20 1 -1 |0 -12]0 1 -1 |-
0 0 5|1 -3 1 0 0 1]15 & -1
1 0] 0 0 1 100 5 -2 -4
-0 -10| 2 -} —% — [0 10 —% L3 | =[EB
1 3 3 1
00 1| -5 5 -3 00 1]-5 5 -5

Podle Véty 24/je B = A~ L.
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