§2 Analytická geometrie


§2.1 úvod  


Pøíklad1: GEM øešte homogenní SLR :


		� VLOŽIT Equation.2  ���


Øešení :


� VLOŽIT Equation.2  ���=� VLOŽIT Equation.2  ���(� VLOŽIT Equation.2  ���(h(A) = h(� VLOŽIT Equation.2  ���) = 2 ( n


( soustava má nekoneènì mnoho øešení, která jsou závislá na volbì (n(h) parametrù. V tomto pøípadì 4(2 = 2, èili 2 parametry.


Položíme 	x4 = s, x3 = r 	( x2 = (8r+9s   a   x1 = (6r+5s.


To je	� VLOŽIT Equation.2  ���		 kde r,s(R.


Je zøejmé, že každé øešení � VLOŽIT Equation.2  ��� homogenní soustavy je LK vektorù � VLOŽIT Equation.2  ��� a � VLOŽIT Equation.2  ��� neboli � VLOŽIT Equation.2  ���(� VLOŽIT Equation.2  ��� (tj. � VLOŽIT Equation.2  ��� je prvkem lineárního obalu tìchto vektorù). 





Vìta: Obecné øešení homogenní SLR je vektorový prostor dimenze  n ( h , kde n je poèet neznámých a h je hod(A).





�
Pøíklad2: GEM øešte SLR :


		� VLOŽIT Equation.2  ���


Øešení :


� VLOŽIT Equation.2  ���=� VLOŽIT Equation.2  ���(� VLOŽIT Equation.2  ���(h(A) = h(� VLOŽIT Equation.2  ���) = 2 ( n


( soustava má nekoneènì mnoho øešení, která jsou závislá na volbì 2 parametrù. Položíme x4 = s, x3 = r ( x2 = (7(8r+9s   a   x1 = (4(6r+5s.


To je	� VLOŽIT Equation.2  ���	 kde r,s(R.





Porovnáním tohoto výsledku s výsledkem pøedchozího pøíkladu zjistíme, že v obecném øešení soustavy je navíc vektor � VLOŽIT Equation.2  ���. Tento vektor pøedstavuje partikulární øešení soustavy (tj. jedno konkrétnì zvolené øešení soustavy, napø.  � VLOŽIT Equation.2  ���). 





Vìta: Nech� SLR je øešitelná (tj. h(A) = h(� VLOŽIT Equation.2  ���). Potom platí :


OØ = libovolné PØ + OØ homogenní soustavy





�
§2.2 geometrické interpretace  


S využitím SLR lze øešit geometrické úlohy. V analytické geometrii se po zavedení soustavy souøadnic nahrazují geometrické pojmy algebraickými s cílem øešit geometrické úlohy algebraickou cestou (výpoètem).


Oznaème 	� VLOŽIT Equation.2  ���  (n-krát)   množinu všech uspoøádaných n�tic reálných èísel. Prvky této množiny budeme nazývat body, množinì � VLOŽIT Equation.2  ��� budeme øíkat euklidovský prostor dimenze n. Body budeme znaèit velkými písmeny a zapisovat je v hranatých závorkách. Napø.


A = � VLOŽIT Equation.2  ���


je bod n-rozmìrného euklidovského prostoru � VLOŽIT Equation.2  ���. Reálným èíslùm � VLOŽIT Equation.2  ���  budeme øíkat souøadnice bodu A. Uspoøádané n�tice  reálných èísel mají tedy dva významy. Chápeme je jednak jako aritmetické vektory z  � VLOŽIT Equation.2  ��� (nadále je budeme zapisovat v kulatých závorkách, napø. � VLOŽIT Equation.2  ��� = � VLOŽIT Equation.2  ���) , a jednak jako body z � VLOŽIT Equation.2  ���.


Vztah mezi nimi definujeme :


Definice: Nech� P = � VLOŽIT Equation.2  ��� je bod z � VLOŽIT Equation.2  ��� a  � VLOŽIT Equation.2  ��� = � VLOŽIT Equation.2  ��� je vektor z � VLOŽIT Equation.2  ���. Zobrazení, které pøiøazuje každému bodu P(� VLOŽIT Equation.2  ��� a každému vektoru � VLOŽIT Equation.2  ���(� VLOŽIT Equation.2  ���  bod X(� VLOŽIT Equation.2  ��� o souøadnicích


� VLOŽIT Equation.2  ���	(i = 1,...,n)


se nazývá bodovì-vektorová relace. 


Jiný zápis je 


X = P + � VLOŽIT Equation.2  ���


a mùžeme si relaci pøedstavit jako posunutí bodu P do bodu X o vektor � VLOŽIT Equation.2  ���.


Pøíklad: Bodu � VLOŽIT Equation.2  ��� z � VLOŽIT Equation.2  ��� a vektoru � VLOŽIT Equation.2  ��� = � VLOŽIT Equation.2  ��� z � VLOŽIT Equation.2  ��� odpovídá podle bodovì-vektorové relace bod  � VLOŽIT Equation.2  ��� z � VLOŽIT Equation.2  ���.


Dále v � VLOŽIT Equation.2  ��� definujeme 


Skalární souèin vektorù  � VLOŽIT Equation.2  ���a � VLOŽIT Equation.2  ��� je èíslo  


			� VLOŽIT Equation.2  ���.� VLOŽIT Equation.2  ���=� VLOŽIT Equation.2  ���


Velikost vektoru � VLOŽIT Equation.2  ���	(	� VLOŽIT Equation.2  ���


Pøíklad1: Vypoètìte velikost vektoru  � VLOŽIT Equation.2  ��� z � VLOŽIT Equation.2  ���.


Øešení : � VLOŽIT Equation.2  ���.


Pøíklad2: Urèete vzdálenost bodù A =� VLOŽIT Equation.2  ��� a B =� VLOŽIT Equation.2  ��� z � VLOŽIT Equation.2  ���.


Øešení : Vzdálenost bodù A, B je délka vektoru � VLOŽIT Equation.2  ��� = � VLOŽIT Equation.2  ���,


vzd(A,B) = � VLOŽIT Equation.2  ���=� VLOŽIT Equation.2  ���=� VLOŽIT Equation.2  ���.





Pro úhel ( dvou nenulových vektorù � VLOŽIT Equation.2  ���,� VLOŽIT Equation.2  ��� platí   	cos ( =� VLOŽIT Equation.2  ���


Pøíklad: Urèete úhel vektorù � VLOŽIT Equation.2  ��� a � VLOŽIT Equation.2  ��� z � VLOŽIT Equation.2  ���.


Øešení:


cos ( =� VLOŽIT Equation.2  ���=� VLOŽIT Equation.2  ���=� VLOŽIT Equation.2  ���=� VLOŽIT Equation.2  ���		(	( = � VLOŽIT Equation.2  ���= 60°.


Poznámka1: ( = � VLOŽIT Equation.2  ��� (vektory jsou kolmé) ( skalární souèin se rovná nule.


Poznámka2: Dva vektory � VLOŽIT Equation.2  ���,� VLOŽIT Equation.2  ��� se nazývají kolineární (rovnobìžné s jednou pøímkou), jestliže platí:		� VLOŽIT Equation.2  ���=k.� VLOŽIT Equation.2  ���, 	kde k(R.


Poznámka3: Tøi vektory � VLOŽIT Equation.2  ���,� VLOŽIT Equation.2  ���,� VLOŽIT Equation.2  ��� se nazývají komplanární (rovnobìžné s jednou rovinou), jestliže aspoò jeden z nich je  LK  ostatních dvou.


�
§2.3 Lineární podprostory vnoøené do � VLOŽIT Equation.2  ���.


Definice: Nech� je dán bod P = � VLOŽIT Equation.2  ��� z � VLOŽIT Equation.2  ��� a  h lineárnì nezávislých vektorù � VLOŽIT Equation.2  ���,� VLOŽIT Equation.2  ���,…, � VLOŽIT Equation.2  ���  z � VLOŽIT Equation.2  ���. Množina bodù X z � VLOŽIT Equation.2  ��� které vyhovují rovnici:


X = P  +   t1 � VLOŽIT Equation.2  ��� + t2 � VLOŽIT Equation.2  ��� +…+ th � VLOŽIT Equation.2  ���


kde ti ( R, se nazývá lineární podprostor dimenze h vnoøený do � VLOŽIT Equation.2  ���.





Poznámka: Bod P se nazývá poèátek lineárního podprostoru ( LP ), reálným èíslùm ti øíkáme parametry, LN vektory � VLOŽIT Equation.2  ���,� VLOŽIT Equation.2  ���,…, � VLOŽIT Equation.2  ��� jsou smìrové vektory LP. Lineární obal vektorù � VLOŽIT Equation.2  ���,� VLOŽIT Equation.2  ���,…, � VLOŽIT Equation.2  ��� , tj. � VLOŽIT Equation.2  ��� tvoøí vektorový prostor, kterému øíkáme zamìøení LP.


 Øíkáme bodovì-vektorová rovnice LP a mùžeme ji také zapsat


X = P  +  � VLOŽIT Equation.2  ���.





				Pøímka


LP dimenze 1 vnoøený do � VLOŽIT Equation.2  ��� se nazývá pøímka v � VLOŽIT Equation.2  ���. Pøímka p daná poèátkem P = � VLOŽIT Equation.2  ��� a smìrovým vektorem � VLOŽIT Equation.2  ��� = � VLOŽIT Equation.2  ��� je tedy množina bodù  X, pro které platí :


p:			 	 X = P + t� VLOŽIT Equation.2  ���			t(R,


Rozepsáním této bodovì-vektorové rovnice pomocí souøadnic dostaneme parametrické rovnice pøímky p :


� VLOŽIT Equation.2  ���


� VLOŽIT Equation.2  ���


� VLOŽIT Equation.2  ���


Lineární obal (� VLOŽIT Equation.2  ���( = t� VLOŽIT Equation.2  ���  je zamìøením pøímky  p. 


�
Pøíklad: Máme rozhodnout, zda bod Q =� VLOŽIT Equation.2  ��� leží na pøímce p dané poèátkem  P = � VLOŽIT Equation.2  ��� a smìrovým vektorem � VLOŽIT Equation.2  ��� = � VLOŽIT Equation.2  ���.


Øešení: Pøímka má bodovì-vektorovou rovnici


p:			 	 X = � VLOŽIT Equation.2  ��� + t� VLOŽIT Equation.2  ���			t(R,


Bod Q leží na pøímce, jestliže ( t(R takové, že


� VLOŽIT Equation.2  ���


� VLOŽIT Equation.2  ���


� VLOŽIT Equation.2  ���


Øešení této soustavy je � VLOŽIT Equation.2  ���. Bod Q proto leží na pøímce.





Poznámka: Pro � VLOŽIT Equation.2  ��� = B ( A  (pøímka urèená body A, B) dostaneme 


			  X = A + t (B(A) 				t(R,





�





Pokud t(( 0,1(  je to rovnice úseèky AB .


�
Vzájemná poloha dvou pøímek


Uvažujme v  � VLOŽIT Equation.2  ���  pøímky  p, q


p:	 X1 = P + r � VLOŽIT Equation.2  ���


q:          X2 = Q + s � VLOŽIT Equation.2  ���


a hledejme jejich spoleèné body, tj. hledejme takové hodnoty parametrù  r, s, které dosazeny do uvedených rovnic urèí bod  X1 = X2. Pro  r, s dostáváme rovnici


r � VLOŽIT Equation.2  ��� ( s� VLOŽIT Equation.2  ��� = Q ( P


Rozepíšeme ji po složkách a dostaneme


ra1 ( sb1 = q1 ( p1


…


ran ( sbn = qn ( pn


soustavu n rovnic o neznámých  r, s. Pro pøímky  p, q  pak nastane jedna z možností:


 Soustava má � VLOŽIT Equation.2  ���øešení a vektory  � VLOŽIT Equation.2  ���, � VLOŽIT Equation.2  ���  jsou LZ (h(A) = h(� VLOŽIT Equation.2  ���) = 1). Pøímky  p, q  jsou totožné.


 Soustava nemá žádné øešení a vektory  � VLOŽIT Equation.2  ���, � VLOŽIT Equation.2  ��� jsou LZ (h(A) = 1, h(� VLOŽIT Equation.2  ���) = 2). Pøímky  p, q  jsou rovnobìžné.


 Soustava má právì jedno øešení a vektory  � VLOŽIT Equation.2  ���, � VLOŽIT Equation.2  ���  jsou LN (h(A) = h(� VLOŽIT Equation.2  ���) = 2). Pøímky  p, q  jsou rùznobìžné.


 Soustava nemá žádné øešení a vektory  � VLOŽIT Equation.2  ���, � VLOŽIT Equation.2  ���  jsou LN (h(A) = 2, h(� VLOŽIT Equation.2  ���) = 3). Pøímky  p, q  jsou mimobìžné. (jenom pro n ( 2)


�
Pøíklad: Rozhodnìte o vzájemné poloze pøímek v � VLOŽIT Equation.2  ���.


p:	 X1 = P + r� VLOŽIT Equation.2  ���


q:          X2 = Q + s� VLOŽIT Equation.2  ���


jestliže


P = � VLOŽIT Equation.2  ���, � VLOŽIT Equation.2  ��� = � VLOŽIT Equation.2  ���, 	Q = � VLOŽIT Equation.2  ���,  � VLOŽIT Equation.2  ��� = � VLOŽIT Equation.2  ���


P = � VLOŽIT Equation.2  ���,   � VLOŽIT Equation.2  ��� = � VLOŽIT Equation.2  ���, 	Q = � VLOŽIT Equation.2  ���,   � VLOŽIT Equation.2  ��� = � VLOŽIT Equation.2  ���.


Øešení :


Protože  � VLOŽIT Equation.2  ��� = (3� VLOŽIT Equation.2  ���, jsou vektory  � VLOŽIT Equation.2  ���,� VLOŽIT Equation.2  ��� lineárnì závislé. Pøímky  p, q  jsou tedy rovnobìžné, musíme však zjistit, zda totožné nebo rùzné. Soustava rovnic má tvar


3r + 9s =  10


r + 3s  =  2


 (r ( 3s = (11


� VLOŽIT Equation.2  ���(� VLOŽIT Equation.2  ���	(	h(A) ( h(� VLOŽIT Equation.2  ���) 


Soustava nemá øešení a tedy pøímky  p, q jsou rovnobìžné.


Vektory � VLOŽIT Equation.2  ���,� VLOŽIT Equation.2  ��� jsou lineárnì nezávislé. Pøímky  p, q  jsou rùznobìžky nebo mimobìžky. Nyní budeme øešit soustavu rovnic


3r (   s = (7


2r ( 2s = (6


  r ( 3s = (5


� VLOŽIT Equation.2  ���(� VLOŽIT Equation.2  ���(� VLOŽIT Equation.2  ���(h(A) = h(� VLOŽIT Equation.2  ���) = 2 = n


Soustava má jediné øešení   s = 1, r = (2. Existuje tedy jediný prùseèík pøímek  p, q, bod  R = Q + s � VLOŽIT Equation.2  ��� = P + r � VLOŽIT Equation.2  ��� = � VLOŽIT Equation.2  ���. Pøímky  p, q  jsou rùznobìžné.





Rovina


LP dimenze 2 vnoøený do � VLOŽIT Equation.2  ��� se nazývá rovina v � VLOŽIT Equation.2  ���. Rovina ( daná poèátkem P = � VLOŽIT Equation.2  ��� a smìrovými vektory � VLOŽIT Equation.2  ��� = � VLOŽIT Equation.2  ��� a � VLOŽIT Equation.2  ��� = � VLOŽIT Equation.2  ���  je tedy množina bodù  X, pro které platí :


(:			 	 X = P + t� VLOŽIT Equation.2  ��� + u� VLOŽIT Equation.2  ���			t,u(R,


Rozepsáním této bodovì-vektorové rovnice pomocí souøadnic dostaneme parametrické rovnice roviny (:


� VLOŽIT Equation.2  ���


� VLOŽIT Equation.2  ���


� VLOŽIT Equation.2  ���


� VLOŽIT Equation.2  ���


Lineární obal (� VLOŽIT Equation.2  ���,� VLOŽIT Equation.2  ���( = t� VLOŽIT Equation.2  ��� + u� VLOŽIT Equation.2  ���  je zamìøením roviny (. 





Pøíklad: Urèete parametrické rovnice roviny  (, procházející body  A = � VLOŽIT Equation.2  ���, B = � VLOŽIT Equation.2  ��� a  C = � VLOŽIT Equation.2  ���.


Øešení : Jsou dány body A, B, C neležící na jedné pøímce. Tìmito body prochází jediná rovina, kterou oznaèíme (. 


�





Volbou  � VLOŽIT Equation.2  ��� = B ( A = � VLOŽIT Equation.2  ���, � VLOŽIT Equation.2  ��� = C ( A = � VLOŽIT Equation.2  ��� sestrojíme její smìrové vektory (jsou LN) a dostaneme bodovì�vektorovou rovnici roviny


(:		X = A + r� VLOŽIT Equation.2  ��� + s� VLOŽIT Equation.2  ��� = � VLOŽIT Equation.2  ��� + r � VLOŽIT Equation.2  ��� + s � VLOŽIT Equation.2  ���


a dále parametrické rovnice 


x  =  1        ( 2s


y  = (1 + r + 2s


   z  =  1          ( s





Nadrovina  


LP dimenze n ( 1 vnoøený do � VLOŽIT Equation.2  ��� se nazývá nadrovina v � VLOŽIT Equation.2  ���.


Poznámka: V trojrozmìrném prostoru (� VLOŽIT Equation.2  ���)  je nadrovinou právì rovina, v rovinì (� VLOŽIT Equation.2  ���) je nadrovinou pøímka, atd. 


�
Vzájemná poloha lineárních podprostorù


Nech� lineární podprostor   (h má zamìøení Vh a dimenzi h, podprostor   (k má zamìøení Vk a dimenzi k, a nech� h ( k . Potom :


Podprostory (k a (h jsou rovnobìžné, jestliže Vk ( Vh . Pokud (k ( (h ( ( jsou rovnobìžné incidentní , jinak rovnobìžné neincidentní ( (k ( (h = ( ).


Podprostory (k a (h jsou rùznobìžné, nejsou-li rovnobìžné a jejich prùnik není prázdný tj. (k ( (h ( ( .


Podprostory (k a (h jsou mimobìžné, nejsou-li rovnobìžné a jejich prùnik je prázdný tj. (k ( (h = ( .


Praktický výpoèet


Uvažujme v  � VLOŽIT Equation.2  ���  lineární podprostory: 


� VLOŽIT Equation.2  ���:		X = P   +   t1� VLOŽIT Equation.2  ��� + t2� VLOŽIT Equation.2  ��� +…+ th� VLOŽIT Equation.2  ���, 


� VLOŽIT Equation.2  ���:		Y = Q  +  u1� VLOŽIT Equation.2  ��� + u2� VLOŽIT Equation.2  ��� +…+ uk� VLOŽIT Equation.2  ���,


kde dimenze h ( k a hledejme jejich spoleèné body, tj. hledejme takové hodnoty parametrù, které dosazeny do uvedených rovnic urèí body  X = Y. Dostáváme rovnici


t1� VLOŽIT Equation.2  ��� +…+ th� VLOŽIT Equation.2  ���( u1� VLOŽIT Equation.2  ��� ( …( uk� VLOŽIT Equation.2  ���= Q ( P


Rozepíšeme ji po složkách a dostaneme soustavu n rovnic o (h + k) neznámých. Poèetnì urèíme vzájemnou polohu tak, že øešíme � VLOŽIT Equation.2  ���. 


Je�li hod(A) = h, pak Vk ( Vh a tedy podprostory jsou rovnobìžné. Pokud h(A) = h(� VLOŽIT Equation.2  ���) , tj. pokud (k ( (h ( ( jsou rovnobìžné incidentní,  jinak jsou rovnobìžné neincidentní. 


Je�li hod(A) > h  a h(A) = h(� VLOŽIT Equation.2  ���) jsou rùznobìžné, jinak mimobìžné.





�
Pøíklad: Urèete vzájemnou polohu rovin (2 a (2 v � VLOŽIT Equation.2  ��� , jsou�li :


(2 :	� VLOŽIT Equation.2  ���


(2 :	� VLOŽIT Equation.2  ���.


Øešení: Hledejme spoleèné body obou rovin. Pøitom dimenze h = k = 2. Položíme sobì rovny pravé strany obou  rovnic. Rozepsáním do souøadnic získáme soustavu ètyø rovnic o 4 neznámých. Její rozšíøená matice soustavy je


 � VLOŽIT Equation.2  ���(� VLOŽIT Equation.2  ��� (	h(A) = 4 > h 


(nejsou rovnobìžné) a zároveò h(A) = h(� VLOŽIT Equation.2  ���) = 4 = n (soustava má právì jedno øešení)  s2 = (2, s1 = (1, t2 = 1, t1 = 3.


Dosazením do rovnice kterékoliv z rovin (2 , (2 vypoèteme spoleèný prùseèík obou rovin tj.  (2 ( (2 , napø. pro (2 :


Q =� VLOŽIT Equation.2  ���= � VLOŽIT Equation.2  ���


Zkoumané roviny jsou tedy rùznobìžné a jejich spoleèným prùnikem je bod Q.


�
§2.4 Obecný zápis Lineárního podprostoru 


Množinì všech øešení urèité SLR mùžeme dát geometrický význam. Množina je buï (, nebo je lineárním podprostorem vnoøeným do prostoru � VLOŽIT Equation.2  ���. Jeho dimenzí je poèet volitelných neznámých v dané soustavì rovnic, tj. n ( h.


Pøíklad: Øešte SLR :


	� VLOŽIT Equation.2  ���


Øešení :


� VLOŽIT Equation.2  ���=� VLOŽIT Equation.2  ���(� VLOŽIT Equation.2  ���(h(A) = h(� VLOŽIT Equation.2  ���) = 2 ( n


Interpretujeme�li øešení jako bod z � VLOŽIT Equation.2  ���, pak 


� VLOŽIT Equation.2  ���


Zápis odpovídá rovnici lineárního podprostoru dimenze 2 vnoøeného do � VLOŽIT Equation.2  ���. Množinu všech øešení dané soustavy lze tedy interpretovat jako rovinu vnoøenou do prostoru E4 . 





Poznámka: Soustava lineárních rovnic, jejímž øešením je LP dimenze n ( h vnoøený do prostoru � VLOŽIT Equation.2  ���, se nazývá obecný zápis tohoto podprostoru.


�
Pøíklad: Obecný zápis LP 


 � VLOŽIT Equation.2  ���


je tedy SLR


� VLOŽIT Equation.2  ���





Je zøejmé, že jedna lineární rovnice o n neznámých 


� VLOŽIT Equation.2  ���= b


definuje LP dimenze n ( 1 vnoøený do  � VLOŽIT Equation.2  ���, protože � VLOŽIT Equation.2  ���=� VLOŽIT Equation.2  ���= 1. Tato rovnice je obecná rovnice nadroviny v � VLOŽIT Equation.2  ���. Koeficienty � VLOŽIT Equation.2  ��� urèují normálový vektor � VLOŽIT Equation.2  ��� =� VLOŽIT Equation.2  ���, tj. vektor, který je kolmý k nadrovinì (tj. kolmý ke všem smìrovým vektorùm LP).


Napø. rovnice			� VLOŽIT Equation.2  ���


je obecná rovnice pøímky v rovinì (� VLOŽIT Equation.2  ���) a její normálový vektor je � VLOŽIT Equation.2  ��� =� VLOŽIT Equation.2  ���.


Pøíklad1: Urèete obecný zápis roviny  � VLOŽIT Equation.2  ��� v � VLOŽIT Equation.2  ���, známe�li její parametrické vyjádøení


� VLOŽIT Equation.2  ���


Øešení : Hledané rovnice dostaneme vylouèením parametrù  r, s. 


� VLOŽIT Equation.2  ���(� VLOŽIT Equation.2  ���(  øešení bude  � VLOŽIT Equation.2  ���


Jedná se zøejmì o nadrovinu v  � VLOŽIT Equation.2  ���, protože se dá vyjádøit jedinou rovnicí.


�
Pøíklad2: Urèete parametrické rovnice pøímky  p v � VLOŽIT Equation.2  ���,  která má obecný zápis:		� VLOŽIT Equation.2  ���  , � VLOŽIT Equation.2  ���.


Øešení : Bod  X  hledaného prùniku musí vyhovovat obìma rovnicím a je tedy øešením soustavy dvou rovnic o tøech neznámých.


� VLOŽIT Equation.2  ���(� VLOŽIT Equation.2  ���(	h(A) = h(� VLOŽIT Equation.2  ���) = 2 ( 3


( � VLOŽIT Equation.2  ���, � VLOŽIT Equation.2  ���, z = t, závisí na jednom parametru  t ( R  a je parametrickým vyjádøením pøímky  p.








Pøíklad3: Rozhodnìte o vzájemné poloze pøímky  p a roviny  ( v � VLOŽIT Equation.2  ���. � VLOŽIT Equation.2  ���


� VLOŽIT Equation.2  ���.


Øešení : Rovnici pøímky rozepíšeme po složkách do parametrických rovnic


x = 3  (  t 


y = 1 ( 4t


z = 3 + 3t


Dosadíme x, y, z do rovnice roviny, tj. hledáme takové  t, aby platilo


(3 ( t) + 2 (1 ( 4t) + 3 (3 + 3t) + 4 = 0


Po úpravì dostaneme  18 = 0. Rovnice nemá øešení, neexistuje spoleèný bod, pøímka  p  je rovnobìžná s rovinou  ( .


�
§2.5 Vzdálenost bodu od PODPROSTORU


Vzdálenost bodu M  od podprostoru  X = P  +   t1 � VLOŽIT Equation.2  ��� + t2 � VLOŽIT Equation.2  ��� +…+ th � VLOŽIT Equation.2  ���


kde ti ( R, je velikost vektoru � VLOŽIT Equation.2  ���= X ( M , pro který platí:


� VLOŽIT Equation.2  ��� . � VLOŽIT Equation.2  ��� = 0		


pro i = 1,..,h, tj. � VLOŽIT Equation.2  ��� je kolmý na všechny vektory ze zamìøení LP.





Pøíklad: V � VLOŽIT Equation.2  ��� urèete vzdálenost bodu M = � VLOŽIT Equation.2  ��� od roviny � VLOŽIT Equation.2  ���, kde P = � VLOŽIT Equation.2  ���, � VLOŽIT Equation.2  ���=� VLOŽIT Equation.2  ���, � VLOŽIT Equation.2  ���=� VLOŽIT Equation.2  ���.


Øešení: Vektor � VLOŽIT Equation.2  ��� = X ( M = � VLOŽIT Equation.2  ���. Podmínky kolmosti tohoto vektoru k vektorùm � VLOŽIT Equation.2  ���, � VLOŽIT Equation.2  ��� jsou ve tvaru :


� VLOŽIT Equation.2  ���. � VLOŽIT Equation.2  ��� = 0,		� VLOŽIT Equation.2  ���. � VLOŽIT Equation.2  ��� = 0,


tj.


� VLOŽIT Equation.2  ���. � VLOŽIT Equation.2  ��� = 0


� VLOŽIT Equation.2  ���. � VLOŽIT Equation.2  ��� = 0


a urèují soustavu rovnic pro t , u :


5t + 2u = (1


 t  +   u  = (2


Øešení soustavy t = 1, u = (3 ( � VLOŽIT Equation.2  ���= � VLOŽIT Equation.2  ��� ( hledaná vzdálenost bodu M od dané roviny je � VLOŽIT Equation.2  ���=� VLOŽIT Equation.2  ���.





Poznámka: Vzdálenost bodu B = � VLOŽIT Equation.2  ��� od nadroviny � VLOŽIT Equation.2  ���= b 	je daná vztahem :


� VLOŽIT Equation.2  ���


�
( Rovina z pøedchozího pøíkladu je nadrovinou v � VLOŽIT Equation.2  ���. Bylo by proto možné urèit její obecnou rovnici


 � VLOŽIT Equation.2  ���(� VLOŽIT Equation.2  ���( 		� VLOŽIT Equation.2  ���


a poèítat podle vzorce


d =� VLOŽIT Equation.2  ���=� VLOŽIT Equation.2  ���=� VLOŽIT Equation.2  ���


�
§2.6 Vzdálenost DVOU PODPROSTORù


Vzdálenost dvou podprostorù  


� VLOŽIT Equation.2  ���:		 X = P  +   t1� VLOŽIT Equation.2  ��� + t2� VLOŽIT Equation.2  ��� +…+ th� VLOŽIT Equation.2  ���, 


� VLOŽIT Equation.2  ���:		 Y = Q  +  u1� VLOŽIT Equation.2  ��� + u2� VLOŽIT Equation.2  ��� +…+ uk� VLOŽIT Equation.2  ���,


je velikost vektoru � VLOŽIT Equation.2  ���= � VLOŽIT Equation.2  ��� ( � VLOŽIT Equation.2  ���, kde � VLOŽIT Equation.2  ���( � VLOŽIT Equation.2  ���, � VLOŽIT Equation.2  ���(� VLOŽIT Equation.2  ���, pro který platí:


			� VLOŽIT Equation.2  ��� . � VLOŽIT Equation.2  ��� = 0,		i = 1,...,h		


			� VLOŽIT Equation.2  ��� . � VLOŽIT Equation.2  ��� = 0,		j = 1,...,k.	


Pøíklad: V � VLOŽIT Equation.2  ��� urèete vzdálenost dvou mimobìžek:


p:	x = (7 + 3t 			q:	x = 21 + 6r 


y = (4 + 4t				y = (5 ( 4r


z = (3 ( 2t				z =   2  (  r


Øešení: Vzdálenost je velikost vektoru


 � VLOŽIT Equation.2  ��� = � VLOŽIT Equation.2  ��� ( � VLOŽIT Equation.2  ���= � VLOŽIT Equation.2  ��� 


kde � VLOŽIT Equation.2  ���( p, � VLOŽIT Equation.2  ���(q, který je kolmý k obìma smìrovým vektorùm pøímek, tj.


� VLOŽIT Equation.2  ��� . � VLOŽIT Equation.2  ��� = 0,		� VLOŽIT Equation.2  ��� . � VLOŽIT Equation.2  ���= 0,	


Provedeme souèiny	


� VLOŽIT Equation.2  ��� . � VLOŽIT Equation.2  ���   = 0


� VLOŽIT Equation.2  ��� . � VLOŽIT Equation.2  ��� = 0


a dostaneme soustavu


� VLOŽIT Equation.2  ���	


� VLOŽIT Equation.2  ���	


Øešení soustavy je 	t = 2, r = (3 	( 	� VLOŽIT Equation.2  ���= � VLOŽIT Equation.2  ��� 


hledaná vzdálenost je � VLOŽIT Equation.2  ���=� VLOŽIT Equation.2  ���=� VLOŽIT Equation.2  ���= 13 .


�
§2.7 Lineární kombinace bodù


Pøepíšeme�li rovnici pøímky urèené dvìma body A,B


			  X = A + t.(B(A) 		t(R,


na tvar


			  X = (1(t).A + t.B		t(R,


potom pøi oznaèení (1 = 1 ( t, (2 = t   lze psát


X = (1 A + (2 B		


Mluvíme o lineární kombinaci bodù A, B. Èísla (1 , (2 mohou být libovolná, musí však pro nì platit


(1 + (2 = 1


Pokud t(( 0,1(  je to rovnice úseèky AB , tj. platí


(1 ( 0 , (2 ( 0.


Potom mluvíme o konvexní lineární kombinaci bodù A, B.


Tj.  každý bod X úseèky AB lze psát ve tvaru:


			  X = (1 A + (2 B		


			      (1 + (2 = 1


 			    (1 ( 0 , (2 ( 0





Jsou�li A, B, C tøi body neležící v jedné pøímce, potom každý bod X((ABC lze psát ve tvaru:


			  X = (1 A + (2 B + (3 C		


			      (1 + (2 + (3  = 1


 			    (1 ( 0 , (2 ( 0, (3  ( 0


�
Dùkaz: Každý bod X trojúhelníka ABC lze psát ve tvaru


X = (1 A + (2 U , 	kde  (1 + (2 = 1,  (1 ( 0 , (2 ( 0,


kde U je bod na úseèce CB ( mùžeme jej  zapsat U = (1 C + (2 B, kde (1 + (2 = 1 ,  (1 ( 0,  (2 ( 0 (jinak, U je konvexní LK bodù C, B).     Dosazením dostaneme	


X = (1 A + (2 ((1 C + (2 B ) = (1 A + (2(1 C + (2(2 B  


kde  (1 + (2 = 1, (1 + (2 = 1, (1 ( 0 , (2 ( 0, (1 ( 0, (2 ( 0.


Položíme�li 	(2 (1 = (2 , 	(2 (2 = (3  , je


	(1 + (2 + (3  = 1,	 kde	    (1 ( 0 , (2 ( 0, (3  ( 0, cbd.





§2.8 Konvexní množiny


Podmnožina v � VLOŽIT Equation.2  ��� se nazývá konvexní, když s každými body A, B obsahuje i každý bod úseèky AB.


Tak napø. úseèka, trojúhelník, kruh jsou konvexní, avšak mezikruží není. Konvexní množina je také I kvadrant v rovinì xy.


Analogicky jako u trojúhelníka lze dokázat, že konvexní polyedr (mnohostìn) o vrcholech A1, A2,..., Ap lze vyjádøit rovnicí


			  X =� VLOŽIT Equation.2  ���		


s vedlejšími podmínkami	


			      � VLOŽIT Equation.2  ���= 1


 			    (i ( 0 , (i = 1,2,...,p).


Konvexní polyedr je vlastnì jakýsi konvexní lineární obal bodù A1, A2,..., Ap, je to totiž nejmenší konvexní množina, která všechny dané body obsahuje.


�
Pøíklad: Trojúhelník ABC je dán vrcholy : A = � VLOŽIT Equation.2  ���, B = � VLOŽIT Equation.2  ���, C = � VLOŽIT Equation.2  ���. Vyjádøete souøadnice libovolného bodu trojúhelníka pomocí konvexní lineární kombinace jeho vrcholù. Ovìøte, zda body P = � VLOŽIT Equation.2  ��� a Q = � VLOŽIT Equation.2  ��� leží v trojúhelníku ABC.


Øešení: Pro X(ABC platí:


X = (1 A + (2 B + (3 C


(1 + (2 + (3  = 1


 (1 ( 0 , (2 ( 0, (3  ( 0


Oznaèíme�li X = � VLOŽIT Equation.2  ��� a dosadíme-li za A, B, C dostaneme


� VLOŽIT Equation.2  ���= (1 � VLOŽIT Equation.2  ���+ (2 � VLOŽIT Equation.2  ���+ (3 � VLOŽIT Equation.2  ���


a po rozepsání do složek


			x = (1 + 4(2 + 3(3  


			y = (1 + 5 (3 


Nejprve øešíme pro bod P = � VLOŽIT Equation.2  ���:


			4 = (1 + 4(2 + 3(3  


			4 = (1 + 5 (3 


Ke dvìma rovnicím mùžeme pøipojit tøetí rovnici			


			 1 = (1 + (2 + (3


Rozšíøená matice soustavy vypadá


� VLOŽIT Equation.2  ���(� VLOŽIT Equation.2  ���( (3  = � VLOŽIT Equation.2  ���,  (2 = � VLOŽIT Equation.2  ���,  (1 = � VLOŽIT Equation.2  ���


Jak vidíme, není splnìná podmínka  (1 ( 0 	  (	 bod P(ABC.


Pro bod Q = � VLOŽIT Equation.2  ���:	2 = (1 + 4(2 + 3(3  


			3 = (1 + 5 (3 


			1 = (1 + (2 + (3


Rozšíøená matice soustavy vypadá


� VLOŽIT Equation.2  ���(� VLOŽIT Equation.2  ���( (3  = � VLOŽIT Equation.2  ���,  (2 = 0,  (1 = � VLOŽIT Equation.2  ���


Jsou splnìné podmínky  (1 ( 0 , (2 ( 0, (3  ( 0 	(	bod Q(ABC.





§2.9 Poloprostory


Obecná rovnice nadroviny v En je


� VLOŽIT Equation.2  ���


nebo


� VLOŽIT Equation.2  ���


V prostoru E2 je nadrovinou pøímka a víme , že každá pøímka v rovinì nám rozdìlí tuto rovinu na dvì poloroviny. V prostoru E3 je nadrovinou vlastnì rovina a každá rovina rozdìlí prostor na dva tzv. poloprostory. Analogicky si mùžeme pøedstavit, že každá nadrovina v prostoru � VLOŽIT Equation.2  ��� nám opìt rozdìlí celý prostor En  na dva poloprostory. Lze dokázat, že jestliže do této rovnice dosadíme souøadnice bodu X, který v nadrovinì neleží, rovnice nebude splnìná a znaménko èísla b závisí na tom, ve kterém ze dvou poloprostorù urèených nadrovinou leží bod X. Èili pro body jednoho z poloprostoru bude platit


� VLOŽIT Equation.2  ���,


pro body druhého poloprostoru bude platit


� VLOŽIT Equation.2  ���


�
Pøíklad: Pøímka o rovnici � VLOŽIT Equation.2  ��� je nadrovina v � VLOŽIT Equation.2  ���. Tato pøímka rozdìluje � VLOŽIT Equation.2  ��� na dva poloprostory (v tomto pøípadì mluvíme o polorovinách) dané podmínkami � VLOŽIT Equation.2  ���, � VLOŽIT Equation.2  ���.





Poznámka: Množinu všech øešení urèité soustavy lineárních nerovnic mùžeme geometricky  interpretovat jako prùnik poloprostorù. Protože každý z poloprostorù je konvexní množinou, prùnikem vznikne také konvexní množina, která má navíc koneèný poèet vrcholù. Lze dokázat, že pokud tato množina je omezená, pak je konvexním polyedrem. Tyto poznatky patøí k teoretickému základu pro rozpracování teorie lineárního programování.





Pøíklad s ekonomickou tématikou: Závod mùže vyrobit nejvíce 60 kusù výrobkù V1 a nejvíce 20 kusù výrobkù V2 , pøitom poèet kusù výrobkù V1 musí být nejménì ètyønásobkem poètu kusù výrobkù V2 . Napište tyto ekonomické podmínky ve tvaru lineárních vztahù.


Øešení: Oznaème x1 poèet kusù výrobkù V1  a x2 poèet kusù výrobkù V2 . Pak podmínky v úloze lze vyjádøit takto :


� VLOŽIT Equation.2  ���,	� VLOŽIT Equation.2  ���,	� VLOŽIT Equation.2  ���.


Navíc z ekonomické interpretace promìnných x1, x2  vyplývá jejich nezápornost, tj.


� VLOŽIT Equation.2  ���,	� VLOŽIT Equation.2  ���.


Geometricky každá z uvedených pìti podmínek pøedstavuje polorovinu a jejich prùnik je trojúhelník. Tento trojúhelník je konvexním polyedrem s vrcholy � VLOŽIT Equation.2  ���, � VLOŽIT Equation.2  ���, � VLOŽIT Equation.2  ���.





�STRÁNKA  �23�








�STRÁNKA  �19�

















