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Uvod

UuvoD

Snad mohu ¥ici, ze na ¢eském internetu neni nadbytek ma-
terialt z oblasti pravdépodobnosti a statistiky a mnoho z téch,
které existuji, nevyuziva dostatecné hypertextovych moznosti
formatt, ve kterych jsou prezentovany (pojem hypertextové
pouzivam, mozna trochu nepiesné ve smyslu pritomnosti kii-
zovych odkazl). Pravdépodobnost a statistika hypertextové je
mym pokusem o vytvoreni takového , poradné hypertextového
materialu”.

Text sleduje vyklad z Gvodnich kurz pravdépodobnosti a
statistiky, nema nicméné nahrazovat klasicky ucebni text. Ob-
sahuje definice pojmi a tvrzeni o nich (i kdyZ ne explicitné
oznacené), ne uz ale podrobnéjsi vysvétlovani a komentare.
Chybf{ také priklady (viz ovSem sbirku pseudoresenych piikladt
Posbirané priklady z pravdépodobnosti a statistiky). Text se
svym usporadanim spiSe podoba jakési encyklopedii a muze
poslouzit tfeba tém, ktefi si potfebuji rychle pfipomenout né-
které z pojmi, vztahi, poznatku.

Materiél zvefejiiuji ve chvili, kdy prace na PROGRAMOVANI
MATERIALU jsou hotovy, zbyvd v8ak PRIDAT nékolik stranek
(zelend naznacené odkazy NEFUNGUJi™7), opravit text, doplnit
obrazky apod., tfeba REJSTRIK je ponékud zmateny.

Hlaseni o chybéach, pfipominky i naméty samoziejmé rad
prijmu.

Michal Friesl
Plzen, zari 2002 friesl@kma.zcu.cz

DOSTUPNE VERZE

Material je v soucasné dobé pristupny ve tfech variantach

e HTML verze v podobé klikacich obrazku uréené k on-
line prohliZeni pfes internet
Stranky s ,hesly“ jsou jednotlivé HTML stranky, odkazy mezi hesly
sméfuji na tyto soubory. Prezentace v podobé obrazku s aktivnimi
oblastmi znamena mensi kvalitu zobrazeni, k prohlizeni ale staci oby-
Cejny internetovy prohlizec.

e PDF verze pro obrazovku zarucujici kvalitni zobrazeni
Jediny PDF soubor, jehoz stranky tvoii jednotliva hesla. Odkazy mezi
hesly sméfuji do téhoz souboru, soubor (spolu s PDF prohlizecem) je
tedy vse, co je k prochazeni textem potieba.

e PDF verze pro tisk s jinou grafickou tpravou
Jednotliva hesla nemaji v PDF souboru vyhrazeny samostatné stranky.
Hypertextové presuny v tiSténé verzi musi Ctenar realizovat sam dle
vyznacenych cisel.

Jednotlivé verze jsou pristupné z internetové adresy
http://home.zcu.cz/ " friesl/hpsb/

TEXNICKA STRANKA

Text jsem psal samoziejmé v TEXu. Pouzil jsem standardni
ITEXové balicky (cstex, amslatex, color, hyperref) a trochu
jsem si v TEXu také sdm zaprogramoval (50 kB).

Hlavnim programem pro vznik vSech TRf VERZI byl pdfTEX.
Déle jsem pouzil csindex pro abecedni fazeni.

Pii vyrobé HTML verze prisel navic na fadu GhostScript
pro vyrastrovani stranek (¢isté kvili lepsimu vzhledu, ktery
se mi jim nepodafilo dosdhnout, ve skutecnosti jesté prosly
grafickym programem).

Zvazoval jsem i variantu, kde by HTML stranky nebyly jed-
nim velkym obrazkem, ale nerealizoval ji. Nebyl jsem si jist
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Uvod

vysledkem, ktery by dal latex2html (nehledé na to, Zze dosah-
nout takové podoby stejné jako ostatnich na pocita¢i Pentium
133MHz s uz asi zapomenutymi WinNT 3.51 z roku 1995 a
nevelkym harddiskem by vyzadovalo vétsi tsili), a MathML
z TEXu vyrobit neumim.

Pro tplnost dodavam, ze zdrojové texty jsem psal v editoru,
poustél jsem davkové soubory, dopliioval vinky a konvertoval
¢estinu. Nakonec, internetové stranky posila PHP, ale slo by
to i bez néj.

Je to vlastné jednoduché.
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1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1. Pravdépodobnost

1. PRAVDEPODOBNOST

Ndhodny jev. Je-li ddna mnozina Q (vSech vysledkti nahod-
ného pokusu, tj. pokusu, jehoz vysledek neni jednoznacné
urc¢en podminkami, za kterych je provadén), pak ndhodnym
jevem (v Q) nazyvame kazdou podmnozinu mnoziny 2.

Jev Q nazyvame jisty, jev () nemozZny. Jednotlivé vysledky
w € ) se nazyvaji elementarni jevy.

Jev oznacuje urcitou vlastnost vysledkti pokusu. Pro jevy
A, B C () interpretujeme

w € A — jev A nastal,

w € Q\ A— jev A nenastal,

w € AU B — aspoii jeden z jevii (A nebo B) nastal,

w € AN B — oba dva jevy (A i B) nastaly,

A C B — nastava-li A, nastava i B,

ANB =0 — jevy A a B jsou nesluditelné (nenastivaji
soucasné).

Ne vSechny jevy v  musi byt pozorovatelné a ne vSem musi
byt moZné rozumné piipsat PRAVDEPODOBNOST!3.

o Viz téz: SIGMA-ALGEBRA!2, PRAVDEPODOBNOSTNI MiRA!-3,
KLASICKA DEFINICE PRAVDEPODOBNOSTI!'*, NAHODNA VE-
LICINAZ1

Sigma-algebra. Systém A podmnozin mnoZiny €2 se nazyva o-
algebra, pokud

e Qe A
e Ac A = Q\Aec A
o A1, As,---e A = (JA, € A,

tedy pokud v A je zahrnuta mnozina (2, s kazdou mnozinou je
v A i jeji doplnék a s kazdymi spofetné mnoha mnozinami i
jejich sjednoceni.

Miuzeme si predstavovat, ze o-algebra predstavuje souhrn
informaci, které o vysledcich NAHODNEHO POKUSU!'! méame
— ne vechny JEVY!! v Q musi byt totiz pozorovatelné.

Pravdépodobnostni mira. Realna funkce P definovani na o-
ALGEBRE!? (dostateénd bohatém systému) A JEVO!! v Q se
nazyvé pravdépodobnostni mira, pokud
e P mé hodnoty v (0, 1),
o P(0) =1,
e Pro disjunktni mnoziny (nesluéitelné jevy) A; € A, P(J A;) =
> P(A).
Trojice (2, .4, P) se nazyvd pravdépodobnostni prostor.
Z téchto vlastnosti lze odvodit, ze P(2\ A) = 1 — P(A),
déle P()) = 0. Pro (nedisjunktni) mnoZiny lze psat

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B),

pro disjunktni posledni ¢len vypadavi. Kdyz B C A, mame
P(A\ B) = P(A) — P(B).

o Viz téz: KLASICKA DEFINICE PRAVDEPODOBNOSTI' 4, ROz-
DELEN{%2

Klasicka definice pravdépodobnosti. Je-li mnozina vysledka po-
kusu Q = {w, ...w,} koneéna (a neprazdna) a vsechny elemen-
tarni jevy wy, . ..,w, maji stejnou pravdépodobnost, ze nasta-
nou (rovnou 1/n), miizeme pro viechny JEVY!! A C Q pouzit
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1. Pravdépodobnost

1.5.

1.6.

1.7.

klasickou definici pravdépodobnosti

A

P(A) ok
Ta splituje pozadavky kladené na PRAVDEPODOBNOSTNT MiRU!-3,
za 0-ALGEBRU'? jevil v tomto pfipadé miiZzeme vzit o-algebru
vSech podmnozin €.

S klasickou definici ovsem dlouho nevystacime, protoze se
zajiméame i o pravdépodobnosti jevil, které vyplyvaji z pokusii
se spocetné (¢i dokonce nespocetnd) mnoha moznymi vysledky.

Nezavislost jevii. Rekneme, Ze systém JEVU!! C je nezavisly,
jestlize pro kazdy koneény pocet k jeva Aq,..., A € C je

P(m 4;) = HP(Ai)-

V opac¢ném pripadé€ jevy nazyvame zavislé.

Dva jevy A a B jsou tedy nezavislé, pokud P(A N B) =
P(A)P(B).

Nahradime-li v C nékteré jevy jejich doplnky, nezavislost
(zavislost) ztstava zachovana.

Jev A s P(A) = 0 nebo P(A) =1 je nezavisly s kterymkoli
jinym jevem.

o Viz té%: NEZAVISLE NAHODNE VELICINY>'10, PODMINENA
PRAVDEPODOBNOST!-6

Podminénd pravdépodobnost. Podminéna pravdépodobnost
jevu A za podminky, Ze nastal jev B (s P(B) > 0) je definovéna
jako

P(ANB)
Pp(A)=P(A|B) = ————=.
Podminéna pravdépodobnost Pp je opét PRAVDEPODOB-
NOSTN{ MirOU3.
Pro jevy A, B s kladnymi pravdépodobnostmi je ekviva-
lentni

e A, B jsou NEZAVISLE!'®
e Py(A) = P(4)
e P4(B) = P(B).

o Viz téz: BAYESOVA VETA!®) VETA O CELKOVE PRAVDE-
PODOBNOSTI!

Véta o celkové pravdépodobnosti. Tvoii-li Hy, Hy,... rozklad
pravdépodobnostniho prostoru (navzajem disjunktni, >, P(H;) =
1, P(H;) > 0), pak pro kazdy jev A

P(4) = ZP(A | H;) P(H;).

Zname-li (PODMINENE!Y) pravdépodobnosti jevu A za hypo-
téz H; a zname-li pravdépodobnosti, s jakymi tyto hypotézy
nastavaji, umime spocitat celkovou pravdépodobnost jevu A.

o Viz téz: BAYESOVA VETA!®, PODMINENA PRAVDEPODOB-
1.6
NOST
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1.8.

2.1.

2.2.

2.3.

2. Nahodné veli¢ina

Bayesova véta. Tvori-li Hy, H, ... rozklad pravdépodobnost-
niho prostoru (navzajem disjunktni, . P(H;) = 1, P(H;) >
0), a A je jevs P(A) > 0, pak pro kazdé k

> P(A| H;) P(H;)
Nastal-li jev A, miZeme na zdkladé této informace opravit (ak-
tualizovat) apriorni pravdépodobnosti P(Hj) na aposteriorni
P(Hy | A).

Ve jmenovateli zlomku je CELKOVA PRAVDEPODOBNOST!”
jevu A.

¢ Viz téz: PODMINENA PRAVDEPODOBNOST!6, VETA O CEL-
KOVE PRAVDEPODOBNOSTI

2. NAHODNA VELICINA

Nahodna veli¢ina. Funkce X : Q — R definovand na prostoru
Q) se 0-ALGEBROUM? A takova, Ze {w; X (w) € (a,b)} € A pro
libovolné —oco £ a < b < oo, se nazyva (realnd) nahodna
velic¢ina.

Pozadavek, aby vzory intervalt pii zobrazeni X lezely v A
(jde o méFitelnost funkee X), je jen technicky pozadavek zajis-
tujici, Zze vzorim rozumnych mnozin z R bude mozné prifadit
PRAVDEPODOBNOST!3.

Pouzivame oznaceni

[X € B]={we X X(w)eB}=X1B)
pro vzor mnoziny B C R pfi zobrazeni X.

Rozdéleni. Rozdé&lenim NAHODNE VELICINY?! X definované
na pravdépodobnostnim prostoru (2, .4, P) nazyvime PRAV-
DEPODOBNOSTNI MIRUM3 @

Q(B)=P[X € B], BeB(R),

putsobici na vhodném systému podmnozin R, tzv. Borelovské
o-ALGEBRE!? B(R). Jde o nejmensi o-algebru v R obsahujici
vSechny intervaly.

Néhodna veli¢ina X piendsi pravdépodobnost P z 2 na R,
Q je ,obrazem“ miry P. Ke kazdé pravdépodobnostni mire @
na R existuje ndhodna veli¢ina, jejimz je rozdélenim.

Rozdéleni popisuje pravdépodobnostni chovani ndhodné ve-
li¢iny (pii dané pravdépodobnostni mife P), nikoliv veli¢inu sa-
motnou. MizZeme tak mit dvé riizné veliiny, na stejném nebo
na ruznych pravdépodobnostnich prostorech, které maji stejné
rozdéleni. Zménime-li P, miize se rozdéleni veli¢iny X zménit.

o Viz téz: SPOJITE ROZDELEN{?®, DISKRETN{ ROZDELEN{Z4

Distribuéni funkce. Distribuéni funkci ROZDELEN{?? () (resp.
VELICINY?! X s timto rozdélenim) rozumime funkci
F(z) =Q((—o0,z)) =P[X = z], z€R.

Pomoci distribuéni funkce miZeme zapisovat PRAVDEPO-
DOBNOST!?, Ze hodnoty veli¢iny X padnou do intervalu (a,b) C
R, resp. ze X nabude pravé hodnoty a € R, jako

P[X € (a’vb>] = F(b> - F(a)a

resp. P[X =a]=F(a)— F(a—),
kde F(a—) znaéi limitu F' v bodé a zleva.

Distribué¢ni funkce mé hodnoty v (0, 1), je neklesajici, zprava
spojitd s limitami F'(—oo) = 0 a F(c0) = 1. Kazdé funkci na

Michal Friesl: Pravdépodobnost a statistika HYPERTEXTOVE ~ PRINT 2002-09-16* OkuaOawhO1kp9l


http://home.zcu.cz/~friesl/
http://home.zcu.cz/~friesl/hpsb/

10

2. Ndhodné veli¢ina

o——O

o——O
O

T4

Distribuéni funkce diskrétniho rozdéleni

7
J_T_EL =
s —

T4

Pravdépodobnostni a distribuéni funkce

2.5.

2.6.

2.7.

R s témito vlastnostmi odpovidd néjaké rozdéleni na R (a
existuje tedy i ndhodnd veli¢ina), jehoz je distribuéni funkci.

o Viz té7: PRAVDEPODOBNOSTNI FUNKCE?®, HuSTOTA?7,
INTENZITA PORUCH?8

Diskrétni rozdéleni, NAHODNA VELICINAZ! X mé diskrétni

rozdéleni, existuje-li spodetnd mnozina M = {x1,22,...} C
R (nosi¢ rozdéleni) takovd, ze
P[X € M] = 1.

DISTRIBUCNT FUNKCE?? takového rozdéleni je schodovita, se
skoky v bodech z;, i =1,2,...

o Viz té%: PRAVDEPODOBNOSTNI FUNKCE?"®

Pravdépodobnostni funkce. Pravdépodobnostni funkci ro-
zumime nezapornou funkci nulovou vsude s vyjimkou spocetné
bodd x1, z9, - - - € R, v nichz nabyva postupné hodnot p1, ps,--- €
(0,1), pficemz > p; = 1.

Je-li d4no DISKRETNIHO ROZDELENi?* (@, jeho pravdépo-
dobnostni funkci rozumime funkci

P(z) = Q({x}) = P[F(z) — F(z—)]
pi T=uz; t=12,...,
0 x#uw,

kde F je DISTRIBUCNI FUNKCE?3 @, z; body skokii F a p;
velikosti skoktl v téchto bodech.
Pro NAHODNOU VELICINUZ! X s takovim rozdélenim je

P[szl]:p“ 221,27
PXeB]= Y p, BCR.
i,x,€B
Kazdou pravdépodobnostni funkei (tj. dvojicemi (z;, p;), i =

1,2,..., kde z; € R, p; € (0,1), > p; = 1) je popséno néjaké
diskrétni rozdéleni. Pro jeho distribuéni funkci plati

F(z) = Z Di, z €R.

o Viz téz: HusTOTAZ7

Spojité rozdéleni. NAHODNA VELICINAZ! X s DISTRIBUCNT FUNKC{23
F mé spojité rozdéleni, existuje-li funkce f(x) takova, ze

F(x):P[X§x]:[x f(H)dt, zeR.

Distribuéni funkce takového rozdéleni je (v feci analyzy) abso-

lutné spojita.

o Viz téz: HusTOTAZ7, DISKRETNI ROZDELEN{?>*, SPOJITE
SDRUZENE ROZDELEN{?-?

Hustota. Jako hustotou oznacujeme kazdou funkei f(z) s vlast-
nostmi

f(x) 20, zeR, / f(z)dz = 1.
R

Funkeci f nazyvame hustotou SPOJITEHO ROZDELEN{?6 s DIS-
TRIBUCNI FUNKCI?? F, pokud

F(ac):/_I f)dt, zeR.
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2.8.

2.9.

2. Néhodné veli¢ina

11

Takova f mé vlastnosti hustoty a je f(x) = F'(z) pro ,skoro
vSechna® x € R (napf. v bodech, kde F’ neexistuje, mtizeme
f wvolit libovolng).

Pro VELICINUZ! X s hustotou f plati

PX=2]=0, ze€R,

a je-li I interval s krajnimi body a < b (af uZ uzavieny, po-
louzavfeny, nebo otevieny), pak

P[XEI]:F(b)—F(a):/ f(z)dz.

Kazda hustota f je hustotou néjakého ROZDELEN{Z2, p¥i-
slusné distribuc¢ni funkce ma tvar

F(a:):/j f(t)dt, ze€R.

o Viz téZ: PRAVDEPODOBNOSTNI FUNKCE?®, SPOJITE SDRU-
ZENE ROZDELEN{?®

Intenzita poruch. Pro nezépornou NAHODNOU VELICINUZ! X
se SPOJITYM ROZDELENIMZC definujeme intenzitu poruch
Az) = lim PXe@azt+h|X>a]  flx)
h—0+ h 1— F(z)
tam, kde F(z) < 1, pfi¢emz f a F jsou HUSTOTA%7 a DISTRI-
BUCN{ FUNKCE?3 X.

Predstavuje-li X dobu do poruchy néjakého zafizeni, inten-
zita A(z) vyjadiuje, ze pokud do ¢asu x nedoslo k poruse, tak
PRAVDEPODOBNOST!3, e k ni dojde v nasledujicim okamziku
malé délky h, je pfiblizné A(z)h.

Intenzita charakterizuje ROZDELENi?2 nezéporné nahodné
veliCiny, 1ze psat

F(z)=1 —exp(—/ow )\(t)dt), x> 0.

Stredni hodnota. Stfedni hodnota NAHODNE VELICINY?! X
resp. g(X), kde g : R — R je (méfitelnd) funkce, je pro X DIs-
KRETNE ROZDELENOU?# s PRAVDEPODOBNOSTN{ FUNKC{?® P
definovana jako

EX = inP(xi),

resp. Eg(X) = g(a:)P(xs),
7
a pro X SPOJITE ROZDELENOU?6 s HUusTOTOU?” f jako

EXz/(><> zf(x)dex,

resp. B g(X) = / o(2) f(z) da,

— 00
maji-li vyrazy napravo smysl.
Stfedni hodnota E X pfedstavuje primérnou hodnotu (ve
smyslu vazeného praméru), které veli¢ina X nabyva.
Stfedni hodnota je linedrni operator. Jsou-li X,Y ndhodné
veli¢iny definované na stejném PRAVDEPODOBNOSTNIM PRO-
sTORUM Q a a,b € R, plati

Ea = aq, E(aX +bY)=aEX 4+ DEY.

Operator E také zachovavd monotonii. Je-li X < Y (4.
X(w)SY(wVweQ), pak EX S EY.
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2. Ndhodné veli¢ina

o Viz téz: MoMENTY?!?, RozpTyL?!!, STREDNI HODNOTA
VEKTORU®®

2.10. Momenty. Momenty ROZDELEN{?? jsou STREDNT HODNOTY?"?
mocnin pifsluné NAHODNE VELICINYZ?,
E X* je k-ty (necentralni) moment rozdéleni veli¢iny X,
E(X — E X)¥ je k-ty centralni moment (k € N).
o Viz téz: RozpTyL?!!
2.11. Rozptyl. Rozptyl (ROZDELEN{?2) VELICINY?! X je definovan
jako druh§ CENTRALN{ MOMENT?!0 rozdéleni X,

var X =E(X —EX)?=EX? - (EX)?,

pokud je E X2 koneéna.
Pro c € R plati

2

varc =0, varcX = c“varX.

Rozptyl vyjadfuje variabilitu rozdéleni kolem jeho STREDNI{
HODNOTY??. Je-li EX? < oo, CebySevova nerovnost odha-
duje (velice hrub&) PRAVDEPODOBNOST!? odchylky X od jeji
stfedni hodnoty

X
P[|X—EX|§€]§Va; . £>0.

¢ Viz té%: VARIANGNI MATICE?®

2.12. Medidn. Median ROzZDELEN{?? veliciny X je libovolné &islo
Z € R spliiujici
PX <z]£1/2<P[X £zl
Jde o jakousi ,prostfedni“ hodnotu rozdé€leni, podobné jako
STREDNf HODNOTA2? je méiitkem polohy rozdéleni.
Pro SPOJITE ROZDELENOU?S veli¢inu s DISTRIBUCNT FUNKC{23
F je medidnem  ¢islo splitujici F(z) = 1/2.

o Viz téz: KvanTiL?13

2.13. Kvantil. Pro p € (0,1) je p-kvantil z,, ROZDELEN{*? s DISTRI-
BUCNI FUNKCI23 F definovan jako ¢islo spliujic
F(zp—) = p = F(zp).
Je-li F spojité, p-kvantilem jsou hodnoty F~1(p).
2.12

Pro p = 1/2, resp. p = 1/4,3/4 hovofime o MEDIANU*12
resp. dolnim a hornim kvartilu.

2.14. Poissonovo rozdéleni. Poissonovo rozdéleni s parametrem A\ >
0, znadeni napi. Po()), je DISKRETNT ROZDELEN{? na mnoziné
celjch nezapornych &isel s PRAVDEPODOBNOSTNI FUNKC{2?

e N /klL k=0,1,2,...,

P(k) =
(k) 0 jinak.

NAHODNA VELICINAZ! s Poissonovym rozdélenim, X ~ Po()),
mé STREDNI HODNOTUZ2® a ROZPTYL?!! rovny parametru roz-
déleni,

EX =varX = ),
hodnoty DISTRIBUCNI FUNKCE2? byvaji tabelovany.
o Viz téz: (cvepo)’”’
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Exponencidlni rozdéleni. Exponencialni rozdéleni s parame-
trem A > 0, znaceni napi. Exp()\), je SPOJITE ROZDELEN{?6
na mnoziné kladnych ¢&sel s DISTRIBUCN FUNKC{?3

1—e M

0
F(x) = S
0 jinak,

tj. s HUSTOTOU2"

Fla) = Xe M x>0,
@=10 jinak.
Toto rozdéleni ma konstantni INTENZITU PORUCH?®, \(z) = ),
x> 0.

NAHODNA VELICINAZ! s exponencidlnim rozdélenim, X ~
Exp(\), ma STREDNf HODNOTU?? a ROZPTYL?!!

EX =1/, varX =1/)\%

Nékdy se jako parametr exponencialniho rozdéleni udava ni-
koli intenzita poruch A, ale jeji pfevracena hodnota, tj. stfedni
hodnota rozdéleni 6 = 1/\.

Hustota exponencialniho rozdéleni

Normadini rozdéleni. Normalni (Gaussovo) rozdéleni se STREDNI

HODNOTOU?? 1 € R a ROZPTYLEMZ*!! 62 (0 > 0 je SMERO-
DATNA ODCHYLKA®"), znageni N(u,0?), je SPOJITE ROZDE-
LEN{*® s HUSTOTOU?”

1 2 2
- —(z—p)*/20
f(z) = 277028 , x€R.

Normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotu a jednotko-
vym rozptylem, N(0,1), se nazyva standardni (normované)
normalni, jeho hustota se znaci

o(z) = (1/V2m)e /2, zeR.
DISTRIBUCNI?3 a KVANTILOVAZ13 funkce rozdéleni N(0,1),
o) = [ el uy=ea0). pe 0.,
byvaji tabelovany, vzhledem k symetrii N(0, 1) plati
O(—z) =—-P(x), wr—p = —Up.
Pfi linearni transformaci zistava normalita rozdéleni zacho-
véna. Je-li X ~ Ny,0%) a a,b € R, pak aX + b ~ N(ap +

b,b%0%). Pro distribu¢ni funkci Fy VELICINY?! X ~ N(u,o?)
miizeme tedy psat

Fx(@)=o(*=F), seRr.

g

o Viz téz: VICEROZMERNE NORMALN{ ROZDELEN{311

3. NAHODNY VEKTOR

Nzhodny vektor. Nahodnym vektorem rozumime vektor slo-
Zeny z NAHODNYCH VELICIN?! definovangch na stejném PRAV-
DEPODOBNOSTNIM PROSTORU'?, X = (X1,..., X,,).

Nahodny vektor X miizeme chapat také jako ndhodnou ve-
li¢inu s hodnotami v R"™.

¢ Viz téZ: SDRUZENE ROZDELEN{32
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3. Néhodny vektor

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

SdruZené rozdéleni. SdruzZené rozdéleni NAHODNEHO VEK-
TorRU*! X = (X1,...,X,) s hodnotami v R" je charakterizo-
vano sdruZenou distribuéni funkci

F(z)=P[X1 S z1,...,Xn < ),
z=(21,...,2,) € R™

o Viz téz: MARGINALNI ROZDELEN{®*3, DISKRETNI SDRU-
ZENE ROZDELEN{®4, SPOJITE SDRUZENE ROZDELEN{3-?

Marginaini rozdéleni. Marginalnim rozdélenim NAHODNEHO
VEKTORU*! X = (Xi,...,X,,) rozumime ROZDELEN{%? jeho
slozek.

Mé-li vektor X SDRUZENOU DISTRIBUCN{ FUNKCI®2 F(21, . ..

pak marginalni distribu¢ni funkce j-té slozky X, je

Fj(z;) = P[X; = x]

= lim  F(z1,...,2,), z; €R,

T —00,1#£]

tj. v F(z1,...,z,) vSechny ostatni slozky kromé j-té posilame
k co.

Obecnéji, margindlni rozdéleni podvektoru (Xj,,...,X;,),
i1,...,0k €{1,...,n}, k < n, ma distribuéni funkci

Fila-u»ik (inV s 7xik) = P[Xil g Lijpyenes Xik, g CC“J
= hm . F(.’I}l,...,xn)7 xi17"'7xik€R-
Lj— 00,8701 ..yl

o Viz té%: NEZAVISLE NAHODNE VELICINY®10

Diskrétni sdruZené rozdéleni. NAHODNY VEKTOR?! X m4 dis-
krétni rozdéleni, pokud existuje spo¢etnd mnozina bodt M =
{x1,229,...} takovd, ze P[X € M] = 1.

Jako pravdépodobnostni funkci takového vektoru oznacu-
jeme funkci

PX=a|, M

P@ =1, xd¢ M

MARGINALNI ROZDELEN{®? diskrétné rozdéleného vektoru
X jsou DISKRETN{?“4 PRAVDEPODOBNOSTNI FUNKCEZ?® j-té
slozky je

Pi(x)=P[X;=2] =) ---> P(z), z€R,
xEM;x;j=x

tj. pfi daném x s¢itdme sdruzenou pravdépodobnostni funkci
pres vSechny hodnoty ostatnich slozek.

o Viz té%: SPOJITE SDRUZENE ROZDELENI®-®

7mn)7

Spojité sdruzené rozdéleni. NAHODNY VEKTOR?! X = (X1,...,X,,)

se SDRUZENOU®2 distribu¢ni funkci F(z1,...,r,) mé spojité
rozdéleni, pokud existuje nezdpornd funkce n proménnych f,
ze

F(xy,...,x,)

_ /“

(—o0,z1) X X (—00,2x)

Fltr, .. ta)dty ... dt,

pro vSechna (x1,...z,) € R Tato funkce se nazyva sdruzend
hustota vektoru X.
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MARGINALNI ROZDELEN{?3 spojité rozdéleného vektoru X
jsou sPOJITA?S, slozka X; ma HUSTOTU?”

fj(fcj)Z/-'-/f($17~-~>$n)

Rn—1
X dl’l . de—l d$j+1 e dl‘n,

tj. pro dané z; integrujeme hustotu sdruzeného rozdéleni pres
vSechny hodnoty ostatnich slozek.

¢ Viz téz: DISKRETNI SDRUZENE ROZDELEN{>"*

Stredni hodnota vektoru. Stifedni hodnotou NAHODNEHO VEK-
TorRU*! X = (X1,...,X,,) rozumime vektor STREDN{CH HOD-
NoT?? jeho slozek

EX=(EX,....EX,).

St¥edn{ hodnotu veli¢iny g(X), kde g : R™ — R, lze pro
VEKTOR S DISKRETNIM ROZDELENiM3# poéitat jako

Eg(X)= ) g(x)P(z)
xeM

a pro vektor SE SPOJITYM ROZDELENIM3*® jako

By(X) = [+ [ g@)f(@)da.
.

Kovariance. Kovariance mezi slozkami X; a X; NAHODNEHO
VEKTORU?! X je

COV(XZ', XJ) = E(XZ — EXZ)(XJ — EX])
=EX,X; -EX;EX;.
Je-li i = j, dostavame cov(X;, X;) = var X;, tedy ROZPTYL>11.
S pomoci kovariance mtzeme psat pro rozptyl linearni kom-
binace VELICIN?>! X a Y s konstantami a,b € R
var(aX +0Y)
=a?var X + 2abcov(X,Y) + b varY.

o Viz téZ: VARIANCGNI MATICE®®

Varianéni matice. Varian¢ni matice NAHODNEHO VEKTORU®!
X = (Xi,...,X,) je matice slozend z KOVARIANC®7 mezi
jeho slozkami,

var X = (cov(X;, X;))

ij=1,..n"
Varian¢ni matice je pozitivné semidefinitni.

o Viz téz: RozpTyL?!!

Korelaéni koeficient. Korelaéni koeficient mezi slozkami X;

a X; NAHODNEHO VEKTORU?! X je definovan jako

- COV(Xi,Xj)
Pig = w/varXivaer'

Tato hodnota z intervalu (—1,1) je mirou linedrni zavislosti
mezi X; a X;.

P1i p = 0 mluvime o nekorelovanych veli¢inach, krajni hod-
noty p;; = +1 znamenaji linedrni zavislost mezi X; a X;. Pii
pi; = %1 totiz existuji konstanty a,b € R (znaménko b je pfi-
tom stejné jako u p;;), ze s pravdépodobnosti 1 je X; = a+bX;.
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3. Néhodny vektor

3.10.

3.11.

4.1.

4.2.

4.3.

Nezdvislé nahodné veli¢iny. NAHODNE VELICINY?! X1, Xo, ...,
definované na stejném PRAVDEPODOBNOSTNIM PROSTORU3,
se nazyvaji nezavislé, jestlize pro kazdé n € N je

Fixy,.x)@, .o xn) = Fi(zy) - Fu(wy)

pro véechna (r1,...,2,) € R", tedy pokud SDRUZENA®? dis-
tribu¢ni funkce vektoru (Xi,...,X,) je soudinem distribué-
nich funkci jednotlivych veli¢in. Obdobné definujeme nezavis-
lost NAHODNYCH VEKTORU3L.

Pro SPOJITE ROZDELENE3® (X1, ..., X,,) je tato shoda ekvi-
valentni shodé HUSTOT?”

f(Xl,...,Xn)(JUh vy y) = fi(@1) - ful@n)

pro vSechna z1,...,x, € R.
Jsou-li veli¢iny X; a X; nezdvislé, pak

EX;X; =EX;EXj, cov(X;, X;) =pi; =0.

Nezavislé veli¢iny jsou tedy NEKORELOVANE?Y, Opaéné tvrzeni
obecné neplati.
Jsou-li NAHODNE VELICINY?! X a Y nezavislé, pak vzo-
rec pro ROZPTYL?!! souétu, resp. rozdilu neobsahuje KOVARI-
3.7
ANCI>T,

var(X £ Y) = var X + varY.

Vicerozmérné normdalni rozdéleni. n-rozmérné normalni roz-
déleni N, (i, V'), kde p je sloupcovy vektor z R™ a V' pozitivné

definitni matice fadu n, je rozdéleni s HUSTOTOU®
flxr, ... xy)
1 1yy—1
= ——exp(—(x — V7 i (x— 2),
ooV e )2)
Tr = (a:l,...,xn)’ € R"™.

Parametr p je STREDNf HODNOTOU3® a V' VARIANCNT MA-
TICi3® tohoto rozdéleni.

Mé-li NAHODNY VEKTOR?! X rozdéleni N, (u, V'), jeho slozky
maji také NORMALNI ROZDELEN{?16) X; ~ N(u;, 02), kde o7 je
i-ty diagonalni prvek ve V. Normalné rozdélené jsou i linearni
kombinace slozek.

Jsou-li slozky X; a X; ndhodného vektoru se sdruzenym
normalnim rozdéleni NEKORELOVANE??, pak X; a X jsou NE-
ZAVISLE? 10, Ve sdruZzeném normalnim rozdéleni je tedy neko-
relovanost ekvivalentni nezavislosti (coz obecné neplati).

4. TEORIE ODHADU

Nzhodny vybér. Posloupnost NAHODNYCH VELICIN?! (p¥ip. NA-
HODNYCH VEKTORU31) Xi,..., X, se nazyva ndhodny vy-
bé&r (rozsahu n z ROZDELEN{?? s DISTRIBUCNI FUNKC{*? F),
jsou-li tyto veliciny NEZAVISLE®1? a vSechny maji stejné roz-
déleni (F).

Takova posloupnost veli¢in odpovida vybéru ze zakladniho
souboru s vracenim.

Statistika (hodnota). Statistikou rozumime funkci NAHODNEHO
VYBERU*1.

Odhad. Odhadem parametrické funkce g(6) nazyvame libo-
volnou STATISTIKU%2 S(X7, ..., X,,), kterd nezavisi na 6.

Michal Friesl: Pravdépodobnost a statistika HYPERTEXTOVE ~PRINT 2002-09-16* OkuaOawhO1kp9l


http://home.zcu.cz/~friesl/
http://home.zcu.cz/~friesl/hpsb/

4.4,

4.5,

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4. Teorie odhadu

17

Popisné statistiky. Popisné statistiky popisuji nékteré cha-
rakteristiky NAHODNEHO VYBERU*!. Jedn4 se o vybérové pro-
t&j8ky obdobnjch charakteristik ROZDELEN{?2, jako napf. V¥-
BEROVY PRUMER*®, VYBEROVY ROZPTYL*®, VYBEROVY SME-
RODATNA ODCHYLKA*”, VYBEROVA KOVARIANCE'’, VYBE-
ROVY KORELACNI KOEFICIENT'?, VYBEROVY MEDIAN’".

Vybérovy primér. Vybérovym pramérem z NAHODNEHO VY-

BERU*! X1,..., X, rozumime veli¢inu
e 1 n
X =- g X;.
n
=1

Jde o vybérovy protéjsek STREDNi HODNOTY??.

Vybérovy primér X je NESTRANNYM*® a KONZISTENTN{M**
odhadem stfedni hodnoty E X; (existuje-li tato). Je také NEJ-
LEPSIM*!! odhadem mezi linedrnimi (tj. tvaru ), a;X;) ne-
strannymi odhady E X;, v BINOMICKEM'"’, POISSONOVE?14,
NORMALNIMZ 16, ¢ EXPONENCIALNIMZ1® rozdéleni dokonce mezi
vSemi odhady.

Vybérovy rozptyl. Vybérovym rozptylem z NAHODNEHO VY-
BERU*! X1,..., X, n > 1, rozumime veli¢inu
1 n
52 = DX = X2,

n—1~4%
=1

Jde o vybérovy protéjsek ROZPTYLUZ !,
Vybérovy rozptyl s? je NESTRANNYM*® a KONZISTENTNiM*9
odhadem rozptylu var X; (existuje-li tento).
v s 1 N —1
Pro odhad rozptylu lze pouzit také £ = (X; —X)? = =142,
ktery mé mensi rozptyl nez o2, na rozdil od s? je viak vychy-
leny.

Vybérovd smérodatnd odchylka. Vybérova smérodatna od-
chylka s je odmocninou z VYBEROVEHO ROZPTYLU%6 52,

Nestrannost. ODHAD*? S, (X1,...,X,) parametrické funkce
g(0) se nazyva nestranny (nevychyleny), jestlize

Eg Sn(X1,...,Xn) =g(0) pro vSechna 6.

VYBEROVY PROMER*® a VYBEROVY ROZPTYL*® coby od-
hady STREDNI HODNOTY?? a ROZPTYLUZ?!! jsou nestranné
(existuji-li prislusné momenty).

Konzistence. OpHAD*? S, (X71,...,X,) parametrické funkce
g(0) se nazyva (silng) konzistentni, jestlize

Po[ lim S, (X1,...,X,) =9g(0)] =1 pro vSechna 6.

VYBEROVY PRUMER*® a VYBEROVY ROZPTYL*S coby od-
hady STREDNi HODNOTY?? a ROZPTYLU?!! jsou konzistentni
(existuji-li prislusné momenty).

Stredni ¢tvercovd chyba. Sti¥edni étvercova chyba (MSE,
mean squarred error) ODHADU*3 S(X7, ..., X,,) realné para-
metrické funkce g(f) je definovana jako

MSEp S = Eg(S(X1, ..., Xn) — g(0))?,

pokud tato STREDNI HODNOTA2? existuje.

Udava, jak se v priméru lisi odhad od odhadované hodnoty,
méfime-li odliSnost pomoci druhé mocniny jeho odchylky od
spravné hodnoty. Na zdkladé MSE mtzeme odhady porovna-
vat, uréovat, ktery je LEPS{*11,
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4. Teorie odhadu

4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

Nejlepsi odhad. Rekneme, ze ODHAD* S je (dle STREDNT CTVER-
cove cuHyBY*10 MSE) lepsi nez So, pokud

MSEy S; < MSEy Sz pro vSechna 6.

Odhad S nazveme nejlepSim odhadem ¢(f) (ve smyslu
MSE), pokud pro libovolny jiny odhad S’ je

MSEg S < MSEg S’ pro viechna 6

Maximainé& vérohodny odhad. Méme-li NAHODNY VYBER*! X =
(X1,...,X,) s HUSTOTOU%7 fy(x), odhadem metodou maxi-
malni vérohodnosti rozumime tu hodnotu 6, pro niz (pfi
danych X)) funkce L(0; X) = fy(X) nabyvd maxima,

é\(X) = arggnax(L(@; X)).

Maximélné vérohodné odhady jsou (za pfedpokladu regula-
rity) asymptoticky optimalni (asymptoticky nestranné a asympto-
ticky eficientni)

Intervalové odhady. Je-li pocet pozorovani n maly, muze se
¢asto bodovy odhad dost liSit od odhadovaného parametru.
Zavadeéji se proto intervalové odhady.

Interval (D(X;,...,X,), H(X1,...,X,)) nazveme interva-
lovym odhadem 6 o spolehlivosti 1—a nebo (1—a)-intervalem
spolehlivosti (a € (0,1)), jestlize

Py[D(X1,...,X,) <0< H(X1,...,X,)]=1—a.

Je-li H(Xy,...,X,) = oo, resp. D(X1,...,X,) = —o0, mlu-
vime o dolnim, resp. hornim, intervalovém odhadu.

Krajni body intervalu spolehlivosti jsou funkcemi NAHOD-
NEHO VYBERU*!, jsou to tedy NAHODNE VELICINYZ!. Defi-
ni¢éni rovnost vyjadiuje, Ze intervalovy odhad ,pokryva“ sku-
te¢nou hodnotu 6 s pravdépodobnosti 1 — «. Tim neni tvar
odhadu definovan jednoznacné, obvykle hledame nejkratsi in-
terval s takovou vlastnosti.

Intervaly spolehlivosti v normalnim rozdéleni. Je-li Xy,...,X,
NAHODNY VYBER??! z N(pu,0%)*16, pak
— g — g
X — —a 77X - 7)7
( Uy /2\/77 + Ui—qa/2 Jn
_ 5 — S
(X —t1_q2(n — 1)%,)( +t1ase(n — 1)%)7

resp.

)

2 2
Xn71717a/2 anl,a/2

( (n—1)02? (n-— 1)02)’

kde X je VYBEROVY PROUMER?® a s? VYBEROVY ROZPTYL*S,
jsou 1 — o INTERVALY SPOLEHLIVOSTI*!3 pro p (prvni poui-
jeme, kdy# o? zname, druhy, kdy# nezname), resp. pro o2.

Jednostranné intervaly dostaneme, kdyz jeden krajni bod
nahradime 00 a u druhého pouzijeme o misto a/2.

Diky CENTRALN{ LIMITNI VETE’? a KONZISTENCI*® 5% mii-
zeme stejny tvar odhadu pouzit i pfi vybérech z jinych rozdé-
leni s koneénym rozptylem,

g g — g
(X - ulfa/Zﬁw)( + ulfa/2ﬁ)

pak predstavuje priblizné 1 — « intervalovy odhad stfedni hod-
noty E X;.

Michal Friesl: Pravdépodobnost a statistika HYPERTEXTOVE ~PRINT 2002-09-16* OkuaOawhO1kp9l


http://home.zcu.cz/~friesl/
http://home.zcu.cz/~friesl/hpsb/

5.1.

5.2

5.3.

5.4.

5.5.

5. Testovani hypotéz

19

5. TESTOVANi HYPOTEZ

Hypotéza. Hypotézou rozumime tvrzeni o ROZDELENI“ po-
zorované NAHODNE VELICINYZ! (napf. o rozdéleni NAHOD-
NEHO VYBERU%1).

Jsou-li rozdéleni, ktera prichazeji v tivahu, parametrizovana
pomoci parametru 8 € O, povazujeme za hypotézu také tvrzeni
o hodnoté tohoto parametru.

Jednoduchou hypotézu predstavuje hypotéza H: 0 = 6,
7e parametr 6 je roven danému &islu 6y € ©. Hypotéza H': 0 €
Oy, Ze parametr 6 pochdzi z dané (viceprvkové) mnoziny ©¢ C
0, je hypotézou slozenou.

12.2

o Viz téz: TEST??

Test. Test hypotézy je pravidlo, které pozorované hodnoté

NAHODNE VELICINYZ! (obvykle realizaci NAHODNEHO VYBERU* 1)

pfifadi rozhodnuti HYPOTEZU®! zamitnout nebo nezamitnout.
Obvykle proti nulové hypotéze Hj: 0 € Og, Ze hodnota
parametru 6 pochézi z dané mnoziny ©g C O, kde © je mno-
Zina moznych hodnot parametru, stavime alternativni hy-
potézu H;: 0 € O1, kde Oy U ©; = O, Ze tomu tak neni.
Zamitnuti Hy pak fakticky znamend rozhodnout se pro H;.

o Viz téz: KRITICKY OBOR®3, CHYBA 1. A 2. DRUHU®*

Kriticky obor. Je-li TEST®? zaloZen na NAHODNE VELICINE?!
(pozorovani) X s hodnotami v R”, pak jeho kriticky obor je
mnozina W C R™ téch hodnot X, pro néz test HYPOTEZU® !
zamita.

Kriticky obor lze ¢asto popsat prostiednictvim kritického
oboru pro vhodnou (jednorozmérnou) STATISTIKU?? pozoro-
vanych hodnot.

o Viz téz: CHYBA 1. A 2. DRUHU®*

Chyba 1. a 2. druhu. Rozhodnuti TESTU®? 0 HYPOTEZE®! ne-
musi byt vzdy spravné. Chyba 1. druhu nastava, kdyz je
hypotéza zamitnuta, prestoze plati, chyba 2. druhu, kdyz
hypotéza zamitnuta neni, prestoze neplati.

Kvalita testu je déana pravdépodobnostmi, s jakymi tyto
chyby nastavaji. Je-li test hypotézy Hy: 6 € Oy proti ALTER-
NATIVE®2 Hi: 6 € ©; o parametru 6 zaloZeny na hodnotéch
NAHODNE VELICINY?! X s KRITICKYM OBOREM®3 W, pak
pravdépodobnost chyby 1. druhu je

PQ[X S W}, 0 € 6q
a chyby 2. druhu
Py[X ¢ W], 0¢€ 0O,

kde Py oznaduje PRAVDEPODOBNOSTNI MIRU!'3, pii niz ma X
ROZDELEN{2? s parametrem 4.

P¥i daném rozsahu vYBERU*! obvykle nelze sou¢asné mini-
malizovat pravdépodobnosti obou druhi chyb.

o Viz téz: HLADINA VYZNAMNOSTI®>®, SfLA TESTU®®

Hladina vyznamnosti. TESTEM®? na hladiné vyznamnosti o
(a-testem), a € (0, 1), rozumime test, u néjz pravdépodobnost
CHYBY 1. DRUHU®* nepiekracuje hodnotu .

Je zaddouci, aby test mél nizkou hladinou vyznamnosti, roz-
hodnuti o zamitnuti HYPOTEZY?! pak interpretujeme ve smyslu,
ze hypotéza neplati. Obvykle volené hodnoty pro hladinu « by-
vaji 0,05, 0,01 nebo 0,001.
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5.6.

5.7.

5.8.

o Viz téz: SiLA TESTU®S, P-HODNOTAS”

Sila testu. M4-li TEST®? (s KRITICKYM OBOREM®3 W) prav-
dépodobnost CHYBY 2. DRUHU®* Py[X ¢ W], pak hodnota

Py[X e W] =1—-Py[X ¢ W]

se nazyva sila testu proti ALTERNATIVE®? 6 € ©;.

P#i hledani optimélniho testu stanovime HLADINU VYZNAM-
NOSTI’® v (omezime pravdépodobnost CHYBY 1. DRUHU®*) a
mezi a-testy hleddme ten s nejvétsi silou (nejmensi chybou 2.
druhu).

p-hodnota. P-hodnota TESTU®?2 je u test®, kde mé tato defi-
nice smysl, pravdépodobnost, s jakou testovaci STATISTIKA*?2
nabyva hodnot ,horgich“ (vice svédéicich proti testované HY-
POTEZE®!), nez je pozorovana hodnota statistiky.

P-hodnota je obvyklym vystupem pocitacovych programi
na testovani hypotéz, udava mezni HLADINU VYZNAMNOSTI®®,
prti které bychom hypotézu jesté zamitali.

Hypotézu Hy zamitame na hladiné o, pravé kdyz p-hodnota
je mensi nez a.

Testy stredni hodnoty normalniho rozdéleni. Pro testovani HY-

POTEZY®! o STREDNI HODNOTE?? 4 velidin X,..., X, NA-
HODNEHO VYBERU%! z NORMALNIHO ROZDELEN{?16 N(yu, 0?)

Ho: p=po proti Hi:p# po,

kde o € R je dané &islo, pouzivaime TESTY®? zaloZené na
STATISTIKACH?2

g - X Ho X — o

o/vn’ s/vm’
kde X je VYBEROVY PRUMER?® a s VYBEROVY ROZPTYL*S,
Statistiku volime podle toho, zda ROZPTYL?!! o2 je znamy,
nebo ne, druhy z testt se nazyva t-test.

Hypotézu H, zamitdme na HLADINE VYZNAMNOSTI®® q,
pokud

resp. T =

|U| > ulfa/27 resp. |T| > tlfoc/Q(n - 1)?

kde u1_q /2, T€SP. t1_q/2(n — 1) jsou (1 — o/2) KVANTILY? 13
rozdéleni N(0,1), resp. t,_1"".

Za platnosti Hy maji T, resp. U, ROZDELEN{?2 N (0, 1), resp.
t-rozdéleni o n — 1 stupnich volnosti, KRITICKY OBOR®3 tvoii
hodnoty U, resp. T, blizké +oc0.

Pro test Hy proti jednostranné alternativé

H{:p>po, vesp. Hi :p < po,
na hlading vyznamnosti o pouzijeme v piipadé zndmého o2
kriticky obor

U >ui_o, resp. U < —uj_q,,
pfi nezndmém o? pak

T>ti—qn—1), resp. T < —t;_o(n—1)

(kriticky obor pfedstavuji hodnoty statistik blizké +oco u HY,
resp. —oo u HY').

o Viz téz: DVOUVYBEROVY TEST? 2, PAROVY TEST® !, TEST
0 STREDN{ HODNOTE®?, TEST O ROZPTYLU NORMALNIHO
ROZDELEN{®10, TEST NEZAVISLOSTI V NORMALNIM ROZDE-

LENiS.lG
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5.9. Test o stfedni hodnoté. Pro piiblizné testovani HYPOTEZY®!
o STREDNI HODNOTE?? i = E X; veli¢in v NAHODNEM VY-
BERU*! X1,..., X,

Hy: p=po proti Hi:p # po,
kde ug € R je dané ¢islo, pouzijeme, podobné jako u t-TEST
v NORMALNIM ROZDELENi?16 N(u, 0?), STATISTIKU*2
X — o
s/v/n’
kde X je VYBEROVY PROUMER*® a s? VYBEROVY ROZPTYL*S.
Hypotézu Hy zamitneme na HLADINE VYZNAMNOSTI®>® pfi-
blizné « v pripadé, ze

U5.8

T =

|T| > Ul—a/2,

kde u, zna¢i p-KVANTIL?!3 rozdéleni N (0,1)2-16.

Za Hy ma T diky CENTRALNI LiMITN VETE?? a KONzIS- &7 >

TENCI*? vybérového rozptylu asymptoticky rozdéleni N(0,1), =Ty u, &7
KRITICKY OBOR®3 pFedstavuji hodnoty T blizké +oo.

. o A . , Kriticky obor oboustranného testu
5.10. Test o rozptylu normalniho rozdéleni. Necht X,...,X,, je NA-
HODNY VYBER*! z NORMALN{HO ROZDELEN{?1® N(p, 02). Pro

testovani HYPOTEZY?! o hodnoté ROzZPTYLUZ?!! o2
Hy: 0* =0f vproti Hip:o? # of,
kde 02 > 0 je dané &islo, pouzivaime TEST®? zaloZeny na STA-
TISTICE*?
5, (n—1)s?
X = 3 )
90
kde s? je VYBEROVY ROZPTYL*S.
Hypotézu H, zamitneme na HLADINE VYZNAMNOSTI®® q,
kdyz

X2 > Xf_a/z(n —1), nebo x?< Xi/Q(n - 1),

kde x2(n — 1) znaci p-KVANTIL*'? rozdéleni X2 "7

Za Hy m4 statistika y? rozdéleni x2_;, KRITICKY OBOR®*?
tvoii hodnoty x? blizké 0 nebo oo.

o Viz téZ: TESTY STREDNf HODNOTY NORMALN{HO ROZDE-
LEN{®® TEST NEZAVISLOSTI V NORMALNIM ROZDELEN{®16

5.11. Pérovy test. Parovy t-test je testem HYPOTEZY®'! o hodnoté
rozdilu mezi STREDNIMI HODNOTAMIZY p; a po slozek NAHOD-
NYCH VEKTORU®! v NAHODNEM VYBERU*! (X1,Y1), ..., (X, Ya)
z DVOUROZMERNEHO NORMALN{HO ROZDELEN{311,

Hy:py —pe =d proti Hy: py — ps # d,
kde d € R je dané ¢islo (pro d = 0 to znamend shodu stfednich
hodnot slozek p; = p2).
Tento TEST®? zamitd Hy na HLADINE VYZNAMNOSTI®® «,

pokud

‘ Z—d

Sz/\/ﬁ
kde Z a s? jsou VYBEROVY PRUMER?® a VYBEROVY ROZ-
PTYL*® ndhodného vybéru slozeného z rozdilt

ZZ':Xi—Y;‘, i:l,...,n,

‘ > tl—a/2(n - 1)a

a t,(n) znaéi p-KVANTIL?1? rozdéleni ¢,"".

Ve skuteénosti provadime ¢-TEST®*® o stfedni hodnoté pu; —
2 V¥béru NORMALNE ROZDELENYCH?C veli¢in Z1,..., Z,.
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5.12.

5.13.

Parovy test miizeme pouzivat pouze pokud je vybér tvoren
dvojicemi méfeni.
o Viz téz: DVOUVYBEROVY TEST?!2, TEST NEZAVISLOSTI
V NORMALNIM ROZDELEN{®-16

Dvouvybérovy test. Dvouvybérovy t-test je testem HYPO-
TEZY®! 0 hodnoté rozdilu STREDNICH HODNOT?? u; a g ve

dvou NEzAVISLYcH?10 néhodnych vybérech X1,..., X, z NOR-
MALNfHO ROZDELEN{?16 N(uy,0?) a Yi,...,Y, z N(ug,02) se

stejnym (i kdyZ nezndmym) ROZPTYLEM?1! o2,

Ho:py —pe=d proti Hy:py — ps #d,
kde d € R je dané ¢islo (pro d = 0 to znamend shodu st¥ednich
hodnot slozek p; = p2).
Pouzijeme-li k testovani STATISTIKU*2
X-Y-—d nm(n+m —2)
V(i —1)s% + (m —1)s2 n+m
kde s% a s} jsou prislusné VYBEROVE ROZPTYLY*®, zamit-
neme Hy na HLADINE VYZNAMNOSTI®>® «, pokud

)

T > t1—a2(n+m—2),

kde t,(n) je oznadeni pro p-KVANTIL?!? rozdéleni t,, "’

Za platnosti Hy ma statistika T rozdéleni ¢,,,, 2, KRITICKY
0BOR®3 tvoii hodnoty T blizké Foo.

Predpoklad nezavislosti testovanych vybért (které mohou
byt rizného rozsahu a mély by, alespon piiblizné, mit stejny
rozptyl) je podstatny.

o Viz téz: PAROVY TEST® 1!

Chi-kvadrat test dobré shody. Pro testovani HYPOTEZY®! 0 hod-
notéch PRAVDEPODOBNOSTI! p1, ..., pi, se kterymi nastévaji
jednotlivé vysledky NAHODNEHO POKUSUM! (o k& moznych vy-
sledcich), na zdkladé pozorovani Cetnosti ny,...,n; vysledkd
pfi n NEZAVISLYCH!'® opakovéanich pokusu

Ho:pj =1Y,--- P = Pi
proti
Hy:p; #p)  alespoii pro jedno j,

kde p,...,p% € (0,1), > pY =1, jsou dana Cisla, se pouziva
TEST?2 zaloZeny na STATISTICE*?

_y o)t

j=1 =1

Q| 3
\w

<.

kde o; = np?.

Za predpokladu, Ze o; > 5 pro vSechna j = 1,...,k, zami-
tame hypotézu Hy piiblizné na HLADINE VYZNAMNOSTI®® «,
pokud

X > X3 ok —1),
,

kde x?_,(k —1) je (1 — )-KVANTIL?*1? rozdéleni x7 "
Neni-li podminka o; > 5 Vj splnéna, je mozné nejdiive
nékteré vysledky (tj. Cetnosti a pravdépodobnosti) sloudit.
Za platnosti Hy jsou o; ofekédvanymi ¢etnostmi E X; a sta-
tistika x2 ma asymptoticky pro n — oo rozdéleni X%—l‘ KRI-
TICKY OBOR®? je tvofen hodnotami y? blizkymi oco.
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Pro testovani hypotézy, ze NAHODNY VYBER*! Xi,..., X,
pochézi z daného ROZDELENT?2 (se znAmymi parametry) roz-
délime obor hodnot VELICIN*' X; na k intervald I;,...,I; a

za vysledek i-tého pokusu povazujeme zatazeni hodnoty X; do
prislusného intervalu. Testujeme pak hypotézu o pravdépodob-
nostech

pj:P[XiEIj], j:].,...7k,

na zékladé pocti pozorovani n; = #{i; X; € I;},j=1,... k,
v jednotlivych intervalech.

o Viz téz: CHI-KVADRAT TEST PRI NEZNAMYCH PARAMET-
RECH®14

Chi-kvadrat test pfi nezndmych parametrech. Pro testovani HY-
POTEZY?! 0 hodnotidch PRAVDEPODOBNOSTI'® pq,. .., pk, se
kterymi nastavaji jednotlivé vysledky NAHODNEHO POKUSU!'!
(o k moznych vysledcich) z pozorovani nq, ..., ny Cetnosti vy-
sledkt p¥i n NEZAVISLYCH® opakovanich pokusu

H()ij:pj(e), jZl,...,k
proti
Hi: pj # p;(0) alespoil pro jedno j,

kde p;(f) jsou dané funkce a § € R™, m < k — 1, neznamy
parametr, se pouzivd TEST?? zaloZeny na STATISTICE*? ana-
logické té z testu PRI ZNAMYCH PARAMETRECH® 13,

k 2 k 2

I G ) I e

X = Y - 07 —n,
=1 J i=1 7

J
kde 0; = np;(8) a 6 je feSenim soustavy rovnic

LMZO i=1....m

¢ili @ je MAXIMALNE VEROHODNYM*12 odhadem 6 z pozorovéni
Nyyeo., NE.

Predpoklada se, ze v néjakém okoli skuteéné hodnoty 6
(véetné) jsou funkce pq,...,pr kladné, Zj p; = 1, a zobra-
zeni (p1,...,pr): R™ — RF je dvakrat spojité diferencova-
telné a regularni. Statistika y? pak mé asymptoticky rozdéleni

2
Xk—m—1-

Hypotézu Hy zamitadme p¥iblizné na HLADINE VYZNAMNOSTI®*

a, pokud
2 2
X" > lea(k —m — 1),
X2(n) znaéf p-KVANTIL*!? rozdéleni x277.

Test nezavislosti v kontingencni tabulce. Pro testovani HYPO-
TEZY®! o NEzZAVISLOSTI®10 slozek X,Y NAHODNEHO VEK-
TORU®! s DISKRETNIM ROZDELENiM3“, kde slozky nabyvaji
hodnot z1,...,z, ay1,...,Ys, 7,8 = 2,
Hy: X,Y nezavislé proti Hip: X,Y zavislé,

se pouzivé x2-TEST DOBRE SHODY PRI NEZNAMYCH PARAME-
TRECH® 14 vychézejici z pozorovanych etnosti Ny, t=1,...,7,
j =1,...,s, dvojic hodnot (z;,y;) v NAHODNEM VYBERU*!
rozsahu n z rozdéleni (X, Y). (Tyto Cetnosti zapisujeme do tzv.
kontingenéni tabulky.) TEST®? pracuje se STATISTIKOU*?
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5.16.

T s 2 Ig s 2
Nii — O;s ns.
Xz:zz( 1/‘7 lj) :nzz ZJ 771/7
035 ;.M. j

i=1 j=1 i=1 j=1

kde 0;; = n;.n ;/n, pficemz

S T
n; = E Nij, n;= E Ngj.
Jj=1 =1

jsou Ffadkové a sloupcové soucty v tabulce.
Za predpokladu, Ze 0;; > 5 pro vSechna i, j, zamitame hy-
potézu Hy piiblizné na HLADINE VYZNAMNOSTI®® «, kdyz

X > xdal(r = 1)(s = 1)),

X2(n) je oznaceni pro p-KVANTIL*!? rozdéleni x27".

Jsou-li nékterd o;; < 5, je mozné nejdiive sloucit pirislusné
rfadky nebo sloupec se sousednimi, pocet Tadkl i sloupci se
vSak nesmi zredukovat na jeden.

Za Hy pfedstavuji o;; odhady ocekdvanych cetnosti dvojic
(wi,y;) a statistika x* mé asymptoticky (pron — oo) rozdéleni

2
X(r—1)(s—1)"
o Viz téz: TEST NEZAVISLOSTI V NORMALNIM ROZDELEN{®16

Test nezdvislosti v normdlnim rozdéleni. Pro testovani NEZAVIS-
LOSTI*1Y slozek NAHODNYCH VEKTORU®! (X1,Y7), ..., (X,, Yy,)
v NAHODNEM VYBERU*! z DVOUROZMERNEHO NORMALNIHO
ROZDELEN{*!! vektoru (X,Y),

Hy: X,Y nezévislé proti Hi: X,Y zavislé,
se pouZiva test zaloZeny na STATISTICE*?

r
T=—=Vn—2,
V1—r2
kde r je VYBEROVY KORELACN{ KOEFICIENT’.
HypoTEZU?! H{ zamitame na HLADINE VYZNAMNOSTI®®
a, pokud

|T'| > t1_q/2(n —2),

kde pravou stranu tvofi (1 — a)-KVANTIL? '3 rozdéleni ¢, 5”7

Hypotéza Hj je diky normalité ekvivalentni nulovosti KO-
RELACNIHO KOEFICIENTU®Y mezi X a Y. Za platnosti Hy ma
statistika T rozdéleni t,,_o""7, KRITICKY OBOR®* tvoii hodnoty
T blizké +oo.

o Viz téz: TEST NEZAVISLOSTI V KONTINGENCN] TABULCE® 19,
PAROVY TEST®!!
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SEZNAM HESEL

Abecedni seznam c¢islovanych hesel.
BAYESOVA VETA!®
DISKRETN{ ROZDELEN{?*
DISKRETN{ SDRUZENE ROZDELEN{34
DISTRIBUGNI FUNKCE?3
DVOUVYBEROVY TEST? 12
EXPONENCIALN{ ROZDELEN{?-1°
HLADINA VYZNAMNOSTI?®
HusToTa?7’
HyPOTEZA®!
CHI-KVADRAT TEST DOBRE SHODY®'13
CHI-KVADRAT TEST PRI NEZNAMYCH PARAMETRECH® 14
CHYBA 1. A 2. DRUHU*
INTENZITA PORUCH?8
INTERVALOVE ODHADY*13
INTERVALY SPOLEHLIVOSTI V NORMALNIM ROZDELEN{%14
KLASICKA DEFINICE PRAVDEPODOBNOSTI
KONZISTENCE*?
KORELACNI KOEFICIENT??
KOVARIANCE??
KRITICKY OBOR®3
KvANTILZ13
MARGINALN{ ROZDELEN{3-3
MAXIMALNE VEROHODNY ODHAD
MEDIANZ12
MOMENTY? 10
NAHODNA VELIGINAZ
NAHODNA VELICINAZ!
NAHODNY JEV!!
NAHODNY VEKTOR3
NAHODNY VEKTOR?!
NAHODNY VYBER*!
NEJLEPSf opHAD*!!
NESTRANNOST*8
NEZAVISLE NAHODNE VELICINY3-10
NEzAvISLOST JEVU!®
NORMALNI ROZDELEN{?16
OpHAD*3
P-HODNOTA®7
PArOVY TEST? 1!
PODMINENA PRAVDEPODOBNOST!6
POISSONOVO ROZDELEN{?14
POPISNE STATISTIKY**
PRAVDEPODOBNOST!
PRAVDEPODOBNOSTN{ FUNKCEZ®
PRAVDEPODOBNOSTNI MirRA!3
ROZDELEN{?2
RozpTyL?!!
SDRUZENE ROZDELEN{3-2
SIGMA-ALGEBRA!2
SiLA TESTU®S
SPOJITE ROZDELEN{26
SPOJITE SDRUZENE ROZDELEN{?®
STATISTIKA (HODNOTA)%2
STREDNI CTVERCOVA CHYBA*10
STREDNI HODNOTAZ?
STREDNI HODNOTA VEKTORU?6
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Seznam hesel

TEORIE ODHADU*

TEST??

TEST NEZAVISLOSTI V KONTINGENGON{ TABULCE®-1?
TEST NEZAVISLOSTI V NORMALNIM ROZDELEN{®-16
TEST O ROZPTYLU NORMALNIHO ROZDELEN{? !0
TEST 0 STREDNI HODNOTES?

TESTOVANI HYPOTEZ®

TESTY STREDN{ HODNOTY NORMALN{HO ROZDELEN{®®
VARIANCNI MATICES-®

VETA O CELKOVE PRAVDEPODOBNOSTI'”
VICEROZMERNE NORMALNI ROZDELEN{?!!
VYBEROVA SMERODATNA ODCHYLKA*7
VYBEROVY PROMER?®

VYBEROVY ROZPTYL*6
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SEZNAM OBRAZKU

Abecedni seznam obrazkt.
DISTRIBUGN] FUNKCE DISKRETN{HO ROZDELEN{?4
HUSTOTA EXPONENCIALNIHO ROZDELEN{?!®
HuSTOTA NORMALNIHO ROZDELEN{216
HUSTOTA ROZDELEN{?7
KONTINGENGONI TABULKA® 15
KRITICKY OBOR OBOUSTRANNEHO TESTU®?
PRAVDEPODOBNOSTN{ A DISTRIBUCNI FUNKCE?"®
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Stranky s vyskytem polozek
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alternativni hypotéza,
1952, 1954, 2056

Bayesova véta, 918

diskrétni rozdéleni, 1024,
102.5 112.9 122.14 143.4
143.4’ 153.6’ 235‘15

Distribu¢ni funkei, 923,
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112.8’ 122.12’ 122.137
122.14 132.15 132.16
164.1 ) 7 )

hladina vyznamnosti,
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143.5’ 163.107 184.12
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chyba
1. druhu, 1954, 1955
205.6
2. druhu, 19%4, 2056

intenzitu poruch, 1128,
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intervalem  spolehlivosti,
1 84.13 184.14

intervalovym odhadem,
1 84. 13

jednoduch4 hypotéza, 19>
jev
elementarni, 711
jisty, 711
néhodny, 71.1’ 71.27 71.37
71.4’ 81‘5
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kontingencni tabulka,
235.15

konzistentni, 174°, 1746,
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Korelaé¢ni koeficient, 1539,
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Kovariance, 1537, 1538,
163.10
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nestranny, 1745, 1746,
1748

nezavislé, 16310 16311
164.17 225.127 235.157
245.16

nezavislost

jevﬁ, 81‘5, 81.67 225.137
235.14

nulovéa hypotéza, 1952

Odhadem, 16%3, 1748
174.97 174.107 184.11

p-hodnota, 20°7

Popisné statistiky, 1744

pravdépodobnost
celkova, 817, 918
klasicka, 74
podminénd, 86, 817

Pravdépodobnostni funkci,
102.57 112.9, 122.147 143.4

pravdépodobnostni mira,
71.17 71.3’ 71.4’ 81'6, 92.17
92.27 9237 112.8’ 122.11’
195.47 225.13’ 235414

pravdépodobnostni  pro-
stor, 73, 1129, 1331
163.10
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exponencialni, 13213,
174.5
norméalni, 13216, 16311,
174.5 184.14 205.8 215.9
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Poissonovo, 12214, 1745
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Rozptyl, 12211 12214
132.15 132.16 153.7
163'10’ 174‘6 17748 ]_74‘97
205.8 ,215.10’ 225.1’2 ’

Sdruzené rozdéleni, 1432,
143.3 143.5 163.10
sigma algebra, 712, 713
71.4 92.1 92.2
) )
sila testu, 2056

slozena hypotéza, 1951

spojité rozdéleni, 1026,
102.7 112.8 112.9 122.12
132.15 132.16 143.5
143.5 153.6 163.10 163.11

3 ) 3

Statistikou, 16%2, 16%3,
195.3’ 205.7’ 205.8’ 215.97
215.10 225412 225.13
235.14 235.15 245.16

Stfedni ctvercova chyba,
174.107 184'11

Stiedni hodnota, 1129,
122.10 122.11 122.12
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174.107 205.8, 215.9,
215.11’ 225.12

Stfedni hodnotou, 1536,
163.11
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215.107 215.11’ 225.137
235.147 235.15
chi-kvadrat, 22513
235.14
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metrech, 23%14, 23515

nezavislosti
v normalnim rozdé-
leni, 24516

pérovy, 21511

stfedni hodnoty
dvouvybérovy, 22512
normalniho rozdéleni,
205.8

test o rozptylu, 21°-10

Varian¢éni matice, 1538,
163.11

Vybérova smérodatna od-
chylka, 1744, 1747

Vybérovym prumeérem,
174.4’ 174.5’ 174.6’ 174.87
174.9’ 184'14, 205.87 215.97
215.11

Vybérovym rozptylem,
174.4’ 174.6’ 174.7’ 174.8,
174.9’ 184'14, 205.8’ 215.9,
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