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Uvod

Tato skripta jsou napsana jako dopliujici text do predmétu MATEMATIKA 3 pro 2.ro¢nik
bakalarského studia FEKT. Dany predmét se skldda ze dvou odlisnych oblasti matema-
tiky - numerickych metod, jejichz cilem je predstavit zaklady numerického feSeni uloh
praxe, a pravdépodobnosti, jejichz tikolem je seznamit studenty s pravdépodobnostnimi
modely popisujicimi konkrétni situace. Autorkou prvni ¢asti je Mgr. Irena Ruzickova, au-
torem druhé RNDr. Bretislav Fajmon, PhD.

Studenti by po absolvovani kursu méli byt schopni numericky tesit rovnice a systémy rov-
nic, aproximovat hodnoty pomoci metody nejmensich ¢tvercu a interpolacnich polynomu,
pouzivat vzorce numerického derivovani a numerické integrace a tesit numericky nékteré
diferencialni rovnice. Dale v oblasti pravdépodobnostnich modelu se studenti seznami s
tim, jaké situace dany model popisuje, a pouziji jej v konkrétnich tilohach. V ramci tvodu
do statistiky se setkaji s nékterymi zakladnimi statistickymi testy.

V dalsi fazi planujeme za tcelem materialu pro dalkové studium kazdou kapitolu textu
rozsitit o kontrolni otazky slouzici k samostatné kontrole znalosti a o ptriklady urcené k
samostatnému Teseni.

Ad numerické metody

V praxi ma velky vyznam matematické modelovani a simulace nejruznéjsich procesu.
Pii tom je potfeba FeSit ruzné matematické tlohy, mnoho déju je napt. popsano dife-
rencialnimi rovnicemi. Nalezeni presného feseni takovychto problému byva ¢asto naroéné,
nékdy i dplné nemozné. Casto je lepsi nehledat feseni v uzavieném tvaru, ale pomoci
konec¢ného poctu kroku urcitého postupu najit feseni priblizné. K tomu praveé slouzi nu-
merické metody.

I hledani priblizného feSeni byva ovsem dosti pracné a jen malo tloh lze s uspokojivou
presnosti vytesit ,,ru¢né”. Proto jsou numerické metody tésné spjaty s programovanim a
rozkvét nékterych oblasti numerickych metod pftisel teprve s rozvojem vypocetni techniky.

V prvni éasti téchto skript se studenti mohou seznamit se zakladnimi a nejjednodussimi
numerickymi metodami pro feseni linearnich a nelinearnich rovnic, aproximaci funkci, nu-
merické derivovani a integrovani a pro feSeni diferencialnich rovnic.

Nékteré kapitoly by si zaslouzily mnohem obsahlejsi teoreticky tivod. Na ten vsak zde
bohuzel neni prostor. Pokusila jsem se vSude alespon naznacit, pro¢ uvedené metody fun-

guji.

Snazila jsem se o srozumitelnost a souc¢asné o zachovani matematické presnosti. Zkusenéjsi
¢tenafi mi snad prominou jistou neporadnost v uvadéni predpoklad.
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Poznamka k reSenym piikladim

Vsechny mezivysledky v ptikladech fesenych v téchto skriptech jsou zapisovany po za-
okrouhleni. Pti dalsim vypoctu vSsak byly pouzity puvodni, presnéjsi hodnoty. Proto se
muze stat, ze bude-li nékdo tyto priklady prepocitavat a pouzije k tomu mezivysledky zde
uvedené, muze dojit k vysledkum ponékud odlisnym.

Irena Ruzickova, Brno 2002

Ad pravdépodobnost

Co je pravda? Tuto otazku se zeptal Pilat chvili predtim, nez vydal piikaz k ukfizovani
Jezise Krista (viz Bible). Nevédél, ze Jezis o sobé prohlésil: J& jsem ta cesta, pravda i
zivot. Pilat nemél dost trpélivosti hledat odpovéd na svou otézku, a tak vydal pifkaz k
popravé nevinného, protoze byl pro néj pohodlnéjsi vlastni klid nez spravedlnost. Mozna
ze 1 dnes si nedavame dost casu k hledani odpovédi, a tak je mozné, ze ve svém zivoteé
krizujeme to dobré ve prospéch ur¢itého docasného klidu.

Jind odpovéd na nasi otdzku: Pravda je soubor mytu, které se lidem jesté nepodaiilo
vyvratit. Toto humorné prohlaseni trochu predstavuje historii védy, protoze naptiklad pti
fyzikalnim popisu skutecnosti se setkavame s tim, ze model slouzici k popisu jisté situace
se v jiné situaci ukazal nevhodnym, coz vedlo ke hledani novych souvislosti.

Zkratka a dobfe, ve svém poznani svéta mame jisté rezervy, a tak nam misto pravdy
zustava spise pravdépodobnost - jakasi mira viry, ze urcitd véc je skutecnosti. Vsichni
jsme odkazani k tomu, ze musime vérit.

Druha ¢ast textu - pravdépodobnost - je usporaddana do Sesti kapitol, které mohou docela
dobfe slouzit jako doplnéni Sesti predndsek v daném tematickém rdmci (prvni kapitola
je nejobsahlejsi, doporucuji partii o podminéné pravdépodobnosti a Bayesové vzorci z
posledni dvé kapitoly textu, kde je vylozeno normaélni rozdéleni a statisticky U-test).
Text je zalozen na uvadéni prikladu - v prubéhu prikladu jsou nové uvadény matematické
pojmy. A proto piiklady nelze pii studiu preskakovat - respektive kdo bude preskakovat
priklady, tomu toho ke studiu moc nezbyde.

Bretislav Fajmon, Brno 2002
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Cast I
NUMERICKE METODY

1 Chyby pri numerickych vypoctech

Protoze zakladem numerickych metod je ziskavani pribliznych vysledku, je nutné mit vzdy
predstavu, jaky rozdil muze byt mezi presnym fesenim dané ulohy a feSenim ziskanym
pouzitou numerickou metodou.

1.1 Zdroje a typy chyb

Pomineme-li jako zdroj chyb ¢lovéka dopoustéjiciho se omylu, muzeme chyby rozdélit na
nékolik zakladnich druhu:

- chyby matematického modelu — vznikaji nahrazenim redlné fyzikalni situace
matematickym modelem. Muze se jednat napiiklad o popis néjakého fyzikalniho
déje pomoci diferencialni rovnice.

- chyby vstupnich dat — jsou zpusobeny nepresnostmi pti méreni fyzikalnich velicin.

- chyby numerické metody — vznikaji pfi nahradé puvodni matematické tlohy
jednodussi tlohou numerickou. Casto se jedna o ndhradu nekoneéného procesu pro-
cesem koneénym, napf. pii vypoctu hodnoty nékteré elementarni funkce pomoci
souctu nékolika prvnich ¢lent jeji nekoneéné Taylorovy fady nebo pii aproximaci
urcitého integralu souctem konecného poctu funkénich hodnot. Odhad této chyby
je dulezitou soucasti reseni kazdé numerické tlohy.

- chyby zaokrouhlovaci — vznikaji tim, ze pii vypoctech pracujeme s ¢isly zaokrouh-
lenymi na urcity, relativné nevelky pocet mist. Tyto chyby se pii vypoctu mohou
kumulovat, nebo naopak navzijem rusit. Pii velkém poctu operaci je posouzeni
jejich vlivu velmi narocné.

1.2 Definice chyb
Je-li & presnd hodnota néjakého cisla a x jeji aproximace, jejich rozdil
Ez)=t—x

nazyvame absolutni chyba aproximace. Obvykle se budeme zabyvat odhadem této
chyby, ale je-li presna hodnota veli¢ciny velmi mala nebo velmi velkd, méa vétsi vyznam
uzivat relativni chybu

-

RE(z) = ——,

kterd se téz casto vyjadiuje v procentech.
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Napiiklad absolutni chyba 10° se miZe na prvni pohled zdit velmi velkd. Je-li oviem
presnd hodnota veli¢iny 10, uz se chyba tak zdvaznd nejevi. Tento fakt lze nejlépe
vyjadiit pomoci relativni chyby, v tomto pifpadé je RE = 1072 = 1077 %.

Presnou hodnotu chyb zpravidla nezname. Proto jsou dulezité odhady chyb.
Kazdé nezéporné ¢islo M E(x), pro které plati
|2 —z| < ME(z) ,tj. 2 € [t — ME(x),x + M E(z)]

nazyvame odhad absolutni chyby aproximace x nebo mezni absolutni chyba.
Kazdé nezéporné ¢islo M R(x), pro které plati

i

< MR(z), x #0

||
nazyvame odhad relativni chyby nebo mezni relativni chyba.
Casto uzivdme symbolickych zdpist

Tt =x+ ME(x), resp. = =x(1l+ MR(z)).

1.3 Zaokrouhlovani. Sifeni chyb pfi vypoctu

Je-li & redlné éislo, které méa obecné nekoneéné dekadické vyjadieni, pak éislo 29, které
ma d desetinnych mist, je spravné zaokrouhlenou hodnotou ¢isla x, plati-li

1
|z — 2] < 510—‘1 (1.1)

(Tedy napi. mé-li byt #(!) spravné zaokrouhlena hodnota éisla # na jedno desetinné misto,
nesmi se od x lisit o vice nez o £ 107! = 0,05.)

Jestlize ¢islo x, které chceme zaokrouhlit na d desetinnych mist, mé praveé d+1 desetinnych
mist, z nichz posledni je pétka, ¢asto se pouziva pravidlo (¢tenafi snad zndmé ze zakladni
skoly), ze pétka po liché ¢islici se zaokrouhluje nahoru, po sudé dolu. Lze ale také (a nékteré
pocitacové programy tak ¢ini) volit vzdy zaokrouhleni nahoru nebo vzdy zaokrouhlent

dolu.

Pti numerickych vypoctech pracujeme se zaokrouhlenymi ¢isly. Vysledky pocetnich ope-
raci s témito Cisly jsou opét zaokrouhlovany a déle se s nimi pracuje. Tim se zaokrouhlovaci
chyby siti. Budeme se nyni zabyvat tim, co se déje pii zakladnich aritmetickych operacich.
Necht z a y jsou aproximace ¢isel & a .

Pro chybu souc¢tu a rozdilu plati

[ E(zty)] = [(@£9) —@xy)=[@-2)=@-y)|= (1.2)
= |E(r) £ E(y)| < |E(z)| +|E(y)| < ME(z) + ME(y)
Odhad chyby soucinu a rozdilu je o néco pracnéjsi. Pro chybu soucinu plati

|E(z-y)| = |29 —zy|=[E(x) y+ E(y) >+ E(x) Ey)| < (1.3)
< |yl- ME(z)+ || - ME(y) + ME(x) - ME(y)
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Protoze sou¢in ME(z) - ME(y) byva vzhledem k ostatnim séitancim zanedbatelny,
dostavame pro relativni chybu soucinu

E(x)-y+E(y)-x
Yy

| RE(zy)| ~ ' < MR(z) + MR(y) (1.4)

Podobné pro chybu podilu plati

‘E(z) |z +EB(@) x| _ ‘E(x) ~y—x~E(y)‘ < WIME() +|2|ME() | o
v y+EQWY) oy y(y + E(y)) lyl(lyl = ME(y))
a je-li M E(y) zanedbatelné vzhledem k y, pak pro relativni chybu podilu dostaneme
| R(2)| < MR(x) + MER(y)

Nyni se jesté zminime obecné o chybé pfri vypoctu funkéni hodnoty. Mame sta-
novit, jaké chyby se dopustime pii vypoctu hodnoty funkce f(zy,zs,...,2,) v bodé
(1, X2, ..., T,], jestlize presné hodnoty #; nahradime pfibliznymi hodnotami z;. Chybu
i-té proménné oznacime F;. Plati

Flar, &, dn) = (21,22, .., 2 +ZEaf <ZE )

kde parcidlni derivace se berou v bodé [zy,xs,...,z,]|. Protoze obvykle budeme moci
predpokladat, ze cleny obsahujici souc¢iny chyb jsou malé ve srovnani s ostatnimi ¢leny na
pravé strané, muzeme psat

FE1, 2oy i) — flay, g, ..., x) zZEﬁ (1.6)

Vsimnéme si, ze 1.2, 1.3 a 1.5 jsou specidlnimi piipady tohoto vzorce.

Zde je na misté zminit se o tom, ze pri ode¢itani dvou sobé blizkych ¢isel se muze velmi
zvétsit relativni chyba. Pokud pak takto ziskany vysledek pouzijeme dale jako délitele,
muze dojit i k podstatnému zvétseni absolutni chyby. Tento jev ukdzeme na prikladech.

Piiklad 1.1 Necht © = 2,78493 a y = 2,78469 jsou aproximace Cisel & a § ziskané
zaokrouhlenim téchto cisel na pét desetinnych mist. Urcete odhady absolutni a relativni
chyby rozdilu x — y

Reseni: Mezn{ absolutni chyby « a y jsou podle 1.1 ME(z) = ME(y) = £107°. Tedy
podle 1.2 | E(x — y)| < 107° = ME(x — y).

1105
Mezni relativni chyba = je M R(x) = 227718%93 = 1,8 -107% (MR(y) vyjde skoro s(tejr)lé),
E(z—y

zatimco pro rozdil muze byt relativni chyba fddové vyssi, jeji odhad je roven MT =

Y
107% 102
0,00024 ~— 4,2-107%
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Piiklad 1.2 Necht z = 1,23456 je aproxzimace ¢isla 2 ziskand zaokrouhlenim tohoto éisla
na pet desetinnych mist. Urcete odhad chyby podilu ﬁ, kde x a y jsou cisla z prikladu
1.1

Reseni: Z piikladu 1.1 zndme odhad chyby jmenovatele. Déle vime, ze M E (2) = % 107°.
Pro odhad chyby podilu staé¢i dosadit do 1.5:

‘E< z )‘ < lz—yl-MEQ) +|2- ME( —y) _
r—y |z —y|(|lz —y| - ME(z —y))
0,00024 - L - 1075 + 1,23456 - 10~°

= =2.2-10°
0,00024 - (0,00024 — 10-5) ’

Tedy zatimco vstupni hodnoty x,y a z mély chybu rfadové v stotisicinach, vysledek muze
mit chybu radové ve stovkéch!
Proto, je-li to mozné, je zadouci se odecitani blizkych cisel vyvarovat.

1.4 Podminénost numerickych tloh a numericka stabilita algo-
ritmua

Pri numerickém feSeni ruznych tloh musime zkoumat, jaky vliv na vysledek maji malé
zmény ve vstupnich hodnotach a zaokrouhlovani béhem vypoctu.

Reseni numerickych tloh muzeme povazovat za postup, kterym piifazujeme vstupnim
udajum vystupni data. Je-li toto pritazeni spojité zobrazeni, pak fikame, ze numericka
uloha je korektni tiloha, v opa¢ném piipadé se jedna o ilohu nekorektni.

Pro tyto ilohy ma zasadni vyznam relativni citlivost vysledku na malé zmény ve vstupnich
parametrech tlohy. Korektni tilloha je dobfe podminénad, jestlize malym relativnim
zménam vstupnich tdaji odpovidaji malé relativni zmény vystupnich ddaji. Cislo

relativni chyba vystupnich udaju

p =

relativni chyba vstupnich udaju

nazyvame €islo podminénosti tlohy. Pro dobie podminéné tlohy je ¢islo C), blizké
¢islu 1.

Pokud malé relativni zmény na vstupu zpusobi velké relativni zmény na vystupu, pak
mluvime o §patné podminéné tloze. Reseni $patné podmiénych tdloh je nejlépe se
vyhnout, protoze vysledky jakéhokoli algoritmu jsou velmi nespolehlivé.

Podobné tekneme, ze je algoritmus dobie podminény, je-li malo citlivy na poru-
chy ve vstupnich datech. Kromé neptesnosti ve vstupnich udajich ovliviuje vysledek
pouzitého algoritmu i zaokrouhlovani cisel béhem vypoctu. Je-li vliv zaokrouhlovacich
chyb na vysledek maly, mluvime o numericky stabilnim algoritmu. Algoritmus dobte
podminény a numericky stabilni se nazyva stabilni.
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2 Exkurze do funkcionalni analyzy

Tato kapitola tvori teoreticky zaklad pro metody probirané v dalSich dvou kapitolach.
Protoze prostor, ktery lze této problematice vénovat, je velmi omezeny, pokusime se
zde vysvétlit jen nejnutnéjsi pojmy. Pokud by nékoho odrazovala piilisna teoreticnost
a ,,védeckost” této kapitoly a spokojil by se s tim, ze metody popsané v kapitolach 3 a 4
funguji, aniz by se zajimal o to, proc¢ funguji, mohl by snad nésledujici text ptreskocit.

2.1 Metricky prostor

Studenti urc¢ité umi vypocitat vzdalenost dvou redlnych ¢isel na ¢iselné ose nebo vzdalenost
dvou bodu v roviné ¢i v prostoru. Podobné se da urcovat ,, vzdalenost” ruznych jinych ob-
jektu. Této zobecnéné vzdélenosti se fika metrika.

Definice. Bud X mnozina (prvku jakéhokoli typu). Rekneme, Ze na této mnoziné je
definovana metrika d, jestlize kazdym dvéma prvkum z,y € X je pfifazeno redlné cislo
d(x,y) tak, ze

1) d(z,y) >0 Ve,ye X , dz,y)=0&z=y

2) d(z,y) =d(y,x) Vz,yeX

3) d(x,z) <d(x,y) +d(y,z) Vx,y,z€ X (trojihelnikova nerovnost)
Mnozinu X s metrikou d pak nazyvame metricky prostor.

Piiklady metrickych prostoru

Asi nejjednodussim prikladem metrického prostoru je mnozina vsech realnych cisel R s
metrikou d definovanou jako d(z,y) = |z — y.

Jako mnozinu X vSak nemusime brat celé R, muze to byt i jakdkoli jeho podmnozina,
napft. interval nebo mnozina vSech racionalnich ¢isel Q.

Jinym prikladem je mnozina vsech usporadanych n-tic redlnych ¢isel. Je-li x = (1, 29, ..., x,)
ay = (y1,Y2---,Yn), metriku d muzeme definovat ruzné. Jako nejpfrirozenéjsi se jevi ob-
vykla vzdalenost dvou bodu:

d(X> Y) = \/($1 - y1)2 + (:UZ - y2)2 T+t (-Tn - yn)2> (21)
existuji vSak i jiné moznosti, naprt.

dx,y) = |z1 — |+ |22 =y + -+ |20 — Yl (2.2)
nebo

d(x,y) = max (|21 = wil, |22 = ol [ 20 =yl ). (2.3)

Jako posledni priklad uvedeme mnozinu vsech funkei definovanych a spojitych na intervalu
< a,b >, kterd se oznacuje jako C'(< a,b >). Jsou-li f,g € C(< a,b >), definujeme

d(f,g) = max | f(x)—g(z)| (2.4)

re<a,b>

Obrazky 2.1 a 2.2 poslouzi k objasnéni nékterych uvedenych metrik.
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Yat

Obrazek 2.1: [ Vzdalenost” bodu A, B podle metriky 2.2 je délka silné cerné cary.

T

d(f.g)

"

Obrazek 2.2: | Vzdalenost” dvou spojitych funkei v metrice 2.4

2.2 ijlny metricky prostor

Jiz na sttedni skole se studenti sezndmili s posloupnostmi redlnych ¢isel a (snad) i s jejich
limitami.

Piipomenme, ze limita posloupnosti redlnych ¢isel (a,,)2; je, populdrné feceno, takové
¢islo a, ke kterému se cleny posloupnosti pro n jdouci do nekonec¢na priblizuji. Presnéji:
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Redlné ¢islo a se nazyva limitou posloupnosti (a,)52,, jestlize ke kazdému € > 0 existuje

ptirozené ¢islo N tak, ze pro vSechna n > N plati |a, — a| < e.

Neboli: at zvolime ¢ libovolné malé, od jistého indexu N se ¢leny posloupnosti budou od
a lisit méné nez o €.

Posloupnosti vsak muzeme sestavovat i z jinych objektt nez z realnych ¢isel. Stejné tak
muzeme u takovych posloupnosti fici, zda maji, nebo nemaji limitu. Pro posloupnosti
sestavené z prvku obecného metrického prostoru se limita definuje velmi podobné, jen je
tfeba zobecnit ono ,liSeni se 0 méné nez €”. To se provede pomoci metriky.

Definice. Bud X metricky prostor s metrikou d a (z,)%°, posloupnost prvku z X.
Rekneme, ze x € X je limitou této posloupnosti, piSeme lim z,, = x , jestlize ke kazdému

n—oo

e > 0 existuje prirozené ¢islo N tak, ze pro vsechna n > N plati d(z,,x) < €.
Posloupnost, kterda ma limitu, se nazyva konvergentni.
Nyni definujeme dalsi vlastnost posloupnosti.

Definice. Bud X metricky prostor s metrikou d a (z,,)%°, posloupnost prvku z X.
Rekneme, ze tato posloupnost je cauchyovska, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje
prirozené ¢islo N tak, ze pro vSechnan > N a kazdé prirozené ¢islo k plati d(x,,, k) < €.

D4 se tici, ze cauchyovska posloupnost je takova, jejiz ¢leny se vyse popsanym zpusobem
zahustuji.

D4 se dokézat, ze kazda konvergentni posloupnost je cauchyovska. Intuitivné by se mohlo
zdat, ze to musi byt i naopak. Existuji ale prostory, v nichz najdeme cauchyovské po-
sloupnosti, které v daném prostoru limitu nemaji. Ukazeme to na nasledujicim prikladu:
Me¢jme napiiklad mnozinu vSech realnych ¢isel a v ném posloupnost a; = 3.1,a =
3.14,a3 = 3.141, a4 = 3.1415, . . .. Tato posloupnost ma limitu 7 a tedy je cauchyovska.
Nyni vezméme tutéz posloupnost, ale v mnoziné vsech racionélnich ¢isel Q. Je to posloup-
nost cauchyovskd, ale limitu v Q nema (protoze m ¢ Q).

Existuji tedy prostory, v nichz ,néco schazi”, neobsahuji limity nékterych posloupnosti,
které se jinak chovaji tak, jako by limitu mit mély. Tim se dostavame k definici iplného
prostoru.

Definice. Metricky prostor se nazyva uplny, jestlize kazda cauchyovska posloupnost v
ném ma limitu.

Piiklady uplnych a netplnych prostort

Mnozina R s metrikou d(x,y) = |z — y| je Gplny metricky prostor.

Jakykoli uzavieny interval < a,b > s toutéz metrikou je také tuplny prostor.

Otevieny interval s toutéz metrikou nenf tplny. To muzeme ukazat na piikladu intervalu
(0,1) a posloupnosti z,, = % Tato posloupnost je cauchyovska a pritom v intervalu (0, 1)
nemd limitu (0 ¢ (0,1)).

D4 se dokazat, ze prostor vsech usporadanych n-tic s kteroukoli z metrik 2.1, 2.2, 2.3 je
uplny.



Matematika 3 16

2.3 Pevny bod zobrazeni, iteracni proces

Definice. Rekneme, ze F je zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y, piseme F : X — Y,
jestlize kazdému prvku = € X je pomoci F' pfifazen praveé jeden prvek y € Y, y = F(x).

Budeme se zabyvat hlavné zobrazenimi mnoziny do sebe sama, tj. zobrazeni F': X — X.
Takové zobrazeni ptirazuje kazdému prvku x € X opét (obecné jiny) prvek z X. Nas bude
zajimat, jestli existuje takovy prvek z, ktery se zobrazi sam na sebe, pripadné jak takovy
prvek najit.

Definice. Prvek x € X se nazyva pevny bod zobrazeni F': X — X, jestlize plati

F(z) = x.

Jestlize za mnozinu X vezmeme R, pak zobrazeni F' : R — R je obyc¢ejna funkce jedné
proménné. Na obrazku 2.3 jsou vyznaceny pevné body jisté funkce f. Jsou to body, v
nichz se protne graf funkce f s piimkou y = x.

Priklad. Funkce f(x) = x? mé pravé dva pevné body, a to x = 0 a z = 1, protoze 0> = 0
al?=1.

y=X

y=F(x)

Obrazek 2.3: Pevné body realné funkce

Hledani pevného bodu zobrazeni mé& v numerické matematice velky vyznam. Nékteré
ulohy, jejichz zadani zpocatku vypada tplné jinak, 1ze prevést pravé na problém nalezeni
pevného bodu. Proto se nyni budeme zabyvat otazkou, jak ovérit, ze néjaké zobrazeni
pevny bod ma a jak jej najit. D4 se dokazat, ze jisty druh zobrazeni ma pevny bod vzdy
a existuje postup, ktery nas k nému dovede.
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Definice. Bud X metricky prostor. Rekneme, 7e zobrazeni F': X — X je kontraktivni
(kontrakce), jestlize existuje o €< 0,1) tak, ze pro kazdé dva prvky z,y € X plati

d(F(z), F(y)) < ad(zr,y) (2.5)
Cislo a nazyvéme koeficient kontrakee.

,Kontrakce” ¢esky znamenad ,,stazeni”. D4 se tedy, byt ponékud nepiesné Fict, Ze kontrak-
tivni zobrazeni je takové, u néjz jsou si obrazy (funkéni hodnoty) blizsi nez byly vzory.
Na obrazcich 2.4 a 2.5 jsou piiklady kontraktivni a nekontraktivni funkce.

Obrazek 2.4: Funkce, ktera je kontraktivni

Véta 2.1 Bud X dplny metricky prostor a F : X — X kontraktivni zobrazeni. Pak
eristuje pravé jeden pevny bod tohoto zobrazeni &, pro néjz plati

T = lim wx,, (2.6)

kde (x,)22, je tzv. posloupnost postupnych aprozimact, kterd je definovdna takto:
xo je libovolny prvek z X a dalsi ¢leny posloupnosti jsou definovany predpisem

Thy1 = F(l’k), k= O, 1, ce (27)

Dale pro vsechna prirozend c¢isla n plati:
Q
11—«
an

d(z,z,) <

d(xp, Tp_1) (2.8)

d(z,z,) <

d(xg, 1), (2.9)

l—«o

kde a je koeficient kontrakce.
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Obrazek 2.5: Funkce, ktera neni kontraktivni

Tato véta nam dava navod, jak pevny bod zadaného zobrazeni alespon priblizné najit.
Zvolime x5 € X. Tomuto bodu se iika poc¢atecni aproximace.

Pak pocitame dalsi cleny posloupnosti podle predpisu 2.7. Tomuto vypoctu se iikd iteracni
proces, k-ty ¢len posloupnosti, zj, se nazyva k-ta aproximace.

Protoze podle 2.6 je pevny bod limitou posloupnosti (x,,)22 ;, postupné aproximace se k
nému budou pfiblizovat. Kdybychom v iteracnim procesu mohli pokracovat donekonecna,
dostali bychom se nakonec k pevnému bodu. To ale neni mozné, a proto se v urcity moment
zastavime a fekneme, ze pevny bod z je ptiblizné roven poslednimu vypocétenému clenu
posloupnosti.

Kdy itera¢ni proces zastavit, rozhodneme podle toho, s jakou presnosti chceme mit pevny
bod vypocteny. Muzeme k tomu pouzit napi. odhad 2.8, ktery 1ika, jak je n-ta aproximace
nanejvys vzdalena od pevného bodu. K tomu ovSsem musime znat hodnotu koeficientu
kontrakce «, kterda muze byt u nékterych tloh velmi obtizné zjistitelna. Proto se ¢astéji
pouzivaji empiricka kritéria, jez pro konkrétni tlohy pozdéji popiseme.

2.4 Normovany vektorovy prostor

V prvnim semestru se studenti sezndmili s vektorovymi prostory.

Prvky vektorovych prostoru mohou byt objekty nejruznéjsiho typu. Nemusi to byt pouze

,vektory” v tom smyslu, jaky si clovék obvykle pod timto pojmem piedstavi (tj. usporadané
n-tice redlnych ¢isel).

Nejjednodussim piikladem vektorového prostoru je mnozina vSech redlnych c¢isel R s ob-

vyklymi operacemi + a - .

Vektorovym prostorem je i mnozina vsech matic typu (m, n) s operacemi + (s¢itani matic)
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a - (ndsobeni matice konstantou).

Vektorovy prostor muze byt tvoren téz funkcemi jedné nebo vice proménnych s urcitou
vlastnosti. V nékterych oblastech matematiky se casto setkdvame napt. s prostorem vsech
funkci spojitych na daném intervalu < a,b >, ¢i s prostorem vSech funkci na intervalu
< a,b > integrovatelnych.

Studenti jisté védi, co je absolutni hodnota ¢isla nebo délka vektoru. Tyto veli¢iny udavaji
velikost daného ¢isla, resp. vektoru bez ohledu na jeho znaménko, resp. smér. ,, Velikost” lze
ruznym zpusobem urcovat i u jinych objektu. Jakési zobecnéni velikosti, které zachovava
jeji prirozené vlastnosti, se nazyva norma.

Definice. Bud' V vektorovy prostor. Rekneme, ze na tomto prostoru je definovdna norma,
jestlize kazdému prvku v € V' je piifazeno redlné ¢islo ||v]| (norma v) tak, ze

1) o] >0 YoeV | |v|=0c0v=0

2) ||k-v||=|k|-|v]| VveV,VkeR

3) |1 + vaf| < Joi|| + |Ju2|| Voi,v2 € V' (trojihelnikova nerovnost)
Prostor V' pak nazyvame normovany vektorovy prostor.

Je znamo, ze absolutni hodnota rozdilu dvou realnych ¢isel udéava vzdalenost téchto ¢isel
na Ciselné ose. Podobné si lze normu rozdilu dvou prvkua vektorového prostoru ||u — vl|
predstavit jako vzdalenost téchto dvou prvku. To znamend, ze na vektorovém prostoru
muzeme definovat metriku predpisem

d(Ul, Ug) = H v — ’UQH. (210)
Priklady normovanych vektorovych prostorii:
Na mnoziné vSech redlnych ¢isel R lze zavést normu jako ||z|| = |z| , Vo € R.
Na vektorovém prostoru V,, muzeme zavést normu ruznym zpusobem.
Je-li v = (v1,v9,...,v,) € V,, pak jeho norma muze byt napt. definovana jako délka
tohoto vektoru

Il = \fo2 +ud 442 (2.11)

Tato norma se ¢asto znaci jako || v||2 a nazyva se eukleidovska norma. Existuji vsak i jiné
moznosti. V dalsim textu se setkdme s normami

(vl = [vil+]va| + -+ [vn] (2.12)
[Vl = max(|vl,[va], ..., vn]) (2.13)
U matic lze normu pocitat podobné jako u vektoru. V kapitole 3 budeme pracovat s
nasledujicimi normami (A je matice typu (m,n) s prvky a;;,i=1,...,m, j=1,...,n):
|Alle = Z:nllaxmzl|aw| radkova norma (2.14)

J:

m
|A|l, = jmax Z | aij sloupcova norma (2.15)
=1
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Priklad 2.1 Vypoctéte radkovou a sloupcovou normu matice

-3 2 5
A= 1 -4 =2
3 -1 4

Reseni: Rédkov4 norma matice je maximum ze souétii absolutnich hodnot prvka v jed-
notlivych radcich.

Soucet absolutnich hodnot prvku v prvnim rddku matice je |—3|+|2|+|5| = 10, ve druhém
radku je soucet roven 7 a ve tietim 8. Nejvétsi z téchto cisel je 10 a proto || Al = 10.
Sloupcovéa norma je maximum ze souc¢tu absolutnich hodnot prvku v jednotlivych sloupcich.
Tedy || All; = max(7,7,11) = 11.

Ctensf si moznéd povéiml znaéné podobnosti norem 2.11, 2.12 a 2.13 s metrikami uve-
denymi v kapitole 2.1. Skute¢né, vSechny tyto metriky muzeme dostat z vyse uvedenych
norem pomoci 2.10.

Nabizi se otazka, pro¢ jsme oznacili radkovou normu matice 2.14 stejné jako normu vektoru
2.13 a sloupcovou normu matice 2.15 stejné jako normu vektoru 2.12.

Tyto normy skutec¢né maji mnoho spoleéného. Predstavime-li si vektor v dimenze n jako
sloupec, muzeme jej povazovat za matici o n fadcich a jediném sloupci. Vypocteme-li
nyni fadkovou normu této matice, dostaneme pravé normu vektoru 2.13, vypocteme-li
sloupcovou normu matice, dostaneme normu vektoru 2.12.

v/

[AV]ee < [[Allse - [Vl

AV < [TAfL- vl
Muzeme tict, ze tadkova norma matice je pridruzena vektorové normeé 2.13 a sloupcova
norma matice je pridruzena vektorové normé 2.12.
(Obecné se maticovd norma pridruzend vektorové normé definuje docela slozité, o tom
zde mluvit nebudeme. Napf. maticovd norma pridruzend eukleidovské normé vektoru se
pocita zcela odlisné.)
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3 Numerické feSeni soustavy linearnich rovnic

Resen{ soustav linedrnich rovnic patif mezi nejdulezitéjsi ¢dsti numerické matematiky.
Mnoho praktickych 1iloh nakonec vede k feseni takovychto soustav, ¢asto velmi rozsahlych.
K obrovskym soustavdm rovnic dospéjeme napt. pii hledani rozlozeni néjaké fyzikalni
veliciny v ur¢itém télese. Problém se, velmi zhruba feceno, muze tesit tak, ze hledame
hodnoty této veli¢iny pouze v konetném poctu bodu (a éim vice téchto bodu bude, tim
lépe), a to praveé jako reseni soustavy linearnich rovnic.

Budeme se zabyvat feSenim soustavy n linedrnich rovnic

a1 ry + aipxy + -+ apT, = b
Q11 + ATy + -+ + ATy = bg
. (3.1)
1Ty + ApaX2 + -+ + App Ty = bn
S neznamymi xi, To, ..., Ty.
Pfipomenme, ze matice A = (a;;),4,7 = 1,...,n, se nazyvd matice soustavy a sloup-
covy vektor b = (by,...,b,)T vektor pravych stran.
Soustavu muzeme zapsat maticové ve tvaru
Ax=Db (3.2)

Vsude v dalsim textu budeme predpokladat, ze matice soustavy je regularni, tj. ze feSend
soustava m4 pravé jedno teseni. (V technickych tlohach, kde se problém feseni soustavy
linedrnich rovnic muze vyskytnout, to tak zpravidla byva.)

V prvnim semestru se studenti seznamili s Gaussovou elimina¢ni metodou a s Cramerovym
pravidlem. Obé tyto metody patii mezi tzv. metody piimé. Druhou skupinou metod
feSeni soustav linedrnich rovnic jsou metody iteracni.

3.1 Primé metody

Piimé metody vedou k feseni soustavy po koneéném poctu kroku. Takto nalezené feseni
by bylo presné, kdybychom se v priubéhu vypoctu nedopoustéli zaokrouhlovacich chyb.
Pripomeneme metody, které by studenti méli znat z prvniho semestru a uvedeme nékteré
dalsi.

3.1.1 Cramerovo pravidlo

Je-1i matice soustavy 3.2 regulérni, tj. jeji determinant je nenulovy, pak feSeni soustavy
lze vypocitat jako

D; D, D,
N= o R s =y
kde D je determinant matice soustavy A a Dy, k = 1,...,n jsou determinanty matic, které

vzniknou z matice A nahrazenim k-tého sloupce této matice vektorem pravych stran b.



Matematika 3 22

Cramerovo pravidlo je vhodné pouze pro velmi malé soustavy rovnic, napt. pro
soustavu dvou rovnic s ,,08klivymi” koeficienty. Pro vétsi soustavy by bylo nutné pocitat
mnoho determinantu vysokého tadu, coz je velmi pracné. Proto se pro tfeseni velkych
soustav rovnic tato metoda nepouziva.

3.1.2 Gaussova eliminaéni metoda

Zékladem této metody je uprava soustavy na trojihelnikovy tvar pomoci elementarnich
uprav.

Priddme-li v soustavé 3.2 vektor pravych stran b jako (n+1)-ni sloupec k matici A,
muzeme soustavu prepsat ve tvaru

a1 1 + ai2x2 + -0 A+ A Tn = Q1p41
Qo1 T1 + ATy + - + ATy = A2p41
Ap1T1 + GpaT2 + -+ + ATy, = Gn n+1

Nyni se pomoci pric¢itani vhodnych nasobki prvni rovnice budeme snazit z ostatnich
rovnic eliminovat x;. (Je-li a;; = 0, vyménime prvni rovnici s prvni takovou rovnici, kterd
na prvnim misté nulu nem4.)

Odecteme-li postupné prvni rovnici, vynasobenou c¢islem ;%, od i-té rovnice, pro i =
2,3,...,n, dostaneme

a11r1 + a2z + -+ ATy = Gip41
a§12) xTo + - + agl) T, = aélrz 11
a7(112) Tz + 0+ ag?% Tn = a7(117)1+1

Nové koeficienty jsou vypocteny jako agjl») = Qjj — 2111 ayj, t=2,3,...,n,7=2,3,...,n+1.
Nyni budeme pomoci vhodnych nasobku druhé rovnice eliminovat o v treti, ¢tvrté, ...
n-té rovnici. (Opét, je-li a%) = 0, vyménime druhou rovnici s prvni z dalsich rovnic, ve
které u x5 nula neni.)

Tim dostaneme

ainr1 + ajpx2 + aizx3 + -+ ATy = Aip4l
as)wy + oayws + o+ b w, = al)
2 2 2
ai(’>3) T3 + -0+ aén) Tn = a§»71+1
an Ty + o+ amz, = a7(127)z+1

(1)
kde ag) :al(-;)—af—?)a%), 1=3,4,...,n,7=3,4,...,n+ 1.
5P
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Pokracujeme-li dale stejnym zpusobem, dostaneme po n-1 krocich soustavu v trojihelnikovém
tvaru

a1 r1 + ajpx2 + aiz3xr3 + -+ Q1 Ty = G1p4
a1y + alws + o+ abw, = al),
2 2 2
a:(a:s) T3 + o0+ a:(sn) Tn = aé 72+1 (3.3)
atm Vw, = al

7 této soustavy snadno ur¢ime hledané reseni:

(n—1)

a
_ nn+1
Tn = oD (3.4)
a/nn
_ 1 (n—2) (n—2)
Tn-1 = 5 \n-1n+1 — Gn-1nTn
an—ln—l
1
Ty = _a (a1n+1 — Q12T — Q133 — - — A1p xn)
11

Postup vedouci k soustaveé 3.3 se nazyva Gaussova eliminace, vypocet neznamych dle
3.4 zpétna substituce nebo téz zpétny chod. Cislo a,(fkk_l) nazyvame hlavni prvek.

Priklad 3.1 Pomoci Gaussovy eliminace vyreste soustavu rovnic

1,67z — 0,152, + 2,5lzy = —0,84
2,157, + 3,021 — 0,17z3 = 2,32
1,712z, — 2,8320 + 11,4523 = 1,26

Reseni: Koeficienty soustavy opiseme do matice:

1,67 —0,15 2,51 —0,84
2,15 3,02 —0,17 2,32
1,71 —2,83 1,45 1,26

2,15 " . ,
To7 @ od tretiho vynasobeny

(vsechny mezivysledky jsou zaokrouhlovény na pét desetinnych mist):

1,71

Od druhého fadku odec¢teme prvni radek, vynasobeny o7

1,67 —0,15 2,51 —0,84
0 3,21311  —3,40144 3,40144
0 —2,67641 —1,12012 2,12012

. Tim dostaneme

Nyni od tietiho fadku odecteme druhy, vynasobeny _:,)25%61%1

1,67 —0,15 2,51  —0,84
0 3,21311 —3,40144 3,40144 |,
0 0  —3,95339 4,95339
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coz uz odpovida soustavé v trojuhelnikovém tvaru

1,672y — 0,15z, + 25lzy = —0,84
32131129 — 3,40144z5 = 3,40144
— 3,9533925 = 4,95339

Resen{ této soustavy je

4,95339
_ 59999 L 959
s —3,95339 , 25205
1
_ 40144 + 3,40144 - (—1, 252 )i—z
2 3’21311<3, 0144 + 3,40144 - (—1, 25295) 0,26777
1
v = 1—67<—0,84+0,15.(—0,26777)—2,51.(—1,25295)>i1,35613

3.1.3 Eliminace s vybérem hlavniho prvku

Eliminace s vybérem hlavniho prvku je modifikace Gaussovy elimina¢ni metody, ktera
slouzi ke zmenseni zaokrouhlovacich chyb. '

Je-li absolutni hodnota nékterého z délitelu a§§*1>
prvku a,Ei._l), k > i, muze hrozit nebezpedci velkych zaokrouhlovacich chyb. Zaokrouhlovaci
chyba v absolutni hodnoté malého cisla zpusobi totiz velkou chybu v jeho prevracené
hodnoté a tedy i v ¢islech, jimiz ndsobime tadky pii eliminaci.

Abychom se vyhnuli déleni ¢isly, kterd jsou mald vzhledem k ostatnim veli¢inam, pouzijeme
postup zvany vybér hlavniho prvku:

V prvnim kroku eliminace najdeme rovnici, kterda mé u x; v absolutni hodnoté nejvétsi
koeficient. Vymeénime ji s prvni rovnici a pak pomoci jejich nasobku eliminujeme z; z
ostatnich rovnic. Ve druhém kroku najdeme mezi vSemi rovnicemi kromeé prvni tu rovnici,
kterda ma v absolutni hodnoté nejvétsi koeficient u x5. Vyménime ji s druhou rovnici a
pomoci jejich nasobku eliminujeme x5 z dalsich rovnic. Obecné v k-tém kroku eliminace
najdeme mezi poslednimi n — k + 1 rovnicemi tu, kterd m& nejvétsi koeficient u xg,
vymeénime ji s k-tou rovnici a pak pomoci ni eliminujeme.

mala ve srovnani s absolutni hodnotou

Piiklad 3.2 Soustavu z prikladu 3.1 teste eliminaci s vybérem hlavniho prvku.

Reseni: Postupujeme podobné jako v pFedchozim pifkladu. Vybrany hlavni prvek je vady
v ramecku.

1,67 —0,15 2,51 —0,84 2,15 3,02 —0,17 2,32

3,02 —0,17 2,32 | ~ 0 —2,49577 2,64205 —2.64205

1,71 —2,83 1,45 1,26 0 [-5,23195] 1.58521 —0,58521

2,15 3,02 —0,17 2,32
0 —5,23195 1.58521 —0,58521
0 0 1,88586 —2,36289

Nésledovala by zpétna substituce.

~Y
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vybérem hlavniho prvku.

U’plny vybér hlavniho prvku spoc¢iva v tom, ze v k-tém kroku volime za hlavni prvek
ten, ktery je nejvetsi v absolutni hodnoté v submatici vytvorené vynechanim prvnich k£ —1
radku a sloupcu v upravované matici. Nutnost hledat nejvétsi prvek v celé submatici a
vymeénovat fadky i sloupce zpusobuje vétsi ¢asovou (a programatorskou) naro¢nost této
metody. Gaussova elimina¢ni metoda s ¢astecnym vybérem je proto obvykle efektivnéjsi
nez metoda s iplnym vybérem hlavniho prvku.

3.2 Iterac¢ni metody

Iteracni metody, na rozdil od primych metod, nevedou k presnému reseni po konecném,
predem daném poctu kroku. U itera¢nich metod zvolime pocatecni aproximaci feSeni a
urcitym postupem ji v kazdém kroku metody zlepsime. K fesSeni se ptiblizujeme postupné
a obecné ho dosdhneme az v limité. Protoze vypocet nelze provadét do nekonecna, po
jisté dobé jej ukoncime. Vysledkem bude priblizné feseni soustavy.

3.2.1 Jacobiho metoda

Nejprve popiseme, jak se Jacobiho metodou soustavy rovnic fesi a kdy se touto metodou
resit mohou. Na konci kapitoly teoreticky zduvodnime, pro¢ Jacobiho metoda funguje.
(Aby ¢tenar désici se jakékoli teorie mohl konec kapitoly preskoc¢it a nebyl hned zpocatku
zastrasen.)

Budeme opét pracovat se soustavou linearnich rovnic

a1l 1 + a19 T2 + -+ Q1p Ty — b1
axn T1 + axpTy + - + AT, = b
Ap1T1 + Ap2T2 + - + AupTy, = bn

Z prvni rovnice vyjadiime xy, ze druhé rovnice zo atd. Dostaneme

1
T = —(b1 — Q12 T2 — Q133 — *+* — A1p $n> (3-5)
ai
1
Ty = —|by—ag ) —agrs— - —aym,
a22
1
Ty = bn_anl L1 —Ap2T2 — *** — Qpp—1Tp-1
ann

Reseni soustavy budeme hledat nésledujicim zpusobem:
Lib Iné G ST . Cooe e o (0) 0) _(0) O)\T
ibovolné zvolime pocéateéni aproximaci feseni x\°) = (xy ", x5, ..., x5 )" .
Tato ¢isla dosadime do pravé strany 3.5. Tim dostaneme novou aproximaci feseni x(1) =

(xgl), xgl), e ,x%l))T. Tu opét dosadime do pravé strany 3.5 atd.
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Obecné kazdou dalsi aproximaci feSeni ziskame podle predpisu

r 1 r r
:L’g ) _ 2 (bl — Q19 xé ) a13 -1';(; N A1n 375?) (3.6)
11
r 1 r r
:vg ) _(bg—amxg)—G23$g)_"'_a2”x’(j)>
@22
1
I’g{'-ﬁ-l) - <bn — Qp1 IL“Y) — Qp2 $gr) — '~ Apn-1 xirzl)’
ann

Za jistych (déle popsanych podminek) se timto postupem budeme pfiblizovat k presnému
feseni soustavy.

Ve vypoctu pokracujeme, dokud se nedosdhne urcité predem dané presnosti, napt. dokud
se aproximace feSeni neustali na pozadovaném poctu desetinnych mist, nebo dokud neni
prekrocen predem dany maximélni pocet kroku.

Jacobiho metodou nemusime feSeni soustavy najit vzdy. V nékterych piipadech posloup-
nost postupnych aproximaci k feSeni soustavy nekonverguje. Uvedeme nyni podminky,
které zaruci, ze metoda konverguje (tj. najdeme pomoci ni pfiblizné resent).

Definice. Matice A se nazyva Ffadkové ostie diagonalné dominantni pravé tehdy,
kdyz
n
| ai| > Z la;;| proi=1,...,n (3.7)
j=1,ji
(neboli kdyz je v kazdém radku matice absolutni hodnota prvku na diagondle vétsi nez
soucet absolutnich hodnot vsech ostatnich prvku v onom fadku)
a sloupcové ostie diagonalné dominantni pravé tehdy, kdyz
n
| ajs| > Z lag| proj=1,....,n (3.8)
i=1,i#j
(neboli kdyz je v kazdém sloupci matice absolutni hodnota prvku na diagondle vétsi nez
soucet absolutnich hodnot vsech ostatnich prvka v onom sloupci).

Na konci této kapitoly dokazeme, ze:
Je-li matice soustavy 3.2 ostie fadkové nebo sloupcové diagonalné dominantni,
Jacobiho metoda konverguje.

Jestlize matice soustavy 3.2 neni diagonalné dominantni, Jacobiho metoda konvergovat
muze a nemusi.

Existuje podminka pro konvergenci Jacobiho metody nutnéd a dostateéna (tj. pokud je
splnéna, metoda konverguje a pokud neni splnéna, metoda diverguje), jenze je pro velké
matice prakticky neovéritelna.

Proto, nejsme-li si jisti konvergenci metody, je vhodné stanovit maximalni pocet kroku a
je-li prekrocen, vypocet ukoncit s tim, ze metoda diverguje. Pak je potieba zvolit jinou
metodu nebo soustavu néjak upravit.
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Priklad 3.3 Jacobiho metodou Teste soustavu

152y — x9 4+ 223 = 30
2.%1 — 10 Ty + XT3 = 23
1 + 3x2 + 18x3 = 22

Reseni: Matice soustavy je diagondlné dominantni, protoze plati
[15[ > [ =1/ +[2], [ = 10[ > [2[+[1], [18] > [1[ +[3].

Proto je konvergence metody zarucena. VypiSeme itera¢ni vztahy:

r+1 1 r r
x§+) = —15(30+J:g)—2x§))

r+1 1 r r
:Ué+) = ——1O<23—2x§)—x§)>

r+1 1 r T
mg+) = —18<—22—x(1)—3x§)>

Jako pocatecni aproximaci zvolime x = (0,0,0)7. Postupné ziskdvané aproximace fesen{
budeme zapisovat do tabulky:

xgr) xgr) xgr)
0 0 0
2 23 |-1,2222

2,0096 | -2,0222 | -0,9500
1,9918 | -1,9930 | -0,9968
4 | 2,0000 | -2,0013 | -1,0007
Je vidét, ze posloupnost postupnych aproximaci konverguje k feseni soustavy (2,-2,-1).
Kdybychom chtéli ziskat feseni s pfesnosti € = 0,01, mohli bychom nyni vypocet zastavit,
protoze

WIN| O3

9] = 12,0000 - 1,9915] < 0,01
12 — 2P| = | =2,0013 — (=1,9930)| < 0,01
|2 — 2P| = | =1,0007 — (—=0,9968)| < 0,01,

zatimco kdybychom pozadovali presnost € = 0, 001, museli bychom ve vypoctu pokracovat,
protoze napi. | (" — x§3)| > 0,001.

Ukazka divergence Jacobiho metody
Kdybychom rovnice z predchézejiciho ptikladu prepsali v jiném poradi, napf.
Ty + 3x9 + 18x3 = —22

151’1 — ) + 2563 = 30
21‘1 — 101’2 + T3 = 23,
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piislusné iteracni vztahy by vypadaly takto:

2 = 22320 — 182"
wy ) = —30+ 1521 + 22
27 = 23— 240 4 102Y,

Podminka konvergence metody neni splnéna. Podivejme se, jak se budou chovat postupné
aproximace fresenti:

r xgr) :L‘gr) xéﬂ
0 0 0 0

1] -22 -30 23
2| -346 | -314 | -233
3| 5114 | -5686 | -2425
Na prvni pohled je ziejmé, ze k FeSeni soustavy (2,—2,—1) touto cestou nedojdeme,
metoda diverguje.

Jacobiho metoda z teoretického hlediska

Nyni ukédzeme, pro¢ Jacobiho metoda funguje a proc¢ konverguje zrovna za vyse uvedenych
podminek.
Rovnice 3.5 se daji zapsat maticové jako

x=C;x+d,

kde Cj je tzv. iteracni matice Jacobiho metody. Prvky matice C; a vektoru d jsou

Qg5 . .

Gj = —— proi#j, c¢;=0
Qij
b

d = —

Qi

Tim, Ze jsme puvodni soustavu rovnic A x = b upravili na tento tvar, se ukol najit feseni
soustavy rovnic prevedl na hledani pevného bodu zobrazeni

F(x)=Cyx+d, (3.9)

protoze feSenim puvodni soustavy rovnic je pravé takovy vektor x, pro néjz plati F'(x) = x.

V kapitole 2 jsme predvedli obecny postup, ktery vede k nalezeni pevného bodu. Je to
tzv. metoda postupnych aproximaci, itera¢ni proces.

Proto teseni hleddme vyse popsanym zpusobem, tj. zvolime libovolné pocateéni aproxi-
maci x(© a dalsf aproximace pocitame jako

xD = p(x") = ¢, x™ 4 d. (3.10)
Dale jsme v kapitole 2 uvedli, za jakych podminek je jisté, ze pevny bod zobrazeni existuje

a ze metodou postupnych aproximaci k nému dojdeme. Prozkoumame nyni, jak vypadaji
tyto obecné podminky pro nasi konkrétni situaci.
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Mame zobrazeni F' : V,, — V,,, kde V,, je prostor vSech usporadanych n-tic realnych ¢isel.
Na tomto prostoru muzeme zavést metriku predpisem

d(x,y) =[x =yl

kde || - || je nékterda z norem 2.12, 2.13. Prostor V}, s touto metrikou je tplny. Zjistime,
kdy bude zobrazeni F' kontraktivni.
Plati

d(F(x), F(y))

[ Fx) = Fy)l=1Cix+d=(Cry+d)|| =[Cs(x—-y)[ <
ICs- % =yl = 1Call - dlx,y),

kde ||C|| je norma matice pfidruzend pouzité normé vektoru.

IN

Je-li tedy ||C,|| < 1, je zobrazeni F' kontraktivni s koeficientem kontrakce o = ||C|| a je
zaruceno, ze posloupnost postupnych aproximaci ziskana podle predpisu 3.10 konverguje
k pevnému bodu zobrazeni 3.9.

(Je-li ||Cy|| > 1, o konvergenci ¢i divergenci itera¢niho procesu nevime nic.)

Nyni se podivdme na to, jak podminka ||C;|| < 1 souvisi s diagondlni dominantnost{
matice soustavy A.

Predpokladejme, ze matice A je ostie fadkové diagonalné dominantni.

Pocitame-li fadkovou normu matice C;, bereme soucty absolutnich hodnot prvkua v jed-
notlivych fadcich a z nich pak vybirdme maximum. Soucet absolutnich hodnot prvku
prvniho tadku je

A1n
an

_ |CL12’+|CL13’+"'+’CL1”’

a1

Protoze je A tadkové diagonalné dominantni, musi byt
‘CLH‘ > ’a12’+’a13’+"'+’a1n’

a tedy soucet absolutnich hodnot prvku prvniho radku matice C; musi byt mensi nez 1.
Uplné stejné se ukaze, ze i soucty v ostatnich fadcich jsou mensi nez jedna.

R4dkova norma matice C, coby nejvétsi z ¢isel mensich nez jedna, bude uréité také mensi
nez jedna. Proto, je-li A tadkové diagondlné dominantni, je zaruceno, ze Jacobiho metoda
konverguje.

Zcela analogicky se da ukazat, ze je-li A ostte sloupcové diagonalné dominantni, je sloup-
cova norma matice C; mensi nez 1.

V piipadé, ze je ||Cy|| < 1, plati odhady 2.8 a 2.9 z véty 2.1. Zde jsou prepsany specidlné
pro nasi ulohu:

C,|
0l « NGy o 311
10 = x < LG -y .11
0 _xf < MCA" 0 _ 319
1" = x|l < 7= 1 [x™ — x| (3.12)
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Pomoci odhadu 3.11 muzeme rozhodnout, kdy zastavit iteracni proces, chceme-li mit
jistotu, ze se priblizné feseni od presného v pouzité normeé nelisi vic nez o predem dané e.
Odhad 3.12 muze poslouzit k urc¢eni poc¢tu kroku metody, ktery bude stacit pro dosazeni
presnosti €.

Protoze vsak pro velké soustavy rovnic je vypocitat normu matice C; pracné, pro zasta-
veni vypoctu se spise pouziva kriterium

x0 - x V) <

i kdyz jeho splnénfm nenf zaruceno, ze bude i || x" — x|| < e.
(Toto kriterium se objevilo jiz v piikladu 3.3, pouzita byla norma || - ||o -)

Priklad 3.4 Odhadnéte, o kolik se nanejuys lisi priblizné resent ziskané v prikladu 3.3
od presného resent v normeé || - ||oo-

Reseni: K odhadu chyby pouzijeme vzorec 3.11. K tomu musime vypoéitat fddkovou
normu itera¢ni matice C;. Nejprve vypiSeme samotnou itera¢ni matici:

1 2

0 % %

CJ: 1_1 O E

—15 —is 0
HCJ”oo:maX(%,%’%) - 13_0 =0,3.

Déle vypocteme normu rozdilu poslednich dvou ziskanych aproximaci
x®) = (1,9918; —1,9930; —0,9968) a x* = (2,0000; —2,0013; —1,0007) :

| x®@ — x®]| . = max(]0,0082|; | —0,0095|; | —0,0039]) = 0,0095
Nyni dosadime do 3.11

0,3

1% — x| <
1-0,3

-0,0095 = 0,0041

To znamend, ze kazda ze slozek pfiblizného feseni x* se od odpovidajici slozky piesného
reseni muze lisit nanejvys o 0,0041.

3.2.2 Gauss-Seidelova metoda

Gauss-Seidelova metoda je velmi podobna metodé Jacobiho. Lisi se od ni pouze v tom, ze
pri vypoctu dalsi aproximace feseni pouzijeme vzdy nejnoveéjsi priblizné hodnoty xq, xs, . . ., Ty,

které mame k dispozici.

(r+1)

Podrobnéji: zy" (r+1)

vypocteme stejné jako u Jacobiho metody a pii vypoctu z, je
ihned pouzijeme (zatimco u Jacobiho metody jsme pouzili staré xY)). Pii vypoctu mgfﬂ)

-~ (o (rl +1
pouzijeme nové 2" a 20 atd.
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Obecné iteracni vztahy vypadaji takto:

- 1 r r
't o= — (bl —apay) —apay) - —a, xﬁ?) (3.13)
ail
r 1 r T
xé +1) —(62 . mg ) _ g xg) — e —ay, ﬂfg))
a22
r 1 r T
xg W= = (b3 — asz :1:5 "~ ag l’é o~ a, xfﬁ)
ass3
. 1 T T r
1‘7(—;—’_1) e <bn — anp1 $g ) — Qnp2 'Ig ) T nn-d aj;jll))’
ann

D4 se dokazat, ze je-li matice soustavy 3.2 ostie radkové diagonalné dominantni,
Gauss-Seidelova metoda konverguje.

V jiném kritériu konvergence se objevuje pojem pozitivné definitni matice. Protoze neni
jisté, zda se s nim studenti jiz setkali, fekneme, co to je.

Definice. Symetricka matice A fadu n se nazyva pozitivné definitni, jestlize pro kazdy
nenulovy sloupcovy vektor x = (z1,...,z,)" plati

x'Ax >0

Piiklad. Pozitivné definitni je napi. matice

1 2
2= (22
protoZe pro kazdy vektor x = (z1,12)T # (0,0)T plati

xTAx =22 + 429 + 522 = (27 + 229)* + 22 > 0,

zatimco matice

B-( 1)

nenf pozitivné definitni, protoze napt. pro x = (1,0)7 plati

(1,0)3((1)>:(1,0)(_21):—1<o.

Plati: Je-li matice soustavy 3.2 pozitivné definitni, Gauss-Seidelova metoda
konverguje.

Oveéreni toho, ze je dand matice pozitivné definitni, je ndro¢né a pro velké matice prakticky
neproveditelné. Nastésti je u nékterych tloh z povahy feseného problému predem jasné,
ze matice soustavy pozitivné definitni bude.

Poznamka. Vynasobime-li libovolnou regularni ¢tvercovou matici A zleva matici k ni
trasponovanou, vznikld matice AT A bude symetrickd a pozitivné definitni.
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Proto, vyndsobime-li soustavu rovnic Ax = b s reguldrni matici A zleva matici AT,
dostaneme novou soustavu

ATAx = ATb,

jejiz matice je pozitivné definitni a je tedy zaruceno, ze Gauss-Seidelova metoda bude pro
tuto novou soustavu konvergovat.

V pripadé takto ziskanych soustav vSak Gauss-Seidelova metoda muze konvergovat velmi
pomalu.

Priklad 3.5 Gauss-Seidelovou metodou reste tutéZ soustavu jako v prikladu 3.3, t.j.

152y — x99 + 223 = 30
2.%1 — 10 Ty + XT3 = 23
1 4+ 3x2 + 18x3 = 22

Reseni: Jiz jsme ovérili, ze podminka konvergence je splnéna. Vypiseme iteraéni vztahy:

r+1 1 r r
A = (3044 - 2a)
r+1 1 r+1 T
xg+) = —1—0<23—2x§+)—x§)>
T 1 T T
:Ug L — (—22 — x§ ) _ 33:% H))
18
Jako pocdtecni aproximaci zvolime opét x = (0,0, 0).
xgr) l‘ér) ZL’:())T)
0 0 0
2 -1,9 -1.0167

2,0089 | -1,9999 | -1,0005
2,0001 | -2,0000 | -1,0000

4 | 2,0000 | -2,0000 | -1,0000
Vidime, Ze se k feSeni soustavy priblizujeme rychleji nez pomoci Jacobiho metody.

WIN| = O3

I obecné se da rtici, ze Gauss-Seidelova metoda obvykle konverguje rychleji nez metoda
Jacobiho. Proto se pouziva castéji. Dalsi jeji vyhodou oproti Jacobiho metodé je, ze pro
ulozeni priblizného feseni v paméti pocitace ndam staci jediné pole, jehoz slozky postupné
prepisujeme, zatimco u Jacobiho metody si musime pamatovat pole dvé: starou a novou
aproximaci fesenti.

Existuje a v praxi se pouziva i mnoho dalsich itera¢nich metod. Seznamil-li se ¢tendr s
Jacobiho a Gauss-Seidelovou metodou, bude pro néj jednodussi pochopit i jiné iterac¢ni
metody, pokud se s nimi nékdy setka.
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3.3 Srovnani primych a iteracnich metod

Elimina¢ni metoda je velmi naroéné z éasového i pamétového hlediska. Mame-li fesit n
rovnic, je potfeba vykonat piiblizné n?/3 aritmetickych operaci.

Proto se hodi nejlépe pro neprilis rozsahlé soustavy s plnou matici.

Dnes existuji profesiondlni programy i pro feSeni velkych soustav rovnic s fidkou matici
koeficientu (fidkou matici se rozumi takovd matice, kterd ma v kazdém fadku jen maly
pocet nenulovych prvku).

Iteracni metody jsou vhodné pro teseni velkych soustav s fidkou matici koeficientu. Pro
feSeni malého poctu rovnic vhodné nejsou, tam lépe poslouzi eliminace.
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4 Numerické metody reSeni nelinearnich rovnic

4.1 Numerické metody resSeni jedné nelinearni rovnice

Budeme se zabyvat feSenim nelinearni rovnice

f(z) =0, (4.1)
tj. hledanim takovych bodu £ € R, ze f(£) = 0. Takovéto body budeme nazyvat kofeny
rovnice 4.1.

Pr1i hledani kotfent rovnice 4.1 nejprve zjistime, kolik korenu rovnice mé a najdeme inter-
valy obsahujici pravé jeden kofen rovnice. Tato ¢ast feSeni se nazyva separace korent
rovnice.

Pak budeme pomoci nékteré z dale popsanych metod hledat pribliznou hodnotu vybraného
kofene rovnice.

P1i hledani kofenu je uzitecna nasledujici véta, jejiz vyznam je patrny z obrazku 4.1
Véta 4.1 Je-li funkce f spojita na intervalu < a,b > a plati-li

fla)- f(b) <0, (4.2)

pak v intervalu < a,b > lezi alespon jeden koren rovnice f(x) = 0.

Poznamka. Podminka 4.2 znamena, ze znaménka funkcénich hodnot v krajnich bodech
intervalu < a,b > jsou opacna.

Kofent rovnice muze byt v uvedeném intervalu i vice, o jejich poc¢tu véta nic nerika. Na
druhou stranu, neni-li podminka 4.2 splnéna, neznamena to, ze v intervalu < a, b > zadny
kofen rovnice nelezi.

Pro nalezeni poctu a polohy kotfenu je vhodné prozkoumat vlastnosti funkce f a nac¢rtnout
(nebo si pomoci vhodného prostiedku nechat nacrtnout) jeji graf.
U nékterych tloh je mozné upravit rovnici 4.1 na tvar

fi(@) = fa(x),
kde fi a fy jsou funkce, jejichz grafy umime nakreslit. V bodech, kde se grafy funkeci f; a
f2 protnou, se nachazeji koreny puvodni rovnice.

Piiklad 4.1 Najdéte pocet korent rovnice
"+ —3=0

a intervaly, v nichZ tyto koreny leZi.

Reseni: Zadanou rovnici mizeme upravit na tvar
" =3 — a1

Grafy funkel fi(z) = €® a fo(x) = 3 — 2% umime nacrtnout - viz obrazek 4.2. Z obrazku
vidime, ze rovnice ma pravé dva kofeny & a &, & €< —2,—1 >, & €< 0,1 > .

Nyni postupné probereme metody, které lze pouzit pro nalezeni korenu rovnice 4.1. VSude
dal v této kapitole budeme predpokladat, ze funkce f je na zkoumaném inter-
valu spojita.
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y=f(x)

Obrazek 4.1: Ilustrace k vété 4.1

Obrazek 4.2: K prikladu 4.1 - separace kofenu rovnice

4.1.1 Metoda piileni intervalu

Metoda puleni intervalu je nejjednodussi z metod FeSeni nelinedrnich rovnic.

Méjme interval < a, b > takovy, ze f(a)-f(b) < 0, tj. lezi v ném alespon jeden kofen rovnice
f(z) = 0. Tento vychozi interval oznac¢ime jako < ag, by >. Interval rozpulime. Jeho stied
je xg = W 7 intervalu < ag,zo >, < To,by > vybereme ten, ve kterém je zarucena
existence korene. Ktery z nich to je, rozezname podle znamének funkcénich hodnot v
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krajnich bodech. Je-li f(ag) - f(xo) < 0, budeme pokracovat s intervalem < ag,xy >, v
opa¢ném piipadé s intervalem < g, by > . (Plati-li f(x¢) = 0, nalezli jsme kofen rovnice a
vypocet ukonéime.) Novy interval poloviéni délky oznac¢ime < ay, by >, opét jej rozpulime
a stejnym zpusobem pokracujeme.

Takto postupné sestrojime posloupnost intervalu < ag,by >, < a1,b; >, < as,by >, ...
Kazdy dalsi interval ziskame tak, ze z predchoziho (na zdkladé znamének funkénich hodnot
v krajnich bodech a uprostied) vybereme tu jeho polovinu, kterd obsahuje kofen rovnice
- viz obrazek 4.3.

y=H(x)

Obrazek 4.3: Metoda puleni intervalu

V puleni pokracujeme tak dlouho, dokud nenarazime na kofen rovnice, nebo dokud se
interval nezuzi na predem danou délku 2¢, neboli dokud pro néjaké k neplati

b, —ap < 2¢
Za pribliznou hodnotu kotene pak vezmeme stied posledniho nalezeného intervalu

ay + by

Tr =
g 2

Protoze koren se urcité nachdzi uvnitt posledniho intervalu, muze se x od presné hodnoty

kotene lisit nanejvys o polovinu jeho délky, tj. o €,

|l’k—§|<€.

Touto metodou kofen rovnice 4.1 nalezneme vzdy. Obsahuje-li vychozi interval < a,b >
vice korenu, najdeme jeden z nich. Nevyhodou metody puleni intervalu je, Ze konverguje
(priblizuje se ke koreni) dosti pomalu. Proto je vhodné pouzit ji na zizeni puvodniho
intervalu a pak pokracovat jinou, rychlejsi metodou.
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Piiklad 4.2 Metodou puleni intervalu najdéte kladny koten rovnice z prikladu 4.1
e“+22—-3=0
s presnosti € = 0,01.

Reseni: Kladny kofen zadané rovnice lez{ v intervalu < 0,1 > . Postupné vypoéitdvané
hodnoty ag, bg, . budeme zapisovat do tabulky. Je vhodné si také zapisovat znaménka
funkénich hodnot funkce f(z) = e” + 2% — 3 v téchto bodech.

k| a by, T, flar) | f(be) | f(ar)
010 1 0,5 - + -
1105 1 0,75 - + -
210,75 1 0,875 - + +
310,75 0,875 0,8125 - + -
1108125 | 0875 | 084375 S I B
5 | 0,8125 0,84375 | 0,828125 - + -

6 | 0,828125 | 0,84375 | 0,8359375

Nyni miizeme vypocet ukonéit, protoze bg — ag < 2 - 0, 01. Reseni rovnice e* + 22 — 3 = 0
s presnosti 0,01 je x¢ = 0, 836.

Priklad 4.3 Kolik dalsich kroku metody puleni intervalu by bylo potreba provést v predchozim
prikladu, kdybychom chtéli najit Teseni s presnosti 0,001 ¢

Reseni: V kazdém kroku se interval zkrati na polovinu. Vyjdeme-li z intervalu délky [, po
k krocich se zuzi na 5. V nasem pripadé vychazime z intervalu < ag, bg > délky 0,015625.

0,015625

Hledéme tedy & tak, aby platilo 225625 < 9.0 001. Odtud k > ——2902 = 2 97, Musfme
tedy udélat jesté tti kroky.

Je vidét, ze pocet kroku metody puleni intervalu nutny k nalezeni kofene se zadanou
presnosti vibec nezavisi na fesené rovnici. D4 se ukazat (podobné jako v feseni prikladu
4.3), ze k zpresnéni vysledku o jedno desetinné misto je vzdy potieba udélat 3-4 kroky
této metody.

4.1.2 Metoda regula falsi

Princip metody regula falsi je velmi podobny jako u metody puleni intervalu. Opét po-
stupné zuzujeme interval obsahujici kofen rovnice 4.1. Tentokrat ale délicim bodem neni
polovina intervalu, nybrz prusecik secny vedené body [ay, f(ax)] a [bg, f(bx)] s osou x - viz
obrazek 4.4.

Tento prusecik vypocteme podle vzorce

bk — Qg
fbr) = flax)

Z intervalu < ag, x, >, < x, by, > pak vybereme ten, v jehoz krajnich bodech maji funkéni
hodnoty funkce f opacna znaménka.

{L'k:bk—

f(br) (4.3)
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y=f(x)

T T
2h) 0 by
a, 1 b,
a b,

Obrazek 4.4: Metoda regula falsi

Plati-li f(ax) - f(zr) < 0, polozime apiy = ag,bpr1 = xy, plati-i f(bg) - f(zr) < 0,
polozime agy1 = X, bgr1 = by. V piipadé, ze f(zx) = 0, nasli jsem kofen rovnice a
vypocet ukoncime.

Ve vypoctu pokracujeme tak dlouho, dokud nenarazime na kofen, nebo dokud neplati
|$k — J}k_1| < g,

kde € > 0 je predem dané cislo. Splnénim tohoto kriteria ale bohuzel neni zaruceno,
ze presnd hodnota kotene & se od jeho aproximace xj 1iSi o méné nez ¢. Chceme-li se
presvedcit, ze |z, —&| < £, muzeme vypocitat f(x,+¢) a f(xp —e). Plati-li f(zy)- f(ze +
g) < 0, resp. f(xg)- f(axr —e) <0, je jisté, ze koten & lezi v intervalu < xy, xy +¢& >, resp.
<z —e,x, > a tedy se od z, nemuze lisit o vice nez ¢.

Metoda regula falsi je vzdy konvergentni (vzdy najde kofen). Byvé rychlejsi nez puleni
intervalu, ale existuji pripady, kdy je pomalejsi.

Priklad 4.4 Metodou regula falsi najdete kladny koren rovnice z prikladu 4.1
e +a?—-3=0
s presnosti € = 0,01.

Reseni: Mohli bychom vyjit z intervalu nalezeného metodou pileni v pifkladu 4.2, ale
pro srovnani obou metod zacneme opét s intervalem < 0,1 > . U metody regula falsi
budeme potiebovat i funkéni hodnoty v bodech ay, by a zj, nejen jejich znaménka.

k| a b | Tp f(ax) f(br) ()

010 1 |0,73576 | -2 0,71828 | -0,37159
11073576 | 1 | 0,82585 | -0,37159 | 0,71828 | -0,03414
210,82585 | 1 | 0,83375 | -0,03414 | 0,71828 | -0,00291
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Plati | zo — 21| < 0,01, proto vypocet ukonéime. Pfiblizné reseni rovnice je xo = 0, 834.

4.1.3 Metoda secen

Metoda secen je velmi podobna jako metoda regula falsi. Vyjdeme z intervalu < a,b >,
obsahujiciho kofen rovnice. Oznacime zo = a a x; = b. Vedeme se¢nu body [zo, f(z0)] a
[1, f(x1)] a najdeme jeji prusecik s osou x. Ten oznacime x5. Na rozdil od metody regula
falsi vsak nyni nevybirdme interval obsahujici kofen, ale vedeme se¢nu body [x1, f(z1)],
[za, f(x2)], jeji prusecik oznacime x3, pak vedeme secnu body [za, f(x2)] a [z3, f(x3)] atd.
- viz obrazek 4.5.

Obrazek 4.5: Metoda secen

V k-tém kroku metody poc¢itame aproximaci kotene podle vzorce

T — Tk—1
Th+1 = T — Flan) — f@n) f(r), (4.4)

kde x¢g = a,xq = b.

Vypocet ukonc¢ime, kdyz je splnéna podminka
|l’k — Ik_1| < €,

nebo kdyz narazime ptimo na kofen rovnice.
Piipomenme, ze dand podminka nezarucuje, ze plati |z, — &| < e.

Metoda secen je rychlejsi nez metoda regula falsi, nemusi ale vzdy konvergovat - viz
obrazek 4.6.

Protoze je obtizné predem zjistit, zda metoda pro danou rovnici konverguje nebo diverguje,
je vhodné zadat pri vypoc¢tu maximalni pocet kroku. Je-li tento pocet prekrocen a koten
rovnice jsme nenasli, vypocet ukonéime s tim, ze metoda diverguje. Pak je nutno zménit
pocatecni aproximace nebo zvolit jinou metodu.
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Obrazek 4.6: Metoda secen muze divergovat.

4.1.4 Newtonova metoda (metoda tecen)

Uz sdm nazev metody tika, ze budeme pracovat s te¢nami ke grafu funkce f. Proto vsude
v této kapitole budeme predpokladat, ze funkce f mé derivaci.

Newtonovu metodu muzeme popsat graficky takto:

Zvolime pocatecni aproximaci kotene xg. Bodem [z, f(x)] vedeme teénu ke grafu funkce
f. Jeji prusecik s osou x oznacime x;. Pak vedeme teénu bodem [z1, f(z1)], jeji prusecik
S osou X oznacime x9 atd. - viz obrazek 4.7.

Prisecik teény s osou x vypocteme jako

f(%)

Tkt1 = Tk — f’(%)

Vypocet provadime tak dlouho, dokud neni splnéna podminka

|$k—$k,1‘ <€

Pii splnéni této podminky vsak nemusi platit |z, — &| < e.

Newtonovu metodu lze odvodit i pomoci Taylorova vzorce. Ukadzeme nyni jak, protoze
stejny postup pozdéji zobecnime i pro soustavu rovnic.
Predpokladejme, ze zname k-tou aproximaci feSeni xp. Pak muzeme psat

F(&) = flar) + f'(an) (€ — ) + R,
kde R je zbytek v Taylorové vzorci.
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e o

Obrazek 4.7: Newtonova metoda

Zanedbéame-li tento zbytek a uvédomime-li si ze f(£) = 0 (protoze £ je kofenem rovnice
f(x) = 0), muzeme z predchozi rovnice priblizné vyjadrit koten ¢ jako

 flzw)
k f/(xk) )

coz je pravé xp,1 nalezené difve popsanym zpusobem.

£z

7 Taylorova vzorce lze také odvodit odhady chyby k-té aproximace kotene ziskané New-
tonovou metodou. Ma-li funkce na intervalu I obsahujicim zj i koten & druhou derivaci,
plati

M, 9

— < —= —
1§ — x| < S, (T — 1)
M, 9

— < —= —
| & — x| < 2 (€ —zp—1)”,

kde My = max|f”(x)| a m; = min |f'(z)| pro x € I.

Newtonova metoda je z metod pro feSeni nelinedrnich rovnice nejefektivnéjsi, nemusi vsak
konvergovat - viz obrazek 4.8.

Jestli Newtonova metoda konvergovat bude, nebo nebude, zavisi do zna¢né miry také na
tom, jak zvolime pocatecni aproximaci xy. PTi pohledu na obrazek 4.7 je ziejmé, ze zde
byla pocatecni aproximace zvolena vhodné. Kdybychom jako xg zvolili napt. levy krajni
bod zobrazeného intervalu, konvergence uz by zarucena (ovSem ani vyloucena) nebyla.
Tim se dostavame k podminkam, pfi jejichz splnéni bude jisté, ze Newtonova metoda
konverguje.
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Obrazek 4.8: Newtonova metoda muze divergovat

Véta 4.2 (Fourierova podminka)

Necht v intervalu < a,b > lezi jeding koren rovnice f(x) =0 a necht f'(z) a f"(z) jsou
spojité a neméni znaménko na intervalu < a,b > . Zvolime-li za pocdtecni aproximaci
xo €< a,b > tak, aby byla splnéna podminka

f(xo) - f"(w0) >0, (4.6)

Newtonova metoda bude konvergovat.

Ptipomenme v souvislosti s predpoklady véty 4.2 nékteré poznatky z prvniho semestru.
To, ze f'(x) neméni znaménko na intervalu < a,b >, znamend, ze funkce f bud na celém
intervalu < a,b > roste, nebo na celém intervalu klesa.

To, ze znaménko nemén{ f”(z), znamend, ze funkce f je bud na celém intervalu < a,b >
konvexni (nad tecnou), nebo je na celém intervalu konkavni (pod te¢nou).

Podminka 4.6 znamend, Ze ze x, vybereme bod, v némz ma funkéni hodnota stejné
znaménko jako druha derivace.

Funkce, jejiz graf je na obrazku 4.7, je na celém zobrazeném intervalu rostouci a konvexni.
To znamena, ze jeji druhé derivace je na tomto intervalu kladné. Proto se jako pocateéni
aproximace zvolil bod, v némz byla i funkéni hodnota kladna.

Ctendf si muze zkusit predstavit dalsf mozné situace, napf. funkei na celém intervalu

rostouci a konkavni - zde by se jako xg zvolil levy krajni bod - a podobné.

Piiklad 4.5 Newtonovou metodou najdéte zaporny kotven rovnice z prikladu 4.1
e“+22—-3=0

s presnosti € = 0,01.



Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné 43

Reseni: Vime, ze kofen lezi v intervalu < —2, —1 > . Ovéifme, Ze na tomto intervalu jsou
splnény predpoklady véty 4.2.
Vypoéteme prvnf a druhou derivaci funkce f(r) = e* + 2% — 3 :

flx)y=e"+2x , f'(x)=¢€"+2

Na celém intervalu < —2,—1 > je f'(x) < 0 a f’(x) > 0 (tzn. ani prvni, ani druha
derivace zde neméni znaménko).

Nyni vybereme pocatecni aproximaci xy tak, aby byla splnéna podminka 4.6. Protoze
f(=2)=e?+1>0a f(-1)=e!—-2<0, zvolime x5 = —2.

Dalsi aproximace feseni budeme pocitat pomoci iteracniho vztahu

Lh+1 = Tk — flow) =Tk — —exk i x% 9
f(xg) etk + 2z,
Dostaneme
rg = —2
ry = —1,70623
x9 = —1,67752
r3 = —1,67723

Nyni muzeme vypocet zastavit, protoze |r3 — z3| < 0,01. Viimnéme si, ze tii kroky by
nam stacily i pro dosazeni ptesnosti 0,001. Newtonova metoda je obvykle velice rychla.
Ptiblizné Teseni rovnice je x3 = —1,677.

Nejsme-li schopni ovérit podminky z véty 4.2, muzeme Newtonovu metodu presto pouzit.
Pokud tyto podminky neplati, Newtonova metoda konvergovat muze a nemusi. Proto je
pii vypoctu vhodné stanovit maximalni pocet krokti metody a je-li prekrocen, vypocet
ukoncit a zvolit jinou pocatecni aproximaci, resp. jinou metodu feseni.

4.1.5 Metoda prosté iterace

Metoda prosté iterace pro feseni jedné nelinearni rovnice je dalsi aplikaci obecné metody
postupnych aproximaci, popsané v kapitole 2.

Rovnici f(z) = 0 upravime na tvar

r = g(z).
Funkce g se nazyva iteracni funkce. Nyni budeme misto kofene ptuvodni rovnice hledat
pevny bod funkce g(z). Udélame to postupem uvedenym v kapitole 2.
Zvolime pocatecéni aproximaci xq a dalsi aproximace pevného bodu (neboli feseni ptivodni
rovnice) budeme pocitat jako

Th1 = g(z) (4.7)

Timto zpusobem muzeme a nemusime dojit k pevnému bodu funkce ¢ - viz obrazky 4.9
(kde se pevny bod najde) a 4.10 (kde metoda diverguje, i kdyz pocatecni aproximace byla
pevnému bodu velmi blizko)
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e <

Obrazek 4.9: Metoda prosté iterace

a(x,)

I

/" XoX| X X3

Obrazek 4.10: Metoda prosté iterace muze divergovat

Nyni fekneme, kdy je zaruceno, ze metoda prosté iterace konverguje.

V kapitole 2 jsme se dozvédéli, ze metoda postupnych aproximaci konverguje, je-li zob-
razeni, jehoz pevny bod hledame, kontraktivni. U funkce jedné proménné kontraktivita
uzce souvisi s rychlosti rustu této funkce - viz obrazky 2.4 a 2.5. Proto plati

Véta 4.3 Necht funkce g zobrazuje interval < a,b > do sebe a md na tomto intervalu
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derivaci. JestliZe ezistuje éislo a €< 0,1) tak, Ze
|d(x)|<a Vre<ab>, (4.8)

pak v intervalu < a,b > existuje pevny bod & funkce g a posloupnost postupnijch aproximaci

ziskand predpisem 4.7 k nému konverguje pro libovolnou pocdtecni aproximaci xo €<

a,b>.

Ddle plati
|2 — €|

«

1—

ak

1 —

IA

o ‘ Ty — xk—l’ (4.9)

|z — & <

~ oo (4.10)

Odhad 4.9 Ize pouzit pti rozhodovani o zastaveni iteracniho procesu. Protoze vSak ovéreni
podminky 4.8 a nalezeni @ muze byt obtizné, jako kriterium pro zastaveni vypoctu se opét
spise pouziva podminka

|xk—xk_1| <€

(kterd opét nezarucuje, ze |z — &| < €).
Také je vhodné stanovit maximalni pocet kroku a je-li prekrocen, vypocet ukoncit. Pak
je potteba zvolit jinou iterac¢ni funkci nebo jinou metodu.

Piiklad 4.6 Metodou prosté iterace najdéte zaporny koren rovnice z prikladu 4.1
e +22-3=0
s presnosti € = 0,01.

Reseni: Vime, ze kofen lezi v intervalu < —2, —1 > . Budeme hledat vhodnou iteraéni
funkci g.
Jedna moznost, jak ze zadané rovnice vyjadrit x, je

??=3—-¢e" = z=43—c"
Protoze hleddame zaporny koten, je
g(r) = —v3—e

Ovérime, je-li splnéna podminka 4.8. K tomu je potieba funkci g zderivovat. Dostaneme

eﬂ?

g'(x) = Z\/ﬁ'

Nyni budeme hledat maximum | ¢'(z)| na intervalu < —2,—1 > . Na tomto intervalu je

ﬁ. To je funkce na intervalu < —2, —1 >
—e®)2

kladnd, tedy |¢'(x)| je na tomto intervalu rostouci a svého maxima nabyvéa v pravém

krajnim bodé tohoto intervalu. Hodnota maxima je [ ¢'(—1)| = ;7= < 0.12 < 1. To

znamenad, ze podminka 4.8 je splnéna.

| g'(x)] = 2\/— Derivace této funkce je
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Jesté bychom meéli ovérit, ze funkce g zobrazuje interval < —2, —1 > do sebe. Protoze je
na tomto intervalu ¢’(x) > 0, je funkce g rostouci a staci ovérit, ze hodnoty g v krajnich
bodech intervalu do tohoto intervalu patii. (Kdyby g nebyla monotonni, museli bychom
hledat jeji maximum a minimum na zkoumaném intervalu, nestacilo by dosadit krajni
body.)

Protoze g(—2) = —1,69 €< —2,—1 > ag(—1) = —1,62 €< —2,—1 >, funkce g zobrazuje
zkoumany interval do sebe.

Konvergence itera¢niho procesu je tedy zarucena.

Muzeme zvolit napt. xqg = —2.

Dalsi aproximace pak budeme pocitat podle predpisu

v = g(z) = V3o

Dostaneme
o = —2
r1 = —1,69253
9 = —1,67808
r3 = —1,67728

Nyni muzeme vypocet zastavit, protoze |z3— x| < 0,01. Iteraéni metoda v tomto piipadé
konverguje docela rychle, protoze hodnota o« = 0,12 je mald. Obecné plati, ze ¢im je
derivace funkce g v absolutni hodnoté v okoli pevného bodu mensi, tim rychleji metoda
prosté iterace konverguje.

Ptiblizné teseni rovnice je x3 = —1,677

Jina moznost, jak z rovnice vyjadrit x, je
r=ImB-2%) ,tj. g(r)=In(3-2?).

V tomto piipadé by na intervalu < —2,—1 > podminky konvergence splnény nebyly.

Podivejme se, jak se budou chovat postupné aproximace, zvolime-li xy = —1 :
T = —1
1 = 0,69315
re = 0,92408
x3 = 0,76364
xy = 0,88247

Nakonec bychom nasli kladny kofen rovnice, ktery jiz jsme hledali metodou puleni a
metodou regula falsi.

Poznamka. Zpusobu, jak z rovnice f(x) = 0 vyjadfit z, je nekoneéné mnoho. Jedna z
moznosti je vydélit rovnici f(z) = 0 derivaci funkce f, pak rovnici vynésobit —1 a nakonec
na obé strany pfric¢ist x. Dostaneme

f(=)
f'(x)’

r =T —
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vztah, ktery by nam mél byt povédomy.
Newtonova metoda je tedy specidlnim (a obvykle nejvhodnéjsim) piipadem metody prosté
iterace.

4.2 Numerické metody reSeni soustav nelinearnich rovnic

Budeme se zabyvat feSenim soustavy n nelinedrnich rovnic o n neznamych

filzy, g, 1) = 0 (4.11)

fz(.fCl,l'Q, RN ,.Q?n) = 0

falzy,29,...,2,) = 0
kterou muzeme prepsat vektorové jako

F(x) = o, (4.12)
kde F = (fi,..., fu)%, x=(21,...,2,)T a o je nulovy vektor.
Piesné feseni této soustavy opét budeme znacit & = (£,...,&,)T.

Ukazeme zde metodu prosté iterace a Newtonovu metodu. Obé tyto metody vypadaji
velice podobné jako pro jedinou nelinearni rovnici. Ve skutecnosti je ale vicedimenzionalni

vvvvvv

dobré informace o poloze korene. Podminky konvergence obou uvedenych metod se také
ovéruji mnohem obtiznéji nez u jediné rovnice.

V pripadé, ze fesime dveé rovnice, hledame vlastné pruseciky dvou ktivek v roviné danych
implicitné rovnicemi fi(z,y) =0 a fo(x,y) = 0 - viz obrédzek 4.11

4.2.1 Metoda prosté iterace

Soustavu 4.11 upravime na tvar

1 = qi(T1,%9,...,2y) (4.13)
T2 = 92(x17'x27"'7$n)
Tn = gp(x1,29,...,2,)

coz muzeme zapsat vektorove jako
x = G(x), (4.14)
kde G = (g1,...,9n)"

Podobné jako u jedné rovnice zvolime pocateéni aproximaci x(©) a poéitdme posloupnost
postupnych aproximaci z iteracniho vztahu

xFHD) = G(x™) (4.15)
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)= f(x)=0

Obrazek 4.11: Graficky vyznam feseni dvou nelinearnich rovnic

Jsou-li funkce ¢y, ..., g, diferencovatelné, lze vyslovit podminky konvergence pro metodu
prosté iterace, podobné tém z véty 4.3.
Protoze pracujeme s n funkcemi n proménnych, v roli derivace zde bude vystupovat matice

991 991 .. Oq1
ox1 Oxo oz
g2 dgx .. g
G ! 321 BIQ 8a:n
Ogn Ogn .. Ogn
oz Oz Ozn

Véta 4.4 Necht G zobrazuje uzavienou oblast D do sebe a je v této oblasti diferencova-
telna. Jestlize existuje ¢islo a €< 0,1) tak, ze

|G| <a VxeD, (4.16)

kde || G| je Tadkovd nebo sloupcovd norma matice G, pak v oblasti D existuje pevny
bod & zobrazeni G a posloupnost postupnych aproximaci ziskand predpisem 4.15 k nému
konverguje pro libovolnou poédteéni aprozimaci x© € D.

Pro odhad chyby plati podobné vztahy jako 4.9, 4.10 u jedné rovnice.
Pro zastaveni vypoctu se pouziva kriterium
%9 - x*D)f <,

kde || - || je nékterd z norem 2.13, 2.12.
Protoze ovéreni podminek konvergence muze byt dost problematické, je vhodné predem
stanovit maximalni pocet krokt metody a je-li prekrocen, vypocet ukonéit s tim, ze metoda
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diverguje. Pak je potfeba zvolit jinou poc¢atecni aproximaci, jiné itera¢ni funkce, nebo jinou
metodu.

Poznamenejme, ze najit vhodné iteracni funkce muze byt velmi obtizné.

4.2.2 Newtonova metoda

Predpokladejme, 7e jiz mame aproximaci feseni x.

Podobné jako u diferencovatelné funkce jedné proménné platilo pro x; blizké ke koteni &

f&) = flaw) + f'(xr) (€ —an),

plat{ pro n-tici diferencovatelnych funkei n proménnych F = (f1,..., f,)7

F(&) =Fx®)+ F'(x®) . (¢ —x®),

kde
Or1  Oxo ox
F/ — 8931 8%2 81’n
Ofn  Ofn ... Ofn
o1 Oxo 0zn

a - znaci nasobeni matic.
Uveédomime-li si, ze F(£) = o, muzeme odtud & ptiblizné vyjadrit, ¢imz ziskdme jeho dalsi

aproximaci x**1 . Dostaneme

XD = x®) — (F/(x®)) 7" F(x®) (4.17)

Pii vypoctu dalsi aproximace feseni vzorec 4.17 nepouzivame. Museli bychom pocitat
inverzni matici, coz je velmi pracné, zvlast pro matice velkych rozmérti. Misto toho po-
stupujeme nésledovné:

Vzorec 4.17 prepiSeme na tvar

F’(x(k)) . (X(kH) — X(lf)) — —F(x(k)) )

Oznacime

5 = ) B — (50 T (4.18)
a vyresime soustavu rovnic

F/(x®) .60 = —F(x®) (4.19)

s neznamymi (ﬁk), e ,5,(1]“).

Resfme-li dvé rovnice, hodi se pro feseni soustavy 4.19 Cramerovo pravidlo.
Méme-li velky pocet rovnic, pouzijeme nékterou z dalsich metod popsanych v kapitole 3.
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Novou aproximaci feSeni pak vypocteme z 4.18 jako

D) B | ).

Ve vypoctu pokracujeme tak dlouho, dokud neni splnéna podminka
|x® —xED| < e neboli || 6* Y| <e,

nebo dokud neni prekro¢en predem stanoveny maximalni pocet kroku (v takovém pripadeée
je nutno zvolit jinou poc¢atecni aproximaci).

V kazdém kroku Newtonovy metody musime vytesit soustavu linearnich rov-
nic.

Z toho je vidét, ze Newtonova metoda je pracnd a casové narocné. Na druhou stranu,
zacneme-li blizko kotene, konverguje obvykle velmi rychle.

Priiklad 4.7 Newtonovou metodou najdéte reseni soustavy rovnic

(z—1P°+y"—4 = 0
s+ (y+1)2-1 = 0

s presnosti € = 0, 01.

Reseni: Pocet a polohu kofentu muzeme v tomto pripadé odhadnout graficky. Prvni rov-
nice je rovnici kruznice a druhd rovnice je rovnici paraboly - viz obrazek 4.12.

Y 1]

Obrazek 4.12: K piikladu 4.7 - odhad polohy kofenu.

Vidime, Ze soustava mé dvé feseni. Budeme hledat napi. koten lezici ve ¢tvrtém kvadrantu.
Jako po¢ateéni aproximaci mizeme zvolit x(©) = (0, —2).
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Daéle musime vypocitat matici parcialnich derivaci funkei

fillmy)=(@—-1°+y" -4 , folz,y) =2+ @y+1)7°-1

Dostaneme

= e 1 2y +1)
1. krok
Dosadime bod x(® = (0, —2) do matice derivaci a do funkei f; a fo:

F’(o,—z):(_l2 :;l) , F(O,—Q)z(é)

Soustava rovnic pro nezndmé §; a ds (horni index, oznacujici krok, pro prehlednost vy-
nechame, je ale nutno mit na paméti, ze v kazdém kroku budeme pocitat jiné d; a do

)bude

—251 - 452 = —1
51 - 252 - O

Snadno zjistime, ze fesenim této soustavy je d; = 71; =0,25,00 = % =0, 125.
Odtud x = (0+0,25; -2 +0,125) = (0,25; —1,875).
2. krok

/ o _( L5 =375 L . [ 0,07812
F'(0,25; 1,875)—( | _1’75) , F(0,25; 1,875)_<0701562>

Budeme resit soustavu

~1,58, — 3,758, = —0,07812
5 — 1,758, = —0,01562

Reseni této soustavy muzeme najit pomoci Cramerova pravidla:

—0,07812 —3,75 ~1,5 —0,07812
—0,01562 —1,75 | 1 —0,01562 |
L= =0,01225 , &y = = 0,01593
1,5 —3,75 ~1,5 —3,75
1 —1,75 1 —1,75

Odtud x® = (0,25 +0,01225; —1,875 4+ 0,01593) = (0, 26225 ; —1,85907).
3. krok

1 —1,71814

0, 00040
0,00025

F'(0,26225; —1,85907) = ( —1,47549 —3,71814 )

F(0,26225; —1,85907) = (
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Budeme resit soustavu

—1,475495, — 3,718145, = —0,00040
5 — 1,718146, —0,00025

Reseni této soustavy pomoci Cramerova pravidla:

’ —0,00040 —3,71814 ‘ ' —1,47549  —0, 00040 ‘

—0,00025 —1,71814 | 1 —0,00025 | |
& = = —0,00004 , 5, = = 0,00012
—1,47549 —3,71814 —1,47549 —3,71814
1 —1,71814 1 —1,71814

Odtud x® = (0,26221; —1,85894).

Protoze | 01| < 0,011 [dy] < 0,01 (tj. || d]|oc < 0,01), mizeme vypocet ukoncit. Pfiblizné
feseni je (0,262;—1,859).
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5 Aproximace funkci

Ctendf se jiz urc¢ité mnohokréat setkal s riznymi funkcemi a s vypoctem jejich hodnot.
U nékterych funkei se funkéni hodnota vypocita snadno, u jinych by to clovék ,ruéné”
nezvladl a musi pouzit kalkulacku. Neékteré funkce jsou zadany tak slozitym pfedpisem
(viz ¢ast o statistice), ze jejich hodnoty je jednodussi nalézt v tabulce, nez je pocitat.
Nékdy téz mame funkci, kterd neni zadana vubec zadnym predpisem, ale zndme pouze
jeji hodnoty v urcitych bodech, napt. ziskané néjakym meérenim. Naskyta se otazka, jak
zjistit hodnotu takové funkce v netabulkovém bodé, jak vypocitat hodnotu jeji derivace
v urc¢itém bodé nebo jak ji zintegrovat.

Resenim je nahradit zkoumanou funkei funkef jinou, kterd se ji jakymsi zptisobem podoba
a se kterou se lépe pracuje.

Nejcastéji touto ,,nahradni” funkci byva algebraicky polynom, protoze v tomto piipadé
jsou vSechny vyse uvedené vypocty skutecné velmi jednoduché.

Pozadavky, podle nichz vybirdme onu nahradni funkci, mohou byt ruzné. Zde si blize
vSimneme interpolace, kde se pozaduje, aby aproximujici funkce méla s funkei puvodni
v urc¢itych bodech stejné hodnoty a metody nejmensich ¢tverci, kde ma aproximujici
funkce prochazet zadanym bodum v jistém smyslu nejblize, ale pfimo jimi prochazet
nemust.

5.1 Interpolace algebraickymi polynomy

Pti interpolaci zni zakladni tloha takto: Mame n+1 navzajem ruznych bodu xg, x4, . . ., z,,
kterym fikame uzlové body nebo uzly interpolace a déle funkéni hodnoty v téchto bodech
fo= f(zo), f1 = f(z1),..., fn = f(z,). Hleddme polynom P, (x) stupné nejvyse n takovy,
ze v uzlovych bodech nabyva tychz hodnot jako funkce f, tj. P(x;) = fi, i=0,...,n.

05

0.5 |

Obrazek 5.1: Funkce a interpola¢ni polynom
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Poznamka. Nékdy se téz hleda polynom, ktery ma se zadanou funkei nejen stejné funkéni
hodnoty v uzlovych bodech, ale i stejné hodnoty derivaci az do urc¢itého radu.

5.1.1 Existence a jednoznac¢nost interpolacniho polynomu

Véta 5.1 Necht jsou ddny body [z;, f;],i = 0,...n. Pak existuje prdvé jeden polynom P,
stupné nanejuys n takovy, zZe P,(z;) = fi,1 =0,...n.

Dikaz. Existenci interpola¢niho polynomu dokézeme tim zpusobem, ze predvedeme po-
stup, kterym jej lze pro libovolné navzajem ruzné uzlové body zkonstruovat. Tomu bude
vénovan dalsi odstavec této kapitoly.

To, ze interpola¢ni polynom prochézejici danymi body existuje praveé jeden, dokazeme
sporem. Predpokladejme, ze existuji dva polynomy stupné nanejvys n, oznacme je P,(x)
a R,(z) takové, ze P,(z;) = fi,i = 0,...n 1 R,(x;) = fi,i = 0,...n. Ukdzeme, Ze tyto
dva polynomy jsou shodné. Za tim ucelem ozna¢me Q,(z) = P,(z) — R,(z). Je vidét, ze
Q. () je opét polynom stupné nejvyse n a navic Q,(x;) = 0,4 = 0,...,n. Mame tedy
polynom stupné nejvyse n, ktery mé n + 1 kofenu. To je mozné jediné tak, ze @Q,(z) je
identicky roven nule, Q,(z) =0 a tedy P,(z) = R,(z)Vz € R

5.1.2 Konstrukce interpolacniho polynomu, Lagrangetv interpolacni poly-
nom

Interpolaéni polynom dany body [x;, f;],7 = 0,...n sestavime pomoci polynomu [;(x)
takovych, ze

] 1 prot=y
ll(mﬂ_{ 0 proi#j
Ctendf snadno ovéri, ze polynom

(x —z)(x —29) ... (T — )
(o — z1)(x0 — 1) ... (T0 — 1)

lo(x) =

mé v xp hodnotu 1 a v ostatnich uzlovych bodech hodnotu 0.
Podobné dostaneme i ostatni polynomy I;,7 =0,...n:

(x—z0)...(r—mi1)(x —xig1) ... (. — 2p)
(xo — z1)(x; — x0) ... (T — wi1) (T — Tigr) - - (23 — )

Interpolaéni polynom L, (x) nyni dostaneme snadno jako kombinaci [;(z):

Lo(x) = folo(x) + fili(z) + -+ faln(z) = (5.1)
(x —z1)(x —29) ... (T — ) (x —zo)(x —22) ... (T — xp)
Jo (xo — 1) (X0 — 22) . .. (0 — Tp) +h (1 — zo)(x1 — 22) ... (1 — )
(x —zo)(x—21) ... (T — 1)
(X — x0)(p — 1) ... (Tyy — Tp1)

_|_fn

Interpolacéni polynom ve tvaru 5.1 se nazyva Lagrangetv interpolacni polynom.
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Piiklad 5.1 Najdéte Lagrangeuv interpolacni polynom dany body

Reseni: Méme zadény 4 body, interpolacni polynom bude tedy stupné nejvyse tietiho.
Pro jeho konstrukci pouzijeme vzorec 5.1:

(e —3) (r— (~1)(z —2)(x — 3)
L) = 5oty T oo Ccio-20-3)
(= (=0 =8) (= (Da-0E-2
PG rye—0e=3 T G- CE-nE=y ~° 10

Vysledny interpolacni polynom je spolu se zadanymi body znazornén na obrazku 5.2.

Obrazek 5.2: K prikladu 5.1: Zadané body a vysledny interpola¢ni polynom

5.1.3 Newtonuv interpolacni polynom

Interpola¢ni polynom v Lagrangeové tvaru méa tu nevyhodu, ze chceme-li pridat dalsi
uzlovy bod, musime cely polynom ptepocitat znovu. Také vypocet hodnoty tohoto po-
lynomu v urcitém bodé je dosti pracny. Proto je nékdy vyhodnéjsi hledat interpolacni
polynom v jiném tvaru nez 5.1. Jako vhodny se ukazuje tvar

No(z) = ao+ a1(x — o) + as(z — x0)(x — 1) + - - + an(z — x0) (x — 21) ... (¥ — 2,,_1]5.2)

Koeficienty ag, a1, . . ., a, lze ziskat feSenim soustavy rovnic vzniklé rozepsanim podminek
No(z;) = f(x;), i = 0,1,...n, ale prehlednéjsi a méné pracné je vypocitat je pomoci
takzvanych pomeérnych diferenci.
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Pro danou funkci f a uzlové body z;, i = 0,...,n nazveme podily
flws, w341 = flwa) = f@i), 1=0,1,...n—1
Lit1 — L

pomérnymi diferencemi prvniho fadu
Pomoci pomérnych diferenci prvniho fadu definujeme pomérné diference druhého tadu
jako

flziv1, wigo] = floi, migd]

flws, @i, Tigo] = - - ,t=0,1,....n—2
i+2 — Tj

a obecné pomérné diference k-tého radu pro k < n definujeme takto:

Flot, Tists - Tipk] = fleivr, Tiga, - Tigk] — flwi, ziga, - 7xi+k—1]’ i=0,. . .n—k
Titrp — T4
D4 se dokazat, ze pro koeficienty a;, ¢ =0,1,...,n v 5.2 plati
ap = f(xo)
ap = f[$0,901]
Qa2 = f[x()uxl?xQ]
Qp = f[anxlw"axn]

Dosazenim téchto hodnot do 5.2 dostaneme Newtoniiv interpolaéni polynom

No(z) = f(zo) + flro, z1](x — z0) + flxo, 21, 22)(x — x0)(® — 27) + - - - (5.3)
oot flro, e, ) (2 — x0) (2 —21) L (2 — )
Poznamka. Jestlize vzdalenosti mezi sousednimi uzlovymi body jsou konstantni, tj. plati-
liz;y1—x; = hprovsechnai =1,...n, kde h € R je konstanta, lze odvodit jiny, jednodussi
tvar Newtonova i Lagrangeova interpolacniho polynomu, viz napt. [2]. Uzlovym bodum s
touto vlastnosti fikdme ekvidistantni.

Priklad 5.2 Aproximugte funkci f(x) = % Newtonovym interpolacnim polynomem v uz-
lech
(z [ 1]2]25[32]4]

a pak pomoct néj vypoctéte pribliznou hodnotu funkce f v bodech x =3 a x = 10.

Reseni: Abychom mohli sestavit Newtonuv interpola¢ni polynom, musime vypocitat
pomérné diference funkce f az do fadu 4. Budeme je postupné, po sloupcich, zapisovat
do tabulky. Podtrzené hodnoty pak pouzijeme pro interpolaéni polynom.

i a | f(xa) = o | flezan] | flos zion, zigo] | flai o wis] | flzo, . 2]
01 |1 20,5 02 20,0625 0,015625
112 |05 0,2 0,0625 -0,015625

212504 20,125 0,03125

3132103125 -0,078125

414 025




Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné 57

Nyni dosadime do vzorce 5.3

Ny(z) = 1-0,5(x—1)40,2(x —1)(x —2) —0,0625(x — 1)(x — 2)(x — 2,5) +
+0,015625(x — 1)(2 — 2)(x — 2,5)(x — 3,2)

Ptibliznou hodnotu funkce f v bodé z = 3 vypocteme dosazenim do interpolacniho poly-
nomu Ny (z). Pro vypocet funkénich hodnot interpolacniho polynomu v Newtonové tvaru
je vhodné si tento polynom ponékud upravit. Muzeme vytknout (x — 1), pak ve zbytku
(x — 2) a tak déle, az nakonec dostaneme

Na(z)=1— (z — 1)(—0,5+ (x — 2)(0,2+ (x —2,5)( — 0,0625 + ( — 3,2)0,015625)))

Dosazovat se hodi ,,zevniti”.

Pti pouziti tohoto tvaru se znacné snizi pocet vypocetnich operaci nutnych pro ziskani
vysledku. Je-li ¢tenar obeznamen s Hornerovym schématem, moznd najde jistou podob-
nost s timto postupem.

V nasem piipadé dostaneme Ny(3) = 0, 334, zatimco presna hodnota je % =0, 333.

Pro x = 10 vyjde P,(10) = 34.525, zatimco pfesné hodnota je 15 = 0, 1.

Vidime, ze v bodé, ktery byl zhruba uprostied uzlovych bodt, je aproximace dobré,
hodnoty interpolacniho polynomu a zadané funkce jsou blizké. Naopak v bodé, ktery lezi
daleko vné intervalu < 1,4 >, je aproximace velmi Spatna.

Situace je dobfe patrnd z obrazku 5.3, kde je vykreslen graf funkce f spolu s vypoctenym
interpola¢nim polynomem. Muzeme si v§imnout, ze na intervalu < 1,4 > interp. polynom
dobte vystihuje chovani funkce f, ale mimo tento interval se od sebe hodnoty funkce f a
interpolacniho polynomu znac¢né lisi.

2,
v 1
Ty
R T T SR S S
X

Obrazek 5.3: K prikladu 5.2: Srovnani funkce a interpola¢niho polynomu
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Poznamka. Bod z = 10 lezel vné intervalu ohrani¢eného nejmensim a nejvétsim uz-
lovym bodem. V takovém ptipadé mluvime o extrapolaci. Obecné je extrapolaci vhodné
pouzivat pouze v bodech blizkych nejmensimu nebo nejvétsimu uzlovému bodu. O tom,
¢im je zpusobena velkd odchylka funkce a interpolacniho polynomu v bodech vzdélenych
od uzlovych bodu a jakou presnost Ize pii interpolaci ocekavat, pojednava dalsi odstavec.

5.1.4 Odhad chyby

Véta 5.2 Necht interval I obsahuje body xg, 1, . .., x, a necht f je (n+1)-krdt diferenco-
vatelnd funkce na I. Necht P,(x) je interpolaéni polynom n-tého stupné uréeny hodnotami
funkce f v bodech xg, . ..x,. Potom pro libovolné x € I existuje & € I takové, Ze pro chybu
interpolace E(x) plati

A ())

E(z) = f(x) — Py(z) = m(l‘ —zo)(x —x1) ... (T — Tp). (5.4)

Diikaz neni tplné jednoduchy a lze jej nalézt napt. v [2].

Bod € je pro kazdé x € I jiny a jeho nalezeni je prakticky nemozné. Chybu interpolace
vSak muzeme alespon shora odhadnout:
Oznacime-li M, 4, = ntlalxlf(”ﬂ)(t)\, plati

€

MnJrl
(n+1)!

Najit velicinu M,,;; vSak také nemusi byt zrovna jednoduché.

|E(x)] = [f(z) — Fu(z)] < (= 2o)(x = 21) . (2 — )] (5.5)

Poznamka. Odhad 5.5 Ize pouzit napt. v pripadé, kdy chceme sestavit tabulku hodnot
né¢jaké funkce f(x) s konstantnim krokem mezi hodnotami x a ptdme se, jak tento krok
zvolit, aby chyba pfi interpolaci polynomem daného stupné n neprevysila dané e.

Priklad 5.3 Odhadnéte chybu interpolace z prikladu 5.2 v bodé x = 3.

Poznamka. Tento piiklad slouzi spise k ozfejmeni jednotlivych veli¢in ve vzorci 5.5 a jako
ukazka, ze vzorec ,funguje”, protoze v tomto piipadé muzeme urcit i presnou hodnotu
chyby a nemusime nic odhadovat.

Reseni: Pro odhad chyby potiebujeme vypocitat patou derivaci interpolované funkce
f(x) = 2 (protoze n je v tomto pifpadé 4) a najit maximum jeji absolutni hodnoty na
intervalu I =< 1,4 > (I je nejmensi interval obsahujici viechny uzlové body a bod, v
némz chceme odhadovat chybu).

Vyjde f®(z) = —f—f

Je videt, ze | f©®) ()] = 22, coz je funkce na I klesajici. Svého maxima na tomto intervalu
proto dosahuje v bodé x =1 a jeho hodnota je M5 = % = 120.

Nyni dosadime do 5.4:

|E(3)] < 15%0 (B3—1)3—-2)(3—-2,5)(3—-3,2)(3—4)]=12-1-0,5-(-0,2)-(—-1)| =0,2

Odhad chyby je v tomto pripadé dosti nadsazeny, chyba v bodé z = 3 je ve skutecnosti
mnohem mensi nez 0, 2, viz feSeni prikladu 5.2
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To, ze teoreticky odhad chyby je piilis pesimisticky, je pomérné casté i u jinych metod.

V bodech vzdélenych uzlovym bodum nabyva vyraz (x — zo)(x — 1) ... (z — x,), ktery
se vyskytuje v odhadu chyby, velkych hodnot. Proto se interpola¢ni polynom pro vypocet
pribliznych hodnot funkce v takovychto bodech nehodi.

Aproximace ale v nékterych pripadech nemusi byt dobra ani v bodech relativné blizkych
uzlovym bodam. To ilustruje obrazek 5.4, na némz je graf funkce f(z) = 1 a inter-
polacni polynom dany vyznacenymi uzlovymi body.

Obrazek 5.4: Nevhodné aproximace interpola¢nim polynomem

Situace by se prilis nezlepsila, ani kdybychom pridali vice uzlovych bodu.
Zde je velka odchylka funkce a polynomu taktéz zpusobena velkymi hodnotami soucinu
(x —zo)(x —21) ... (x — ), pfedevsim pobliz konct interpola¢niho intervalu.

Proto je nékdy vhodné nenahrazovat funkci, zvlasté chceme-li ji aproximovat na del$im
intervalu, jednim interpola¢nim polynomem, ale interval rozdélit na malé ¢éasti a na kazdé
z nich funkci nahradit polynomem nizkého stupné. To bude namétem nasledujici kapitoly.

5.2 Interpolace pomoci splajni

Zékladni myslenka interpolace pomoci splajni je obdobna jako u Lagrangeovy interpolace.
Mame zadany uzlové body a = zp < 1 < --- < x, = b a funkéni hodnoty v nich,
které oznacime fy, f1,..., fn. Stejné jako predtim hleddme funkei S(z) takovou, ze plati
S(z;) = fi, i =0,1,...,n, ale tentokrat je funkce S(z) po ¢éstech polynom (obecné na
kazdém intervalu < x;, x;41 >, i =0, 1,...n—1 jiny) a spliiuje urcité pozadavky hladkosti
(tj. spojitosti derivaci).
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Konkrétné splajnem fadu k pro uzly a = zg < 71 < --- < x, = b rozumime funkei,
kterd je v kazdém intervalu < z;, ;.1 >, © = 0,...n — 1, polynom stupné k a ktera ma
v celém intervalu < a, b > spojité derivace az do fadu k — 1 véetné.

Poznamka. Slovo ,splajn” pochazi z anglického ,spline”, coz znamena pruzné kon-
struktérské pravitko. V ceské literatuie se nékdy pise splajn a nékdy spline.
Nejjednodussim piikladem je splajn fadu 1, linearni splajn. Funkce je na kazdém su-
bintervalu < x;, ;11 >, 1 = 0,...n — 1, nahrazena tuseckou, jejiz rovnice je

f(@iy1) — f(x)

Tit1 — T4

Si(z) = f(x;) + (x —x;), =€ T >
U splajnu 1. fadu pozadujeme spojitost derivaci do fadu 0 vcetné, tj. spojitost samotné
funkce S(z). Snadno se presvédéime, ze hodnoty jednotlivych funkei S;(x) v krajnich
bodech piislusného intervalu < x;, x;11 > jsou rovny f(z;), resp. f(z;41), ¢imz je zaruceno,
ze na sebe tyto funkce v uzlovych bodech spojité navazuji (viz obrazek 5.5). Zlepseni
aproximace dosdhneme zjemnénim intervalu mezi uzlovymi body.

Obrazek 5.5: Nahrazeni funkce linedrnim splajnem

Nejcastéji uzivané jsou tzv. kubické splajny, kdy k=3.

Definice a konstrukce kubického splajnu

Kubicky splajn pro funkci f s uzlovymi body ¢, x1,...,z, je funkce S(x), kterd je
kubicky polynom oznaceny S;(x) na kazdém subintervalu < z;, x;41 >, i =0,1,...,n—1,
vyhovuje podminkam
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Si(wip1) = Siy1(riqr), i=0,...,n—2 5.7)
Sz((xi-f—l) = z{—i-l(xi-f—l)? 7 :O,...,TL—2 (58)
Si(wiv1) = Sh(@ir), i=0,...,n—2 5.9)

a okrajovym podminkdm a), b) nebo c)

a) S"(xg) = S"(xz,)=0
b) S(w) = fy. §"(x,) = £
c) Sxo) = fo, Szn) =1,

(fy, fr, fo a fl jsou predem zadané konstanty).

Podminky 5.7 znamenaji spojitost funkce S v uzlovych bodech, podminky 5.8 a 5.9 spo-
jitost prvnich, resp. druhych derivaci.
Kubicky splajn spliiujici okrajové podminky a) se nazyva prirozeny kubicky splajn.

Na obrazku 5.6 je zndzornéna aproximace funkce f(z) = ﬁ pomoci prirozeného ku-
bického splajnu. Muzeme porovnat s obrazkem 5.4, kde byla tataz funkce nahrazena in-
terpola¢nim polynomem danym stejnymi uzlovymi body.

1.5i

—0.5-

Obrazek 5.6: Nahrazeni funkce f(z) = ﬁ prirozenym kubickym splajnem.

Nyni se budeme zabyvat problémem, jak k zadanym uzlovym bodum a hodnotam funkce
v nich sestrojit prirozeny kubicky splajn. (Splajn vyhovujici jinym okrajovym podminkam
by se nasel podobné.)

Na jednotlivych intervalech < x;, 2,01 >, ¢ = 0,1,...,n — 1, budeme splajn hledat ve
tvaru

Sl(:c) =a; + bl<l’ — Q?z) + Ci(ili — xl-)2 + d@<$ — $i>3
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Z podminek 5.6 dostaneme a;, = f(z;),i = 0,1,...n — 1. Odtud, z podminek 5.7, 5.8,
5.9 a z okrajovych podminek S{(x¢) = S/_,(z,) = 0 lze po jistém usili odvodit soustavu
rovnic s neznamymi ¢;, ¢ =0,...,n

Afi  Afi_ .
hi,lci,l + 2(}17;71 + hZ>CZ + hiC¢+1 =3 ( hf — %) , 1= 1, N (2 1 (510)
i i—1
co=c¢, =0
kde hz =Tjyr1 — X5 A Afl = f(l‘i+1> - f(Iﬁ), 1= O, e, — 1.
Po rozepsani a dosazeni za ¢y a ¢, soustava vypada takto:
2(h0 -+ hl)Cl -+ thQ = 3(% — %)
hicy + 2(hi +ha)ea +  hacy = 352 -3%h

hn726n72 + 2(h'nf2 + hnfl)cnfl = 3(% - %)

Jednd se o tiidiagonalni soustavu rovnic a lze ji vytesit napt. pomoci Gaussovy eliminaéni{
metody prizpusobené pro tiidiagonalni soustavu.

Koeficienty b; a d; pak dopocitdme pomoci ¢; ze vztahu (také odvozenych z podminek 5.6
-5.9)
f(@ipn) = @) ey + 20

;= ; ,=0,...,n—1 A2
b; B 3 h; i=0,...,n (5.12)

d = % i=0,....,n—1 (5.13)

Piiklad 5.4 Funkci f(x) = \/r aprozimujte prirozenym kubickym splajnem s uzlovymi
body’ T H 1 ‘ 1,69 ‘ 2,25 ‘ 2,89 ‘ 4 ‘ a pak pomoci tohoto splajnu vypoctéte priblizné hod-
notu f(2).

Reseni: Dopocitame funkéni hodnoty v uzlovych bodech a pak vypocteme h;, i = 0, 1,2, 3,
tj. délky jednotlivych intervalu a Af;,i = 0,1,2,3. Vypoctené hodnoty jsou zapsany v
nasledujici tabulce

7 0 1 2 3 4
z; 1 [1,692,25]2389]4
Fa) =+, | T | 13| 15 | 1,7 |2
h; 0,69 | 0,56 | 0,64 | 1,11
Af; 0,3 1021 021 0,3
Vime, ze ¢y = 0. Pro neznamé cq, co, c3 dostaneme podle 5.11 soustavu rovnic
2,5c; 4+ 0,56¢ = —0,232919
0,56¢; + 2,4co + 0,64c3 = —0,133929
0,64co + 3,5c3 = —0,126689

Resenim této soustavy je ¢; = —0,087085, ¢ = —0, 027155, ¢ = —0, 031231,
Koeficienty b; a d;,i = 0, 1,2, 3, dopoc¢itame podle vzorcu 5.12 a 5.13.
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Tedy napt. by =

1,3-1

—0,087085+2-0

0,69

3

0,69 = 0,454812
Ostatni koeficienty by se vypocitaly podobné. Vyjde:

) 0 1 2 3

a; 1 1,3 1,5 1.7

b; || 0,454812 | 0,394724 | 0,330749 | 0,293381

C 0 -0,087085 | -0,027155 | -0,031231

d; || -0,042070 | 0,035672 | -0,002123 | 0,009379

Vysledny ptirozeny kubicky splajn je tedy
So(2)=1+40,454812(x—1)—0,042070(z—1)3 z€<1;1,69>

S(g:) _ S1(x)=1,340,394724(x—1,69)—0,087085(2—1,69)2+0,035672(2—1,69)° x€<1,69;2,25>

Sa(x)=1,540,330749(x—2,25)—0,027155(x—2,25)2—0,002123(2—2,25)3 x€<2,25;2,89>
S3(x)=1,740,293381(x—2,89)—0,031231(z—2,89)2+0,009379(x—2,89)% z€<2,89;4>

Pfibliznou hodnotu funkce f v bodé x = 2 nyni vypocteme jako S;(2) = 1,415058 (protoze
2 €< 1,69; 2,25 >). Pro srovnani, piesna hodnota je /2 = 1,414214.

5.3 Metoda nejmensich ¢tvercu

V predchozich ¢astech této kapitoly jsme pozadovali, aby interpola¢ni polynom, resp.
splajn nabyval v uzlovych bodech stejnych hodnot jako funkce, jiz se snazime aproximovat.
V ptipadé, ze jsou funkéni hodnoty ziskany experimentalné, napt. jako vysledky néjakého
méreni, je interpolace nevhodna. Vysledky jsou totiz zatizeny chybami a interpolac¢ni
funkce by tyto chyby kopirovala, coz je pfesné to, ¢eho se chceme vyvarovat. Kromé toho
povaha experimentu nevylucuje moznost nékolika méfeni pii nezménéné hodnoté z, tj.
nemusi byt vSechny uzlové body navzijem ruzné. Vzhledem k témto okolnostem neni
dobré pozadovat, aby aproximacni funkce nabyvala v uzlovych bodech predem danych
hodnot. V mnoha piipadech méame urc¢itou predstavu o povaze funkce, jejiz hodnoty jsme
namérili, napt. muze se jednat o linearni nebo kvadratickou zavislost. Pak hledame mezi
vSemi funkcemi tohoto zndmého typu takovou, ktera prochézi k zadanym bodum v jistém
smyslu nejblize.

Formulace problému

Jsou dany body z;, ¢« = 0,...n a funkéni hodnoty v nich y;. Déle jsou dany funkce
v, 1 =0,...m, m <n. Mezi vSemi funkcemi tvaru

Pu(z) = copo(r) + cro1(x) + -+ + cnpm (),

o, - - - Cp jSOU redlna cisla, hleddame takovou, pro niz velicina

n

P2(Co, e C) = Z(yz - Pm(xi))2

1=0

nabyva minimalni hodnoty.
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Takovou funkci pak nazyvame nejlepsi aproximaci experimentalnich dat yg,...y, v
dané tridé funkci ve smyslu metody nejmensich ¢tverci.
Veli¢ina p? se nazyva kvadraticka odchylka.

Nalezeni nejlepsi aproximace

Kvadraticka odchylka

n

P =D (11— copo(w) — e () — -+ = e (1))’
i=0
je funkci koeficientu ¢y, . . ., ¢,,. Z diferencialniho poétu funkei vice proménnych je znamo,

7e nutnou podminkou pro to, aby p? nabyvala minima, je splnéni rovnic

0, 5 0w 2] .
8_cj(p ) = 8_0][2(% — copo(Ti) — c1p1(xi) — + -+ — CmPm (i) ] =0, j=0,....m

=0

Zderivovanim dostaneme

n

ZQ(% — copo(zi) — c1o1(wi) — -+ = P (2:)) (—j(75)) =0, j=0,...m.

Rovnice vydélime —2 a rozdélime na jednotlivé sumy:

Zyz% ;) 200900(152')%(132') — Z CmSOm(Ii)QOj(xi) 7=0,...m

1=0 1=0

7 kazdé sumy muzeme vytknout odpovidajici koeficient c;. Snadnou tpravou pak dosta-
neme tzv. normalni rovnice pro neznamé cy, ..., ¢, :

Co Z wo(zi)pj(z;) + - +cm Z Om () () Z vipi(x;) j=0,...m.
i=0

Tato soustava rovnic po rozepsani vypada takto:

CoZ@%(ﬂfz’) +Clzsﬁ1 2)$o(:) -+ cm Y mlT)po(e ‘):Zyi%(iﬂi)

i:O

Co Z ()00 xl 301 + 1 Z 901 xl +-ton Z me xz 901 Z yzgol 5 14)

=0

co Yy wo(x)om(Ti) + 1 Y pr(@)om(@) £+ om Y () = Z Yiom (i)

=0 =0 =0

Ziskana soustava rovnic vypada mozna ponékud hrozivé a neptrehledné, ale uvidime, ze s
konkrétnimi funkcemi ¢; se situace vyjasni.
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Aproximace metodou nejmensich ¢ctverca algebraickymi polynomy

Velmi ¢astd volba funkel ¢; je ¢;(z) = 2%, i = 0,1,...m, tj.

wo(z) =1, 01(x) =z,..., pm(x) = 2™
Aproximujici funkce P,, je pak tvaru
P.(z)=cy+cx+ -+ cpa™
a jednotlivé sumy v soustavé normalnich rovnic vyjdou

ngg(acZ 21—1—1-14— +1l=n+1, ngl
i=0 nt1

=0

obecné

n

Z% i)o1(x:) —Zn:l’f’xﬁ:fo“, k.l=0,...
i=0

1=0

Soustava normalnich rovnic pak vypada nasledovné

con+1) + CIZL- + ... cmZx
i=0
CQZZL‘,’ + clzxf + ...+ cmme+1
=0 =0

n n n
Co E "+ E S R R, E zm
1=0 1=0 i=0

Z Yi
’iio

Z T
i=0

n
m
E T, Yi
i=0

Specidlné pro aproximaci piimkou Pj(x) = ¢y + ¢;  dostaneme soustavu

n n
con+1) + E T, = E Yi
=0 i=0
n n n
2
Co E T + G E Ty = E TiYi
i=0 i=0 i=0
a pro aproximaci parabolou Py(x) = ¢y + 1z + cox
n n n
1 . 2 _ 4
coln+1) + 1) = + Yy x = Vi
i=0 i=0 i=0
n n n n
2 3 _
Co E r, + ¢ E r; + C E T; = g T;Y;
i=0 i=0 i=0 i=0
n n n n
2 3 4 2
Co E  + a E T+ c g Ty = § T;Yi
i=0 i=0 i=0 i=0

2

soustavu

(5.15)

(5.16)
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Piiklad 5.5 Funkci zadanou nasledujici tabulkou bodu aproximujte metodou nejmensich
¢tvercu, pomoci primky.
x; 0,2 0,5 0,9 1,6 2,0 2,9 3,5
yi || 16,58 | 19,30 | 18,12 | 20,94 | 20,90 | 24,66 | 24,50

Reseni: Bylo zaddno 7 bodu, proto n = 6. Koeficienty piimky ziskdme jako fesen{ sou-
stavy rovnic 5.16. Pro piehlednost si vSechny potifebné hodnoty zapiseme do tabulky:

|

\ T \ Yi ‘ a3 ‘ LY ‘
0,2 | 16,58 | 0,04 3,316

0,5 | 19,30 | 0,25 9,650

0,9 | 18,12 | 0,81 | 16,308
1,6 | 20,94 | 2,56 | 33,504
2,0 | 20,90 | 4,00 | 41,800
2,9 | 2466 | 841 | 71,514
3,0 | 24,50 | 12,25 | 85,750
11,6 | 145,00 | 28,32 | 261,842

T | W DN | O ==

]

Nyni muzeme sestavit normalni rovnice:

7C0 + 11,601 = 145
11,60 + 28,32¢; = 261,842

Jejich teSenim je ¢y = 16,788 , ¢; = 2, 370.
Hledana piimka je tedy Py(z) = 16, 78842, 370 x. Zadané body jsou spolu s touto piimkou
zobrazeny na obrazku 5.7.

Poznamka. Pokud namétfené hodnoty vykazuji periodické chovani, je vhodnéjsi je po-
moci metody nejmensich ¢tverci aproximovat trigonometrickymi polynomy. Za funkce ¢;
muzeme volit

wo(x) =1, p1(x) =cosx , po(z) =sinx , p3(r) = cos2x , pu(r) =sin2x, ...
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10-

Obrazek 5.7: K prikladu 5.5: zadané body a nalezena piimka

6 Numerické derivovani a integrovani

V této kapitole se budeme zabyvat otazkou, jak vypocitat derivaci a integral z funkce,
ktera je zadana pouze tabulkou bodu nebo pro kterou by byl analyticky vypocet prilis
slozity.

Zékladni myslenkou je nahradit funkci interpolacnim polynomem, popiipadé jinou apro-
ximaci, a derivovat ¢i integrovat aproximujici funkeci.

6.1 Numerické derivovani

Jak jiz bylo feceno v uvodu, budeme fesSit problém, jak vypocitat hodnotu derivace
dané funkce v urcitém bodé nikoli analyticky, ale pouze ptiblizné, a to pomoci znamych
funkénich hodnot v uré¢itych bodech.

Muzeme k tomu pouzit interpolac¢ni polynom. Hodnotu derivace funkce nahradime hodno-
tou derivace interpolaéniho polynomu. Tedy, je-li P, (z) interpolacni polynom dany funkei
f(z) a uzlovymi body zy, x1,. .., z,, polozime

f'(x) = P(x).

Podobné pro derivace vyssich adu (ovsem pouze do tadu n, pro vyssi uz ne) muzeme
polozit

Poznamenejme, ze v uzlovych bodech se hodnoty derivaci funkce a interpolacniho poly-
nomu nemuseji shodovat. Pro ilustraci muze poslouzit opét 5.4, na kterém je dobie videét,
ze zatimco funkéni hodnoty v uzlovych bodech jsou u funkce a interpolaé¢niho polynomu
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stejné, smérnice tecen k témto dvéma grafum (tj. hodnoty derivaci) jsou v uzlovych bodech
velmi odlisné.

Odhad chyby pro prvni derivaci lze vyjadrit pomérné slozitym vzorcem, proto jej uve-
deme pouze specidlné pro uzlové body a pro ptipad, ze uzly jsou ekvidistantni.
Ptipomenme, ze to jsou uzly takové, ze vzdalenost mezi kazdymi dvéma sousednimi uzly
je stejna. Tuto vzdalenost znac¢ime h. Plati, ze x; = xg +ih, 1 =0,...n.

Pro takovéto uzly pak plati

(1 e
(n+ 1)(2)

kde & jsou body lezici uvniti intervalu < xq, z, > .

f,<m/€) _Pr/z(xk) = f(n+1)(£k)v k=0,...n,

6.1.1 Neékteré casto pouzivané vzorce pro numerické derivovani

Uvedeme zde nékteré jednodussi, ¢asto uzivané vzorce pro prvni a druhou derivaci v uz-
lovych bodech. V tomto textu se s nimi jesté setkame v kapitolach vénovanych nume-
rickému reseni diferencialnich rovnic.

Jako posledni je v kazdém vzorci uveden chybovy ¢len, ktery pii samotném vypoctu
zanedbavame.

Cim vyssf mocnina kroku h se v ném vyskytuje, tim je chyba mensi (a tedy vzorec lepsf),
nebot h byvé zpravidla malé ¢&fslo, h < 1, a pro takova éisla plati A > h%2 > h3 > .-,
Nejjednodussi vzorec pro derivaci prvniho fadu dostaneme zderivovanim interpola¢niho
polynomu prvniho stupné daného uzly x¢ a x1 = z¢ + h.

Maé-li funkce f druhou derivaci na intervalu < xg,x; >, pak existuji body &, & €<
xo, 1 > tak, ze plati

fl@1) = fzo) R

(o) N —5/"(&) (6.1)
floy = TEIE) ey (62)

Tyto vzorce lze téz odvodit pomoci Taylorova rozvoje funkce f.

Derivovanim interpolacniho polynomu druhého stupné daného uzly zo = 1 — h,z; a
r9 = x1 + h dostaneme presnéjsi vzorce pro prvni derivaci v téchto uzlovych bodech.
Ma-li funkce f ¢tvrtou derivaci na intervalu < g, x5 >, pak existuji body &, &, & €<
Tg, Lo > takové, ze

—3f(xo) +4f(x1) — f(x2) +h_2

F(ao) = s L e (63)
f/<x1) _ f(x2)2_hf(x0) _%f///(é-l) (64)
f/(iL'Q) _ f(.l’()) B 4f(.171) + 3f(f172) +h_2f///(£2) (65)

2h 3
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Pomoci druhé derivace téhoz interpola¢niho polynomu dostaneme vzorec pro druhou de-
rivaci funkce f v bodé xy.

Ma-li funkce f patou derivaci na intervalu < xg,zs >, pak existuje bod £ €< xg,zo >
takovy, ze

f(wo) = 2f(x1) + f(ze) P2
h? 12

f(@) = FO(e) (6.6)

f(xl ) y=f(X)

Obrazek 6.1: Numerické derivovani - ilustrace ke vzorci 6.2

Na obrézcich 6.1 a 6.2 je zachycen geometricky vyznam vzorcu 6.2 a 6.4. Hodnota derivace
funkce f v bodé x4, tj. smérnice teény ke grafu funkce v tomto bodé (teéna je na obrazcich
nakreslena ¢erné), je priblizné rovna smérnici secny dané body zy a 1, resp. zp a x5 (tyto
secny jsou na obrazcich nakresleny sedé).

Poznamka o zaokrouhlovaci chybé pii numerické derivovani

Mohlo by se zdat, ze zmensovanim kroku A lze dosdhnout pfi numerickém derivovani
libovolné presnosti. Bohuzel se vsak ukazuje, ze pii ptilis malém h muze velmi narust vliv
zaokrouhlovaci chyby.

To je vidét uz z nejjednodussiho vzorce 6.2. Pro malé h muze byt f(x¢) = f(z1) a tedy
v citateli zlomku odc¢itame dvé sobé velmi blizka ¢isla, vysledek pak navic opét délime
malym cislem. To jsou operace vzhledem k zaokrouhlovaci chybé velmi riskantni, viz
kapitolu o chybach.

Naopak, pfi velkém kroku h nelze ocekavat velkou ptesnost vzhledem k chybé metody.
Proto je potieba volit kompromis, vice o tom v [5].
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Obrazek 6.2: Numerické derivovani - ilustrace ke vzorci 6.4

V pripadé funkci, jejichz hodnoty byly ziskany napi. experimentalné a jsou zatizeny neza-
nedbatelnymi chybami, se doporucuje nejprve tyto hodnoty metodou nejmensich ¢tvercu
,vyrovnat” a potom teprve funkci derivovat.

6.2 Numerické integrovani

Urceni primitivni funkce k dané funkei f(z) muze byt nesnadné, jak si Ctenar jisté vzpo-
mene z prviniho semestru matematiky, nékdy je to zcela nemozné. V piipadé, ze jsou
hodnoty funkce f dany tabulkou, pojem primitivni funkce uplné ztraci smysl. Presto

muzeme chtit z takové funkce integral vypocitat.
b

Zde se budeme zabyvat vypoctem urcitého integralu [ f(z)dx. Jak si jisté vsichni vzpo-

menou, pomoci tohoto integralu se vypocita obsah glochy pod grafem funkce f(x) na
intervalu < a, b >, viz obréazek 6.3.

Numericky vypocet tohoto integralu se nazyva numericka kvadratura. Jedna z moznych
cest je nahrazeni funkce f na intervalu < a,b > interpolaé¢nim polynomem. Ten jiz se pak
zintegruje snadno.

6.2.1 Newton-Cotesovy vzorce

Newton-Cotesovy kvadraturni vzorce (kvadraturni formule) obdrzime integrovdnim inter-
pola¢nich polynomu s ekvidistantnimi uzly. Muzeme je rozdélit do dvou skupin:

- uzaviené vzorce, kde krajni body intervalu bereme za uzly kvadratury

- oteviené vzorce, kde krajni body nebereme za uzly kvadratury a uzly jsou polozeny
symetricky podle stfedu intervalu.
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Obrazek 6.3: Pripomenuti vyznamu urcitého integralu

Blize se zde budeme zabyvat uzavienymi formulemi, z otevienych se muzeme zminit o
nejjednodussi z nich, a tou je tzv. obdélnikova metoda.

Za jediny uzel interpolace bereme stied intervalu < a,b >, vlastné funkci na tomto inter-
valu nahradime konstantou f (“TH’) a integral je pak ptiblizné roven obsahu obdélnika, viz
obrazek 6.4.

/ f(x)dz = (b — a) F(252). (6.7)

a (a+b)/2 b

Obrazek 6.4: Obdélnikova metoda

Z uzavienych vzorcu je nejjednodussi lichobéznikova metoda (nebo téz lichobéznikové
pravidlo).
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Funkci f(x) nahradime na intervalu < a, b > linedrnim interpola¢nim polynomem danym
uzly a,b (zde zapsanym v Lagrangeové tvaru):

L) = fl@) 220 4 ) T2

Integraci tohoto polynomu po pouziti jednoduchych tuprav dostaneme
b b b—a
/ Fla)de = / Ly(w)de =~ ( fla) + f(b)). (6.8)

V tomto pripadé nahrazujeme obsah podgrafu funkce f obsahem piislusného lichobéznika,
viz obrazek 6.5, odtud nazev metody.

Poznamka. Vzorec 6.8 muzeme dostat i pouzitim zndmého vztahu pro obsah lichobéznika
S = %(A + C)v, kde A a C jsou délky podstav lichobéznika a v je jeho vyska. Musime si
ovsem uvédomit, ze v tomto ptipadé je lichobéznik obracen, jeho podstavy jsou svisle.

Obrazek 6.5: Lichobéznikova metoda

Na integraci interpola¢niho polynomu druhého stupné, za jehoz uzly bereme a,b a stied

integra¢niho intervalu, tj. “T“’, je zalozena tzv. Simpsonova metoda (viz obréazek 6.6):

[ =250 (500 + 4558+ 50). (69)

Podobné bychom mohli integrovat interpolacni polynomy vyssich stupnu. Ptibliznd hod-
nota integralu vzdy vyjde jako soucet urcitych nasobku funkénich hodnot v uzlech. Obecné
je uzavireny Newton-Cotesuv vzorec tvaru

/ fl)de = (b= a) Y Hf (), (6.10)



Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné 73

a (a+b)/2 b

Obrazek 6.6: Simpsonova metoda

kde n je stupen pouzitého interpolacniho polynomu, H; jsou tzv. Cotesovy koeficienty a
x; jsou uzly, pro néz plati x; = a +ih,i =0,...,n, (h = ”_T“ je krok mezi uzly).
Ptehled Cotesovych koeficientt az do n = 8 lze nalézt napt. v [2].

Chyba E Newton-Cotesovych vzorct se vypocte integraci chyby interpolace 5.4,

1

b= m/a FDE) (@ — o) -+ (& — w,)da

Zjednoduseni tohoto vyrazu je dosti obtiZzné, je ho potfeba provést zvlast pro n sudé a
pro n liché. Podrobnosti lze nalézt v [5].
Pro n sudé plati

nt2) ()
_ —Jzni 2(;’!) / 2 —0) - (2 — ) do, (6.11)

a pro n liché

(n+1) b
I o 612

kde n € [a, b]. Integrély v téchto vzorcich lze pro konkrétni n vypocitat (byt je to ponékud
pracné).

Napi. chyba lichobéznikové metody pomoci vzorce 6.12 vyjde

1

E=—50b—a’f(n). (6.13)
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V kapitole o interpolaci jsme ukézali, Ze interpola¢ni polynomy vyssich stupnu mohou
oscilovat a nemuseji dobfe vystihnout chovani interpolované funkce. Také vypocet Cote-
sovych koeficientu je pro velkd n slozity. Proto se Newton-Cotesovych vzorcu vysokych
radu uziva ziidka.

6.2.2 Slozené kvadraturni vzorce

Jiz z obrazku je vidét, ze chyba integrace pomoci uvedenych Newton-Cotesovych vzorcu
nizkych fadu muze byt znaéna. Proto je lepsi interval < a,b > rozdélit na vétsi pocet
stejnych dilku a na kazdém z nich pouzit vybrany jednoduchy kvadraturni vzorec.

a=Xy h X3 h Xp v b=xmn

Obrazek 6.7: Slozené lichobéznikové pravidlo

Rozebereme si nyni podrobnéji slozené lichobéznikové pravidlo.
Interval < a,b > rozdélime na m subintervalu délky h = b_wa - viz obrazek 6.7. Na kazdém
subintervalu pouzijeme jednoduché lichobéznikové pravidlo. Plati

/abf(:lf)d:v = /mjlf(x)dx+/mj2f(x)dx+"'+/x:m1f(f£)dx£
h

= 3 (f(:co) + f(:cl)) + g (f(xl) + f(xg)) 4. +g <f(xm_1) n f(xm))
Celkem tedy
/abf(x) de =h (% flzo) + fz1) + -+ fTmo) + % f(xm)) =1L, (6.14)

Je ziejmé, ze ¢im jemnéji interval < a,b > nadélime, tim ptesnéjsi bude vysledek.

Chyba integrace na kazdém diléim intervalu < z;_y, x; > je podle 6.13 E; = —5 h3 f” ().
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Celkova chyba je tedy
3

E = —% (£70m) + 1" () 4+ + 1) ).

Je-li funkce f” na intervalu [a, b] spojitd, existuje bod n €< a,b > tak, ze plati
ffm) + f"(m2) + -+ [ () = mf"(n)

Dohromady dostaneme pro chybu slozeného lichobéznikového pravidla

= h3 " — (b _ a)3 " _ (b B a)3 "
B = —pmf!n) = =5 mf ) = =5 (). (6.15)

Podobné jako u chyby interpolace je prakticky nemozné uré¢it bod 7. Lze-li nalézt M, =
maxie<qp> | f(t)], muzeme chybu alespon shora odhadnout. Plati totiz

(b—a)’
12m?2

Tento odhad lze pouzit téz pro uréeni vhodného poctu déleni m, chceme-li, aby chyba
integrace nepresdhla néjaké zadané e.

Bl <

M, (6.16)

Spise nez odhad chyby se ovSem pro dosazeni zaddané presnosti € pouziva jiny postup.
Muzeme konstruovat posloupnost Li, Lo, Ly, ... Jeji vypocet je velmi usporny, protoze

ces

vSechny funkéni hodnoty pouzité v néjakém L,, se pouziji i pii vypoctu Lo,,. Plati

Lam = 3 Em -+ *o (fo0) + flas) -+ S ),

kde v zavorce je pouze soucet funkénich hodnot v novych délicich bodech, které puvodni
déleni zjemnuji.

Vypocet zastavime, jakmile je splnéna podminka |Ls,, — L,,| < €.

(Splnénim této podminky ale neni zaruceno, ze se Ly, od pfesné hodnoty integralu lisi o
méneé nez ¢.)

Zcela analogicky jako slozené lichobéznikové pravidlo muzeme odvodit slozené Simpso-
novo pravidlo.

Interval < a,b > rozdélime na sudy pocet m dilku délky h = bﬁ a postupné na dvojicich
sousednich dilku pouzijeme jednoduché Simpsonovo pravidlo.

Po upravé dostaneme

/f(x)dxi (6.17)
a | "

= 5 (Flao) + 47 (@0) + 20 (@2) + 41 (@) + -+ + 2 (2r-2) + 4 (wn1) + S (@) ) = S

Pro odhad chyby F se pouzije vzorec 6.11 a podobné uvahy jako pii odvozovani chyby
slozeného lichobéznikového pravidla. Vyjde

(b—a)® 4
L o), (6.18)

n € [a,b].



Matematika 3 76

2
Priiklad 6.1 Vypoctéte pribliznou hodnotu integrdalu e dz pomoci sloZeného lichobéznikového

0
pravidla pro m = 4. Odhadnéte, jaké nanejuys chyby se pri tomto vypoctu dopustime.

Reseni: Dosadime do vzorce 6.14. Délka kroku & je v tomto pifpadé 2;—0 = 0, 5. Priblizna
hodnota integréalu je tedy

Li=0,5- (§£(0) + £(0.5) + f(1) + f(1,5) + 1 £(2)) =
= 0,5+ (§e0 470 o7l 72 4 Let) = 0,8806

Odhad chyby dostaneme pomoci vzorce 6.16.

Musime vypocitat druhou derivaci funkce f(z) = e, Ta vyjde f"(z) = e * (42 — 2).
Nyni najdeme maximum jeji absolutni hodnoty na intervalu < 0,2 > . Vyuzitim poznatku
z prvniho semestru matematiky zjistime, ze funkce f”(x) nabyva lokdlniho minima v
bodé x = 0 a lokalniho maxima v bodech = = i‘/Té. Nas vsak zajimd maximum absolutni
hodnoty na intervalu < 0,2 > . Vypocteme hodnoty f” ve vSech ,podezielych” bodech:

f"(0) = -2 f”(?) =0,89 f"(2)=0,26

V absolutn{ hodnoté je z téchto cisel nejvétsi —2, tedy My = | — 2| = 2.

Celkem je tedy absolutni hodnota chyby nanejvys rovna % ‘2= % =0,0833

2
Priiklad 6.2 Zjistéte, jakou délku kroku je treba zvolit pri vypoctu integrdlu / e dx

0
(téhoz jako v prikladu 6.1) pomoci sloZeného lichobézinikového pravidla, chceme-li, aby
chyba integrace nebyla vétsi nez 0,001.

Reseni: Prehlednéjsi je najit nejprve vhodny pocet délenf m, z néj jiz délku kroku uréime

snadno. ) ,

Vime, ze pro chybu FE plati |E| < (12_ a2) M. V piikladu 6.1 jsme zjistili, ze My = 2.
m

Najdeme-li m tak, aby vyraz na pravé strané predchozi nerovnosti byl mensi nez 0, 001,

bude zaruceno, ze i chyba E bude dostatecné mala. M4 tedy platit

(2—-0)°
12m?
Odtud snadno dostaneme, ze
2 > 8 ° 2
— 12-0,001
m > 36,51

.2.<0,001

m

Zvolime-li tedy m = 37 (nebo jakékoli vétsi), je zaruceno, ze chyba bude mensi nez 0,001.
Hledana délka kroku muze byt tedy %

Poznamenejme, Ze takto ziskany pocet déleni m muze byt zbytecné velky. V tomto
prikladu by ve skutec¢nosti pro dosazeni zadané presnosti stacilo uz m = 5 - to ale bez zna-
losti presné hodnoty integralu nejsme schopni rozeznat. S poctem déleni ziskanym praveé
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predvedenym postupem mame sice mozna vice prace, ale zato jistotu, ze vysledek bude
dost presny.

Poznamka. Kromé Newton-Cotesovych kvadraturnich vzorcu existuje i mnoho dalsich.
Dulezité jsou napt. Gaussovy kvadraturni formule. V nich se ptiblizna hodnota integralu
opét pocita jako linearni kombinace funkénich hodnot,

[ r@de =Y Hifw)

Koeficienty H; € R a wzly z; €< a,b > jsou urceny tak, aby vzorec byl presny pro
integrovani polynomu do stupné 2n + 1 véetne.

Poznamka. Numericky vypocet neuréitého integralu [ f(x)dz spocivd v nalezeni

funkee y(z) = [ f(t)dt.
Tato uloha je ekvivalentni s nalezenim feSeni Cauchyovy pocatecni ulohy

' = [f(@), y(w) =0.

Metodam numerického feseni takovychto tloh bude vénovana kapitola 7.

7 Numerické reSeni diferencialnich rovnic

Bude doplnéno.

7.1 Pocatecni tlohy
7.2 QOkrajové tulohy
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Cast 11
PRAVDEPODOBNOST

8 Pravdépodobnostni modely

Nyni se ve studiu pfeneseme nékam trochu jinam - opustime numerické metody a vrhneme
se do studia pravdépodobvnosti. Cilem této kapitoly je predstavit ctenafi ¢tyti zdkladni
pojeti pravdépodobnosti, ktera jsou uzivana v technické praxi. Uvidime, ze pojeti 7.1
je specialnim pripadem pojeti 8.3 a pojeti 8.2 specialnim pripadem pojeti 8.4. Dulezity
je pojem néhodné veli¢iny (ndhodné proménné) X. Popsat, jak se velicina X chova, je
ukolem teorie pravdépodobnosti.

Co je to pravdépodobnost? Soubézné v tomto textu se mluvi i o statistice, tedy druha
otazka, ktera s tou prvni souvisi, je: Co je to statistika?. Statistika a pravdépodobnost
jsou jako dvé strany jedné mince. Teorie pravdépodobnosti se pta: Pokud vychazime z
konkrétniho stavu svéta, jaké dusledky budou pravdépodobné nasledovat? A teorie sta-
tistiky se pta: Pokud vychézime z jisté skupiny dusledku (napt. méfeni), jaky stav svéta
asi tyto dusledky zpusobil?

Piiklad 8.1 Hazeme hraci kostkou. Pokud je kostka z homogenniho materidlu (vychdzime
z urc¢itého stavu svéta), tj. je requlérni hraci kostka a neni falesnd, pravdépodobnost, Ze
padne Sestka (=urcity dusledek), je rovna %. Ty. usuzujeme, Ze Sestka padne asi v %~100 =
16,66 % pripadi hodu kostkou. To je pravdépodobnost.

Kdyby naopak nam ze 150 hodu kostkou Sestka padla ve 47 pripadech (= méreni), usoudili
bychom, Ze bud’ se jednd o ndhodu, Ze Sestka padala v % 100 = 31,33% hodii, nebo kostka
neni homogenni a obsahuje néjaké oluvko, které ji nuti k tomu, aby Sestka padala castéji
(usuzujeme na urcity stav svéta). To je statistika.

Tématem této ilustrace byla nahodnd velicina X, kterd uddvd, jaky pocet ok padne pri

hodu kostkou.

Dtive nez predstavime jednotliva pojeti pravdépodobnosti, musime zavést urcité oznaceni.
Pismeno €2 bude znac¢it mnozinu vsech hodnot, kterych nahodna veli¢ina X muze nabyvat.
Bude to zpravidla mnozina vsech moznych vysledku experimentu nebo hry. Velkymi
pismeny (napt. A, B,...) budeme oznacovat néjaké podmnoziny mnoziny €2 a budeme
jim tikat ndhodné jevy. Kdyz fekneme, ze nastal jev A, budeme tim rozumeét, ze nahodna
veli¢ina X nabyvé hodnoty z mnoziny A. Symbol P(A) bude oznacovat pravdépodobnost,
ze nastane jev A. Pravdépodobnost splnuje nasledujici vlastnosti:

(i) 0<P(A)< 1.

(il) Q oznacuje jev jisty, jehoz pravdépodobnost je P(Q) = 1, prazdnd mnozina () zna-
mend jev nemozny, pro ktery P(()) = 0.
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(iii) Pokud ndhodné jevy Ay, As, ..., A, jsou po dvou disjunktni, tj. A;,NA; = 0 proi # 7,
pak pravdépodobnost jejich sjednocenti je rovna souctu jednotlivych pravdépodobnosti,
tj.

P(AiUAy U...UA,) = P(A)) + P(Ay) + - + P(A,).

Dile A = Q — A znamend opacny jev k jevu A. Jev A tedy nastane, pokud nenastane jev
A. Sjednoceni jevi AU B znamena, ze nastane aspon jeden z jevu A, B. Prunik jevi ANB
rikd, ze jevy A, B nastanou soucasné. Z vlastnosti (i) az (iii) lze odvodit dalsi dulezité
vztahy, které plati:

(iv) P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
(v) Pokud A C B, tak P(A) < P(B).
(vi) P(A)=1- P(A).

To jsme tedy charakterizovali pravdépodobnost a muzeme se pustit do studia jednotlivych
typu pravdépodobnostnich modelu.

8.1 Klasicka pravdépodobnost

Vézeni pratelé, ano. Duvodem vzniku pravdépodobnosti je rozvoj hazardnich her. To je
tzv. klasické pojeti. Klasicka pravdépodobnost jevu A se definuje jako podil poctu
priznivych vysledkia (=hodnot lezicich v mnoziné A= poctu prvka mnoziny
A) ku poctu vSech moznych vysledktu (= poc¢tu prvka mnoziny (2). Oznacime-li
pocet prvku mnoziny svislymi ¢arami, plati

P(A) u (svislé cary oznacuji pocet prvku mnoziny).

19

Piiklad 8.2 Uvazujme jednoduchou hazardni hru, kterd spocivd v hodu minci dvakrdt
za sebou. Pritom ndhodnd velicina (X,Y) neuddvd vzddlenost, do které jsme minci ho-
dili, nybrz vsimd si, kolikrdt a v jakém poradi padl na minci rub nebo lic. Jednd se
vliastneé o dvourozmérnou velicinu - jeji proni soutadnice X charakterizuje pruni hod,
druhd souradnice Y druhy hod mince. MnoZina vsech moznijch vysledki je zde £ =
{(L,R),(R,L),(L,L),(R,R)}. Kdyz jev A napriklad znamend, Ze v nasi hie padl lic pri
pronim hodu, tento vysledek nastane ve dvou pripadech: A = {(L, R),(L,L)}. Tedy
Al _ 2
P(A) = @ =1 =0,5.

To znamend, Ze kdyz nasi jednoduchou hru budeme nékolikrdt opakovat, tak pokud mince
nent falesnd a je dobre vyvdzend, jev A nastane priblizné v 50% pripadii.
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Dulezity je nasledujici ramecek, kde je charakterizovano, kdy lze klasickou pravdépodobnost
pouzit:

Klasickou pravdépodobnost muzeme uzit jen tehdy, kdyz Q (= mnozina vsech
moznych vysledku pokusu) je konecnd a vsechny vysledky hry nebo pokusu
nastavaji se stejnou pravdépodobnosti (= jsou stejné pravdépodobné).

Priklad 8.3 UvazZujme jednoduchy experiment tirech hodu minci. Jakd je pravdépodobnost
jevu A = dvakrdt padne lic a jednou rub (pritom nezdlezi na poradi, ve kterém padnou)?

Regend: MnoZina vsech moznych visledki experimentu je
Q={LLL,LLR,LRL,RLL, LRR, RLR, RRL, RRR}.

Mnozinu A lze psat A = {LLR, LRL, RLL}. Podle definice klasické pravdépodobnosti tedy
P(A) = % = 0.375.

Aby bylo vidét, ze klasickou pravdépodobnost 1ze uzit i k né¢emu praktictéjsimu, zavedeme
pojem podminéné pravdépodobnosti. O co se jednd, vysvétlim na piikladu.

Priiklad 8.4 Ze 120 studenti v predndskové skupiné jich 90 spocetlo priklady zadané
za dobrovolnou domdci samostatnou prdci. Pak 75 studenti sloZilo zkousku v Tddném
terminu, z toho T0 bylo téch, co spocitali zadané priklady. Student XY se prisel ze-
ptat na vysledek zkousky. Zkousejici jej neznd, ale XY prozradi, Ze si spocital zadané
priklady. Zkousejici nestastnou ndhodou zapomnél zkouskovou zprdvu doma, ale na zdkladé
predchozich souhrnnyjch idagi (které zna zpaméti) studentovi je schopen tict pravdépodobnost,
s jakou slozil zkousku. Urcete ji 1 vy.

Regeni: Oznacme S = ndhodné vybrany student spocital zadané priklady; Z = ndhodné
vybrany student slozil zkousku. Nasim ikolem je urcit podminénou pravdépodobnost
P(Z|S) (¢ti: podminénd pravdépodobnost jevu Z, pokud uz vime, Ze nastala podminka S;
podminku S pri tomto typu zdpisu piseme vZdy za svislou ¢arou). Abychom tuto podminénou
pravdépodobnost mohli urcit, zcela zapomeneme ty studenty, kteri nesplruji podminku, o
které vime, Ze uzZ nastala - zuzZime tedy své dalsi uvaZovdani pouze na mnozinu téch 90
studentu, kteri spocitali zadané priklady. Pak v duchu klasické pravdépodobnosti pouZité
na téchto 90 studenti dostdvame
70 |1ZN S|

P(Z]S) = 90 = 0.778 = 5]
v ramci hesla ,,vyjadii jednoduchou skutecnost tak, aby ji nikdo nerozumnél” nyni jesté
upravime posledni zlomek v piikladu tak, ze itatele i jmenovatele vydélime hodnotou ||
(koneckoncu je to povolend tprava, takze si to muzeme dovolit):

zns| o Pzns)
S|

ST BT PE)

P(Z]5) =
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Posledni vztah v predchozim odvozeni se uvadi jako zédkladni vzorec pro vypocet podminéné
pravdépodobnosti:

P(AN B)

PUAIB) = =5

(8.1)

Porovnénim pravdépodobnosti P(Z) = & = 0.625 a P(Z|S) = 0.778 vidime, Ze spociténi
domaci ulohy naznacuje, ze student dopadl u zkousky lépe. Podminéna pravdépodobnost
udavd, jak se zméni P(Z) doddanim podminky S, tj. jakym zpusobem ovlivni podminka

S pravdépodobnost jevu Z.
Néekdy dodani dalsi podminky pravdépodobnost jevu neovlivni - pak fikame, ze jev A
je na podmince B nezavisly, nebo ze jevy A, B jsou nezavislé:
P(A|B) = P(A)
Piiklad 8.5 V situaci z prikladu 8.3 sestavd 120 studentu, o kterych je 7eé, z 24 divek (z

nichz 15 slozilo zkousku) a 96 kluki (z nichz 60 sloZilo zkousku). Zdvisi uspéch u zkousky
na tom, zda je student divka nebo kluk?

Reseni. Oznacéme D = ndhodné vybrany student je divka; K = ndhodné vybrany student

je kluk. Pak

P(ZNnD) &
P(ZID) = ————> =220 =0625= P(2);
P(D) 2
P(ZNnK) &
120

Vidime, Ze jev Z nezdvisi na jevu D, ant na jevu K. Tj. uspéch u zkousky nezavisi na
tom, zda je student divka nebo kluk.

Zatim se zdalo, ze dosazovat do vzorce 8.1 je ponékud vykonstruované, protoze dosazujeme
dva stejné jmenovatele, které pak zkratime, ale tento vztah mé skutecné uziti - napiiklad
Ize z néj zase néco odvodit, a sice vztah pro vypocet pruniku dvou jevu:

P(ANB)=P(A)- P(B|A); (8.2)
a protoze pfi operaci pruniku nezélezi na poradi mnozin, plati téz
P(ANB)=P(BNA)=P(B)- P(A|B).

Zkratka a dobte, pti vypoctu pravdépodobnosti pruniku jevu lze pouzit libovolny ze dvou
pravé uvedenych vzorcu podle toho, do kterého umime jednoduseji dosadit. Pokud jevy
A, B jsou nezavislé, na zakladé toho, co uz bylo feceno, vime, ze plati

P(ANB) = P(A) - P(B). (8.3)
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Piiklad 8.6 Semindre se ucastni Sest lidi, z toho ¢tyri muzi a dvé Zeny. Béhem prunich
Sesti tydniu semindre md kazdy ucastnik jednou vystoupit s referdatem. Poradi referdti je
sestaveno nahodné, tj. kazdy tyden je ndhodné vybrdn jeden z téch, co jesté nereferovali.
Jakd je pravdépodobnost, Ze proni dva tydny budou mit referdt Zeny?

Reseni: Oznacme Fy = prond tyden md referdt zZena, Fy = druhy tyden md referdt Zena.
Pak podle vzorce 8.2 P(Fy N Fy) = P(Fy) - P(Fy|Fy). Podle klasické pravdépodobnosti
P(Fy) = 2. Pri vjpoctu P(F3|Fy) musime brdt v wwahu platnost podminky, Ze prond tyden
byla vybrdana Zena. Proto tedy druhy tyden muzeme vybrat uz jen z péti kandiddtu pouze
zbijvagict Zenu, co jesté nereferovala, tj. P(Fy|Fy) = £. Celkem P(F1NFy) = 21 = 0.066.

Priklad 8.7 Soucasné hdZeme kostkou i minci. Jakad je pravdépodobnost, Ze na kostce
padne pétka a na minci soucasné padne lic?

Regend: Protoze hod minci je nezdvisly na hodu kostkou, vyuZijeme vztah 8.3:

11
P(bNL)=P(5)-P(L) = 63~ 0.083.
Zatim jsme se stale nevzdalili od celkem nepraktického hézeni kostkou nebo minci. Ale jak

VVVVVV

vvvvvv

moznych vysledki experimentu (z nichz kazdy nastavéa se stejnou pravdépodobnosti).
Vezméme libovolné disjunktni pokryti mnoziny (2 - tim rozumime takovy systém
podmnozin Hy, Hs, ..., H; mnoziny €2, kde

k

H,NH; =0proi#j, adéle UHZ-:Q.

i=1
Cili mnozinu Q jsme rozdélili na disjunktn{ systém podmnozin. Kdyz nyni vezmeme libo-
volnou podmnozinu A mnoziny €2, plati nasledujici bizarni vztah:

A=H NA)UHNA)U...U(H,NA), (8.4)

slovné vyjadieno - mnozina A mé s kazdou z mnozin Hy, ..., Hy néjaky prunik (tfeba i
prazdny), a kdyz se vSechny ty pruniky sjednoti, dostaneme zase mnozinu A. Kdo tomu
nevéid, at si nakresli obrazek tieba pro k = 4 (nakreslete nejprve mnozinu €2, pak ji
rozdélte na disjunktni systém mnozin Hy, Hy, Hs, H;, a nakonec mnozinu A).

Vyuzijme nyni pro vypocet P(A) bizarntho vztahu 8.4:
P(A) = P(HINA)+PHsNA)+---+P(H,NA) =
= P(H,)- P(A|H,) + P(Hs) - P(A|Hy) + - -+ + P(Hy) - P(A|Hy)
(prvni rovnost plati na zakladé vlastnosti (iii) pravdépodobnosti disjunktniho sjednoceni

z ivodu kapitoly, druhd rovnost je pouze prepis s vyuzitim vzorce 8.2). Uvedeny vztah se
nazyva véta o uplné pravdépodobnosti - prepisme jej jesté jednou:

P(A) = P(Hy) - P(A|Hy) + P(Hy) - P(A|Hy) + -+ P(Hy) - P(A[H}). (8.5)
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Uplné pravdépodobnost zde je pravé P(A), kterou dostaneme souctem jistych dil¢ich
pravdépodobnosti - odtud nézev véty. Na otazku, k ¢emu je tento vztah dobry, od-
poviddm, ze paradoxné je nékdy jednodussi vypocitat P(A) pomoci tohoto vzorce, protoze
pravdépodobnosti P(H;) a P(A|H;) jsou celkem snadno zjistitelné.

Priklad 8.8 Ze zkusenosti se vi, Ze Tomds zasdahne basketbalovy kos s pravdépodobnosti
0.8, Jana s pravdépodobnosti 0.5 a Honza s pravdépodobnosti 0.4. Jakd je pravdépodobnost,
zZe ndhodné vybrany hrdc trefi kos?

Resend. Klicem tspéchu téchto a podobnyjch prikladi je viechny jevy si dobie oznacit. To
nékdy studenti podcent, rychle néco spoctou, a pak nevi, co vlastné spocetli - tak se snadno
vyrobi chyba. Nejprve musime oznacit disjunktni pokryti mnoZiny moznich vysledku: Hy
= wvybrany hrdc je Tomds, Hy = vybrany hrac je Jana, Hs = vybrany hrac¢ je Honza. To
je disjunktni pokryti - jednotlivé situace se navzdjem vylucuji (nemohou nastat soucasné)
a zZadnd dalsi situace nastat nemuze. Ddle A = ndhodné vybrany hrdc trefi kos. Protoze

P(Hy) = P(H,) = P(Hj) = 3, zndme vde potiebné pro dosazeni do vzorce:

P(A) = P(Hy)- P(A[Hy)+ P(H;) - P(A[H,) + P(H3) - P(A|Hs) =
1

1 1
= --084+<--05+3-0.4=0.566.
3 +3 +3

Ten, kdo na piedchozi pifklad piisel i bez vzorce 8.5, nechf prosim promine, Ze se snazim
zamlzit jednoduché skutecnosti slozitymi vzorci. Ono se opravdu jednd o prosté tvahy
vyplyvajici z vlastnosti pravdépodobnosti.

A jesté posledni odvozeni na téme Kklasické pravdépodobnosti: kombinaci vzorce pro
podminénou pravdépodobnost, pravdépodobnost pruniku a véty o iplné pravdépodobnosti
dostamneme:

pia) - PUEOA) P(H,) - P(A|H)

P(A) P(Hy) - P(A|Hy) + P(Hy) - P(A[Hy) + -+ + P(Hy) - P(A|Hy)
P(H;) - P(A[H;)
P(Hy) - P(A|Hy) + P(Hy) - P(A[Hy) + -+ + P(Hy) - P(A|Hy)
Priklad 8.9 Vime, Ze pravdéepodobnost, Ze Honza na pdlce pri baseballu dobre odpali mic,
je 0.1. Pravdépodobnost, Ze kdokoli jiny z jeho tymu dobte odpdli, je rovna 0.3. Z rddia se
dovidame, Ze Honzuv tym je na pdlce, a slysime: Je to zdsah! Jakd je pravdépodobnost, Ze
rozhlasovy reportér mluvi o Honzovi (v jednom tymu je celkem devét hraci)?

P(Hi’A) =

(8.6)

Resent: Jddrem sprdvného pouziti Bayesova vzorce je nalezeni disjunktniho pokryti a

oznacent jevu A - zbytek uz jen spocivd v dosazeni. Tak tedy: Hy = Honza je na pdlce, Ho

= nékdo piny z Honzova tymu je na pdlce. Tyto dva jevy tvori disjunkitni pokryti, protoZe

vycerpavaji vsechny situace, které nds zajimagi, a pritom nemohou nastat soucasné. Ddle

A = Honziv tym zasdhl mic. Nasim ikolem je zjistit P(Hq|A):
P(H,) - P(A|H,)

P(H;|4) = P(H,)- P(A|H,) + P(H,) - P(A|Hy) L 0'91
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Piiklad 8.10 Vyrobce doddvd svij produkt v saddch o pevném poctu kusi. Diky poruchdam
ve viyrobnim procesu je v nékterych saddch neptijatelné mnozstvi zmetku. Pravdépodobnost
vyskytu této Spatné sady (se zmetkovitosti 15%) je P(B) = 0.05, kdezto dobré sady (se
zmetkovitosti 4%) P(G) = 0.95. Viyrobce vi, Ze prodej $patné sady mize bijt pokutovdn.
Samozrejmé si muze myslet, Ze pravdépodobnost vyroby spatné sady je tak mald, Ze muze k
doddvce zvolit jakoukoliv sadu. Ale pokud provede kontrolu napr. péti vijrobku z dané sady,
tato dodatecnd informace mizZe ovlivnit jeho rozhodnuti (jednd se o tzv. aposteriorni
Bayesovské rozhodovani, aposteriori = po (provedeni kontroly, experimentu, apod.) -
na rozdil od apriorniho rozhodnuti, apriori = pred). Oznacime-li

Yo = z péti kontrolovangch vyrobku dané sady jsou vsechny v porddku;
Y, = z péti kontrolovanijch vyrobku dané sady je jeden zmetek;

Yo = z péti kontrolovanijch vyrobku dané sady jsou dva zmetky;

Y; = z péti kontrolovanyjch vyrobku dané sady jsou tri zmetky;

Y, = z péti kontrolovanych vyrobku dané sady jsou ctyri zmetky;

Ys = z péti kontrolovanijch vyrobku dané sady je vsech pét vadnijch,

vypoctéte P(G|Y;) proi=0,1,...,5.

Resend. Prislusnd apriorni pravdépodobnost je P(G) = 0.95. Vypocteme nyni aposteriorni
pravdépodobnosti, které v sobé obsahuji uz vysledek kontroly péti vyrobku z dané sady.
Prislusné disjunktni pokryti je prdavé B = dand sada je $patnd (bad), G = dand sada je
dobrd (good). VyuZijeme tedy Bayesova vzorce

P(G) - PYI|G)

PO =BGy PYIG) + P(B) - POVIB)

(pro zmateni nepritele index i v celém vzorci zustavd stejny). Pak pocet zmetki v dobré
sadé z péti vybrangjch ma rozdéleni Bi(N = 5,p = 0.04), pocet zmetki ve $patné sadé z péti
vybranych rozdéleni Bi(N = 5,p = 0.15). Pomoci téchto modelu urc¢ime pravdépodobnosti
P(Y;|B), P(Y;|G). Dosazenim mdme
0.95 - 0.96°
PEM) = 55 0067 1 005-085 9T
0.95- [(3) - 0.04 - 0.96]

Plem) = 0.95-[(7) - 0.04-0.96] +0.05 - [() -0.15-0.851] 07
P(G]Ys) = 0.661;
P(G]Y;) = 0.315;
P(GIY:) = 0.098;
P(GlYs) = 0.025.
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Vidime tedy, Ze rostouct pocet zmetki ve vijbéru podstatné meéeni puvodni apriorni pravdépodobnost
P(G) = 0.95. Kdyby napriklad pri kontrole péti vijrobku byly uz étyri vadné, jednd se o
dobrou sadu s pravdépodobnosti mensi neZ jedna desetina a viyrobce by mél radéyi k doddvce

zvolit sadu jinou.

Ptedchozi priklad rozebird teoretické zdzemi za jistym typem podnikové ¢i firemni kontroly
- pfinejmensim dobra ukazka toho, ze i pomoci klasické pravdépodobnosti lze popsat urcité
situace praxe.

8.2 Geometricka pravdépodobnost

Piiklad 8.11 Honza a Marek se domluvili, Ze se setkaji na jistém misté mezi osmou a
devdtou hodinou, kam kaZdy z nich v tu dobu prijde. Ale Tekli si, Ze ten, kdo prijde prund,
bude na toho druhého cekat jen 15 minut, a pak odejde. Jakd je pravdépodobnost, Ze se
setkagi?

Resend: Oznacme

8+ x... ¢as prichodu Honzy (v hodindch);

8+ 1y... ¢as prichodu Marka.

Vime, Ze oba prijdou urcité do deviti hodin, tedy 0 < x < 1,0 <y < 1. KaZdy vysledek je-
jgich prichodu lze vyjddrit jako usporddanou dvojici (x,y), coZ lze zndzornit - a uvidime, Ze
to bude pomoci - jako bod v roviné, jehoZ obé souradnice lezi v intervalu < 0,1 >. Vsechny
tyto body modelujici mozny vysledek prichodi vytvareji tedy ctverec v roviné. Tento ctverec
Q={(z,y):0<x <1, 0<y<1} je mnoZinou vsech moznych vysledki dané situace
(viz obrdazek 8.1).

Obrazek 8.1: K pi. 8.11: Mnozina vSech moznych vysledku.

Pocet vsech mozZnych pripadi je sice nekonecny, ale jsme schopni spocitat obsah ctverce:
S(Q)=1-1=1.

Oznacme ddle
A... Honza a Marek se setkaji

Priznivgm pripadum jevu A odpovidaji ty prichody (x,y) obou studenti, ve kterych se
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x od y l1s7 nanejuys o 15 minut, cozZ je asi i hodiny. Pro tyto ,priznivé” body ctverce €}
tedy must platit nerovnost
1

_ <_.
|y xl_4

Vyresme tuto nerovnost. Pri odstranovani absolutni hodnoty musime rozlisit dvé situace:

e Proy— x>0 se znaménka nemeént, tjy — x < i, odtud y < x + }l.

o Proy—x <0 musime pri odstranovani absolutni hodnoty na levé strané nerovnosti

e L 1 1
zmenit znaménka: —y + x < 1 odtud y > x — 1

Body splnujici nekterou z uvedenych dvou situaci lze zndzornit vysrafovanou cdsti na
obrazku 8.2:

Obrazek 8.2: K pi. 8.11: Mnozina vSech priznivych vysledku.

Jev A lze tedy vyjadrit jako mnoZinu bodu v roviné:
1 1
Az{(l’,y):OSIS1,0§y§1,y§x+1,y2x—1}-

Priznivych pripadu je také nekonecné mnoho, ale jsme schopni vypocitat miru této ne-
konecnosti, konkrétné receno obsah mmnoZiny A: nejjednoduseji S(A) wvypocteme z gra-
fického zndzornéni na obrdzku 8.2, kdyz budeme brdt v dvahu rozdéleni ctverce 2 na
Sestndct mensich ctverecki o strané délky i. Je vidét, Ze mnozina A zabird plochu sedmi
z téchto étverecki, a protoze S() =1, mdme S(A) = = - S(Q) = &.
Pravdépodobnost jevu A ted uréime jako podil miry mnoZiny priznivijch pripadi a miry
mmnoziny vsech moznych pripadi:

S(A) & T

( ):m— 1~ 16

V tomto prikladu jsme se zabyjvali opét dvourozmérnou velicinou (X,Y), aby byl krdsné
zretelny geometricky rozmeér tohoto pravdépodobnostniho modelu. Ovsem definovani néekterych
dale wvadengch pojmi pro vicerozmérné veliciny by zabralo ¢as. Zkrdtka a dobre, timto
prikladem v nasem krdatkém Sestipredndskovém kursu pravdépodobnosti dvourozmérné veliciny
opustime. Spokojime se s faktem, Ze existuji, a nechdme je na pokoji.
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V prave uvedeném piikladu jsme uz nepouzili klasickou pravdépodobnost, ale jakési jeji
prirozené rozsiteni - geometrickou pravdépodobnost. Protoze pocty prvki mnozin A a €2
jsou nekonecné, nelze je dosazovat do zlomku. Ale pokud misto poc¢tu prvku dosazujeme
miry mnozin, podil

_m(4)

ma vlastnosti pravdépodobnosti. Geometrickou pravdépodobnost jevu A definu-
jeme jako podil miry mnoziny piiznivych vysledka (=miry mnoziny A) a miry
mnoziny vSech moznych vysledka (= miry mnoziny 2). Vzhledem k tomu, ze mira
mnoziny je velmi slozity pojem, jehoz presné zavedeni by zabralo i nékolik prednések, spo-
kojme se s tvrzenim, ze mirou intervalu rozumime jeho délku, mirou ¢asti roviny rozumime
jeji obsah a mirou ¢asti prostoru jeji objem.

Ovsem nesmime zde zapomenout zduraznit (pékné do ramecku), ve kterych piipadech
lze geometrickou pravdépodobnost pouzit:

Geometrickou pravdépodobnost muzeme uzit jen tehdy, kdyz Q2 (= mnozina vsech
moznych vysledku pokusu) je nekonecna a vsechny vysledky hry nebo pokusu
nastdvaji se stejnou pravdépodobnosti (= jsou stejné pravdépodobné).

Priznavam se, ze v pravé uvedeném ramecku jsem se dopustil nepfesnosti ve slové , ne-
konecnd”. Mnozina €2 musi byt nespoc¢etné nekone¢na oblast kladné miry (pojem oblasti
viz 1.ro¢nik - diferencidlni a integralni pocet funkei vice proménnych),

V obou dosud uvazovanych modelech se vyskytovala dulezitd podminka, ze kazdé dva
ruzné vysledky jisté situace musi byt stejné pravdépodobné. To ovsem nékdy neni skutecnosti,
a diky tomu vznikly dalsi dva modely pro popis pravdépodobnosti.

8.3 Diskrétni pravdépodobnost

Uz jsme v teorii pravdépodobnosti tak zbéhli, ze muzeme zacit i treba nécim tak dulezitym,
jako je ramecek:

Diskrétni pravdépodobnost muzeme uzit tehdy, kdyz 2 (= pocet vsech
moznych vysledku pokusu) je konecna (Q = {wy,ws, ..., wr})
nebo spocetna (2 = {wy,wa, ..., Wy, Wni1,---});
pritom vysledky w; nemusi nastat se stejnou pravdépodobnosti.
Musf ovsem vzdy platit, ze »_ .o P(wi) = 1.

Jednotlivé elementarni vysledky experimentu v ptripadé diskrétni pravdépodobnosti mo-
hou, ale nemusi byt stejné pravdépodobné. Diskrétni pravdépodobnost jevu A de-
finujeme jako soucet pravdépodobnosti téch elementarnich jevi w;, které jsou
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prvky mnoziny A:

Takto zavedend funkce P na podmnozindch mnoziny €2 spliuje vlastnosti (i), (ii), (iii)
z Gvodu této kapitoly, a je to tedy pravdépodobnost. Napiiklad tteba plati P(Q2) =
> w,eq P(wi) = 1, coz je soucdst vlastnosti (ii).

Piiklad 8.12 Pravdépodobnost, Ze zarizeni pracuje cely den bez poruchy, je rovna % Tato
pravdépodobnost je steynd kazdy den a nezavisi na tom, zda ve dnech predchozich doslo
k poruse nebo ne. Pravdéepodobnost, Ze v néektery den dojde k poruSe, vycerpavd vsechny
ostatni situace, které mohou ten den nastat kromeé bezporuchového provozu, a je tudiZ
rovna 1 — %, cozZ je %. Ndhodnda velicina X uddvd pocet dniu nutny k tomu, aby nastala
pront porucha (sleduge tedy spolehlivost zarizeni - hodnoty veliciny X sniZené o jednicku
ndm tikaji, kolik dni zarizeni pracovalo bez poruchy).

a) Urcete rozdélent veliciny X (tj. urcete elementdrni jevy w; a jejich pravdépodobnosti

P(w;)).
b) Vypoctéte pravdépodobnost, Ze k poruse zarizeni nedojde prunich pét dni jeho provozu.
Resend:

ad a) Nejnizsi moznd hodnota veliciny X, kterou miZeme namérit, je hodnota 1, a
to tehdy, kdyz k poruSe zarizeni dojde uz pruni den provozu. To miZe nastat s
pravdépodobnosti %. Tento fakt budeme zkrdcené zapisovat

4 4
P(X=1)= E = 0.8 (¢ti: pravdépodobnost, Ze X nabude hodnoty 1, je rovna 5)

Ddle muze velicina X nabyt hodnoty 2 - a to tehdy, kdyz proni den nedojde k poruse
(to nastane s pravdépodobnosti %), ale druhy den ano (a sice s pravdépodobnosti
%). Tedy vyslednd pravdépodobnost této situace je rovna soucinu pravdépodobnosti v
jednotlivych dnech:

= 0.16.

P(X =2)=

o] =
(SR ITEN

Samozrejmé se také mize stat, Ze namérime hodnotu X = 3, a sice s pravdépodobnosti
% (Ze proni den nedojde k poruse) krdat % (Ze druhy den nedojde k poruse) krdt % (Ze
k poruse dojde treti den). A tak
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Teoreticky je prosté mozné, Ze velicina X nabude jakékoli prirozené hodnoty k, a
sice s pravdépodobnosti

11 14 1Nt 4
PX=k)==-~..oz={=] .=
5 5 5 5 5 5

(k-1) krdt

|

Napriklad pravdépodobnost, Ze velicina X nabude hodnoty 100 (tj. k proni poruse
dojde az po 100 dnech provozu) je sice hodné mald (P(X = 100) = 6.3-1077), ale
stale jesté riznd od nuly.

Pravé jsme popsali rozdeélent veliciny, kde jednotlivé elementdrni hodnoty 1,2,3,4, ...
nastavaji s ruznou pravdépodobnosti. Téchto hodnot je nekoneéné mnoho a vime, Ze
musi splnovat vztah

iP(X:k):l,

1

protoZe pravdépodobnost vsech moznich pripadu, které mohou pri mérent veliciny X
nastat, je vZdy rovna jedné - to je jedna ze zakladnich vlastnosti pravdépodobnosti.

Velicina X se nazjvd diskrétni nahodna veli¢ina - nikoliv proto, Ze je nendpadnd,
ale Ze nabyvd tzv. diskrétnich hodnot, coZ jsou naptiklad takové hodnoty, které se
lisi 0 ndsobek urcité konstanty (v nasem pripadé konstanty 1). Funkce, jejiz hodnoty
jsme praveé urcili, se nazyvd pravdépodobnostni funkce a oznacuje se vétsinou
p(x), coz je jesteé vice zkrdaceny zdpis:

(¢ti: pravdépodobnost, Ze ,velké X7 nabjvd hodnoty ,malé x”). Od nynéjska tedy
zdlezi na tom, zda je napsdno velké X (kterym budeme mit na mysli velicinu X ) nebo
malé x (oznacujici jednu konkrétni hodnotu veliciny ,velké X 7).V nasem pripadé

p(z) = { (é)x ! -3 prox € {1,2,3,...}

0 Jinak.
Na obrdzku 8.3 je vidét, Ze hodnoty jednotlivych pravdépodobnosti se pro rostouct
x blizi rychle k nule. Pokud zaokrouhlujeme vysledky na tri desetinnd mista (coZ je
presnost postacugjici pro pravdépodobnostni vipocty), uz pro x > 6 je p(x) prakticky
rovno nule.

Pro popis rozdéleni ndhodnijch velicin se definuje tzv. distribuéni funkce F'(z)
predpisem

F(z) = P(X < ).
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Obrazek 8.3: K pi. 8.12: Hodnoty pravdépodobnostni funkce p(x).

Aby nedoslo k nedorozument, tento vztah ¢teme: hodnota funkce F v bodé ,malé x”
je rovna pravdepodobnosti, Ze ndhodnd velicina ,, velké X7 nabude hodnoty mensi
nez ,malé x”, tj. hodnoty z intervalu (—oo, ).

Pro diskrétni velicinu lze dosadit do pravé strany tohoto defini¢niho vztahu:

F(z)=P(X <xz)=> p(k).

k<x

Distribucni funkce v nasem prikladu je zachycena na obrdzku 8.4.

U diskrétni veliciny je distribucni funkce schodového tvaru - jednd se o funkci, kterd
je po castech konstantni, pouze v bodech 1,2,3,... dochdzi ke zméné (ke schodu),
kde wvelikost zmény (= vyska schodu) v bodé k je rovna prdavé hodnoté p(k). Body
vyznacené na levém konci kazdého ze schodiu prdazdnym koleckem (na obrdzku to
nelze rozeznat - jsou tam jen jakési cerné tecky) naznacuji, Ze funkcéni hodnota
distribucni funkce v bodé schodu je definovana ne v bodé prdazdného kolecka, ale dole
u paty nizsitho schodu (jesté nezvysend). Napriklad F(2) = 0.8. Distribucni funkce
je tedy zleva spojita funkce, tj.

lim F(z) = F(k),

r—k
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Obrazek 8.4: K pi. 8.12: Graf distribuéni funkce F(x) diskrétniho rozdéleni.

kde k je bod, ve kterém dochdzi ke zméne viysky schodu. V nasem prikladu se jednd
o nekonecné dlouhé schodisté, ale vétsina z nekoneéné mnoha schodi (to uz obrdazek
nezachycuge, ale jsou tam) za patym schodem md velmi malou viyjsku.

Rozdélend pravdépodobnosti v tomto prikladu md i svij ndzev - je to tzv. geometrické
rozdélent s parametrem p (pozor, je to néco jiného nez geometrickd pravdépodobnost

- geometrickd pravdépodobnost je obecny nazev pro celou tridu pravdépodobnostnich
modelt u nespocetné mnoha moznijch vysledku, z nichZ kazdy nastane se stejnou
pravdépodobnosti, kdezto geometrickd pravdépodobnost je konkrétni model diskrétniho

typu pro nejuyse spocetné mnoho ruzngch vysledki nastdvagjicich s ruznou pravdépodobnosti
- toto ndzvoslovi md svuj puvod v historii a ustdalilo se tak, a proto by si tyto pojmy
nikdo nemél zameénit).

ad b) Mame urcit pravdépodobnost, Ze k poruse dojde nejdiive Sesty den od zahdjent
provozu. To znamend, Ze k proni poruse muze dojit Sesty den, sedmy den, osmy den
nebo kdykoliv pozdéji. Hledand pravdépodobnost se tedy rovnd

p=p(6) +p(7) +p8) +---,

zkratka a dobre se jednd o soucet mekonecné tady. Nekonecnou radu nékdy nent
snadné secist - to poturdi kazZdy, kdo se o to nékdy pokousel. Ale v nasem pripadé
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vyuzijeme faktu, Ze soucet vsech nenulovych hodnot pravdépodobnostni funkce je ro-
ven jedné, a misto secitani nekonecné rady odecteme od hodnoty 1 pravdépodobnost:
téch elementdrnich jevu, které v této Tadé nejsou obsazeny:

00 5
p=>Y pk)=1=> p(k)=1-(0.8+0.16 + 0.032 + 0.0064 + 0.00128) = 0.00032.

k=6 k=1

Vidime tedy, Ze pravdépodobnost, Ze k prvni poruse dojde mejdrive Sesty den, je
skutecné mald. Nicméné fintu s odectenim zbyvajicich pravdépodobnosti od jednicky

st muzeme pamatovat - hodi se vidy, kdyz tim usetrime pocet dosazeni do pravdépodobnostni
funkce (a vyuzivame ji i v pripadech, kdy diskrétni veli¢ina nenabiyjvd spocetného, ale

jen koneéného poctu hodnot).

8.4 Spojita pravdépodobnost

Nékteré veliciny nenabyvaji diskrétni hodnoty, ale hodnoty z urcitého intervalu realnych
¢isel. Napriklad pri méreni veliciny udavajici teplotu vzduchu muzeme namérit libovolnou
redlnou hodnotu z intervalu 0 az 25°C (jsme omezeni pouze presnosti svého teploméru).
Veliciny nabyvajici hodnoty z jistého intervalu se nazyvaji spojité nahodné veli¢iny.
A jejich pravdépodobnostni zéakonitosti popisuje spojité rozdéleni pravdépodobnosti.

Spojité rozdéleni k popisu veliciny X muzeme uzit tehdy, kdyz X nabyva hodnot
z mnoziny 2, kterd je nespocetné nekonecnd (zpravidla Q@ = R);
pritom jednotlivych hodnot nemusi nabyvat se stejnou pravdépodobnosti;
ruznost, s jakou nabyva jednotlivych hodnot, je uréena funkei f(z),
které rikdme hustota. Musi pritom vzdy platit, ze

Jo f(x)dx = 1.

Spojitou pravdépodobnost jevu, ze velicina X nabude hodnoty z intervalu
< a,b>, kde a < b, definujeme jako integral z hustoty:

P(X e<a,b>) = /bf(m)dx

Pi#iklad 8.13 Zivotnost jistého druhu velmi specidlnich Zdrovek je spojitd ndhodnd velicina
s hustotou

1 _ (z—10)?
e 2

Vypoctéte pravdépodobnost, Ze koupend Zarovka vydrzi
a) 9 az 12 hodin provozu.

b) presné 10 hodin provozu.
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Obrazek 8.5: K pi. 8.13: Graf hustoty f(z) spojitého rozdéleni.

Reseni: Uvedené rozdélent md svij ndzev - je to tzv. normdind rozdélend pravdépodobnosti
a jeho hustota je uvedena na obrdzku 8.5.

Krivce hustoty se nekdy rikd Gaussova krivka, protoZe za jejiho objevitele je povazZovdn
némecky matematik, fyzik, geofyzik a astronom Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855). Rikd
se, Ze tento clovek predbéhl svou dobu. A skuteéné, je obdivuhodné, jak mohl najit funkci
tak podivného vzorce a krdasného vzezrent, kterd nabyvd nenulové hodnoty pro kazZdé redlné
¢islo, a presto je integrdl z ni roven jedné. Az dopisu tato skripta, zkusim v knihovné nayjit,
jak k tomu doslo.

Reseni:
ad a) Oznacme X veli¢inu uddvajici Zivotnost Zdrovky. Pak

12
P(X €<9;12 >) = f(z)dz = 0.453.
9
Z matematické analyzy vsichni védi, Ze urcity (Riemannuv) integrdl z nezdporné
funkce je roven obsahu plochy pod grafem funkce na daném intervalu. Plati to i
v tomto pripadé - vypoctend pravdépodobnost je rovna obsahu Srafované plochy na
obrazku 8.6.

Viastnimu vypoctu integrdalu se budeme vénovat aZ v kapitole 12, ktera se zabyvad
normdlnim rozdélenim hloubéji. Zde se spokojime pouze s vysledkem.

Podobneé jako u diskrétni pravdépodobnosti i zde se definuje distribucni funkce, a
sice stejnym zpudsobem.:

F(z) = P(X < ).
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Obrazek 8.6: K pt.8.13: Pravdépodobnost u spojité velic¢iny je rovna obsahu Srafované
plochy.

Nyni ovsem se ke konkrétnimu vipoctu funkéni hodnoty uzivd hustoty f(x):
Fz) = P(X < 2) = P(X € (—00,2)) = / F(t)dt.

Mezi hustotou a distribucni funkci u spojitého rozdéleni pravdépodobnosti plati zajimavy
vztah, a sice hustota je derivaci distribucni funkce:

v téch bodech x, kde existuje derivace funkce F(z). Graf distribuéni funkce v nasem
prikladu je wveden na obrdzku 8.7.

Podobné jako u diskrétniho rozdélent, i u spojitého rozdéleni lezi fukcni hodnoty dis-
tribucnd funkce v intervalu < 0;1 > (protoZe se jednd o hodnoty jisté pravdépodobnosti);
dale plati

lim F(z)=0, lim F(z)=1.

r——00 Tr—00

ad b) Podle édsti a) muzeme urcit pravdépodobnost, Ze Zivotnost Zdarovky bude presné
10 hodin:

P(X =10) = /1:0 f(z)dx = 0.
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Obrazek 8.7: K pi.8.13: Graf distribuéni funkce F'(z) daného normélniho rozdéleni.

Timto se lisi spojita velicina od diskrétni veliciny: u diskrétni veliciny existuje ne-
nulovd pravdépodobnost, Ze X nabude konkrétni hodnoty. KdezZto u spojité veliciny
pravdépodobnost, Ze X nabuje jisté konkrétni hodnoty, je vidy rovna nule. Do-
volte mi pokusit se vysvetlit tento jev. Jeho podstata tkvi v integrdlnim poctu, ale
vysvéetleme jej uvahou. Dejme tomu, Ze bychom chtéli mezi vyrabénymi Zarovkam:
najit nékterou, jejiz Zivotnost je rovna presné 10 hodin. Tuto dobu Zivotnosti bychom
mérili pomoci mechanickych hodinek se vterinovou rucickou (presnost je na sekundy),
stopkami (presnost na setinu sekundy) a jesté jednim méridlem presnéjsim nezZ
stopky, které méri sekundy s presnosti na 4 desetinnd mista. Pokud bychom nasli
Zarovku, jejiz Zivotnost by byla 10 hodin mérend hodinkamsi s rucickou, je dost mald
pravdéepodobnost, Ze by na stopkdach nebyla Zddna odchylka od 10 hodin v setindch
sekundy. Ale i kdyby to nastalo, tak je dost mdlo pravdépodobné, Ze by na tretim
meridle nebyla odchylka pri méreni s presnosti na 4 desetinnd mista. Pokud bychom
pouZili jesté presnéjsi méridlo, pravdépodobnost, Ze pri zvysujicim se poctu dese-
tinngch mist presnosti mérent je Zivotnost rovna presné 10 hodin, je stdle mensi.
Celkem muzZeme uzavrit, Ze pravdépodobnost, Ze bychom nasli Zarovku s Zivotnosti
10 hodin a presnosti na nekonecné mnoho desetinniych mist, je rovna nule.

Komu se toto vysvétleni stale jesté nezdd, musi se spokojit s konstatovdnim, Ze
pravdépodobnost naméreni Zivotnosti presné 10 hodin je hodné, hodné mald.

8.5 Shrnuti pojmu

Pokud vysledky jistého pokusu, hry nebo experimentu mohou nastat se stejnou pravdépodobnosti,
pouzivame k jeho popisu klasickou (8.1) nebo geometrickou (8.2) pravdépodobnost. Ovsem

pokud nékteré z elementarnich vysledku nastavaji castéji nez jiné, situaci znazornime po-

moci diskrétni (8.3) nebo spojité (8.4) pravdépodobnosti.

Nase exkurze po zdkladnich pravdépodobnostnich modelech je u konce. Studovali jsme
pritom vzdy rozdéleni jisté nahodné veli¢iny. Intuitivné je jasné, o co se jedna. Matema-

ticky se ndhodnd velicina definuje jako jisté zobrazeni:
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Pokud S je mnozina jevi nad prostorem €2, nazveme zobrazeni X : S — R ndhodnou
velicinou, kdyz pro libovolné z, € R je mnozina X '((—o0,zg)) prvkem mnoziny S
(mnozinou X !((—o00,g)) rozumime sjednocen{ vsech mnozin z S, které zobrazeni X
zobrazi na hodnotu mensi nez z).

Nechci nyni travit ¢as objasnovanim této definice. Spokojim se s tim, ze upozornim ¢tenare
na to, co od néj budu vyzadovat predevsim. Kdyz studujeme jistou velic¢inu, jako prvni véc
bychom si méli uvédomit, zda se jedna o veli¢inu diskrétni (ta nabyva hodnot z koneéné
(napf. {1,2,3,4,5,6}) nebo spocetné (napi. N, Z) mnoziny €2) nebo spojitou (ta nabyva
hodnot z redlného intervalu {2 =< a, b > nebo z celé mnoziny redlnych ¢isel). Popis téchto
dvou typu veli¢in se totiz v nékterych vécech lisi. A pouzivané vzorce nebo zpusob popisu
se neustéle odviji od jednoho z téchto dvou typu. V nasledujicich kapitolach (a i v tilohach
praxe) se potiebuje obéas urcit pravdépodobnost, ze ndhodné veli¢ina nabyva hodnot z
jistého intervalu (a,b >. S ohledem na typ veli¢iny budeme uzivat vzorec

diskrétni velicinu X,
P(X € (a,b>)) = Pla < X < b) = { *gosssh acallr)  pro diskrém velicin
[, f(z)dx pro spojitou velicinu X.

Jak uz bylo feceno, v diskrétnim pfipadé funkce p(z) se nazyva pravdépodobnostni funkce,
ve spojitém piipadé funkce f(x) hustota. U obou typu veli¢in se definuje tzv. distribuéni
funkce F'(x). Pokud zndme jeji hodnoty, muzeme misto vzorce 8.7 pouzit u obou typu
veli¢in

P(X € (a,b>) = F(b) — F(a). (8.8)

8.7)
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9 Stredni hodnota a rozptyl

Zatimco v kapitole 8 jsme se zabyvali ruznymi matematickymi pristupy k pravdépodobnosti,
nyni se podivame zejména na zpracovani konkrétnich dat. Pokud ziskdme méfenim sou-
bor hodnot urcité veli¢iny, existuji ruzné metody, kterymi naméfrend data zpracovavame a
popisujeme. K zakladnimu popisu patii prumér namérenych dat. Uvidime, ze prumeér sou-
visi s pojmem stfedni hodnoty v teorii pravdépodobnosti. Déle se seznamime s nékterymi
soucasti této kapitoly jsou také dalsi kroky v objasnovani rozdilu mezi teorii a praxi -
vztahu pravdépodobnosti a statistiky.

9.1 Empirické a teoretické rozdéleni pravdépodobnosti

Dtive nez pristoupime ke konkrétnimu popisu souboru namérenych dat, je dulezité si
uveédomit rozdil a souvislost mezi empirickym a teoretickym rozdélenim pravdépodobnosti.
Vysvétlime ji na nasledujicich dvou prikladech. Empirické rozdéleni pravdépodobnosti
je to rozdéleni, které ziskdme z namérenych dat (z anglického empire = fiSe, impérium;
tedy empirické rozdéleni popisuje konkrétni méreni - jak ndm v tom nasem c¢eském impériu
hazou kostky, mince, porouchdvaji se zafizeni, apod.)

Piiklad 9.1 Byla ziskdna data tim zpisobem, Ze kaZdd z dvaceti osob hodila ctyrikrdt
korunou. V tabulce 9.1 jsou zaznamendny pocty lict ve ctyrech hodech u kazdé z osob.
Urcete empirické rozdéleni pravdépodobnosti veliciny X .

Tabulka 9.1: K pf. 9.1: Naméfené hodnoty veli¢iny X.

osoba 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X-hodnota| 3 1 1 3 1 2 0 2 4 4

osoba 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
X-hodnota | 1 2 2 1 2 1 2 3 3 3

Resend: Nejprve si vsimnéme, Ze nase velicina X je diskrétni, protoze nabjvd pouze péti
hodnot - 0,1,2,3 nebo 4. Zpracovdani této ulohy je zaloZeno na pojmu cetnost, ktery uddvd
pocet vyskyti dané hodnoty v nasem souboru. Napriklad ze vsech dvaceti méreni je jen
jedna hodnota 0, tj. velicina X nabyjvd hodnoty 0 s éetnosti 1 (budeme znacit ¢(0) = 1).
Hodnota 1 se vyskytuje s cetnosti 6, atd. Vsechny cetnosti jsou zaznamendny v tabulce
9.2:

Musi platit jednoduchd kontrola, Ze soucet vsech cetnosti ve druhém radku tabulky je ro-
ven poctu hodnot (v nasem pripadé 20 ), protoze kazdou hodnotu jsme pocitali prave jednou.
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Tabulka 9.2: K pt. 9.1: Tabulka empirickych ¢etnosti hodnot velic¢iny X.

X-hodnota |0 1 2 3 4
¢etnost 1 6 6 5 2

Uvedené cetnosti lze také zndzornit v tzv. histogramu cEetnosti - viz obr. 9.1, kde
vysky jednotlivijch obdélnicki jsou rovny konkrétnim cetnostem a délka zdkladny kazZdého
z obdélnicki je rovna 1.

Obrazek 9.1: K prikladu 9.1: Histogram ¢etnosti veliciny X.

K uréeni empirického rozdéleni pravdépodobnosti ndam zbyvd posledni krok - vydélit cetnosti
délkou souboru (= poctem hodnot), v nasem pripadé cislem 20. Tak dostaneme tabulku
9.3 relativnich cetnosti vzhledem k poctu meérend.

Tabulka 9.3: K pf. 9.1: Funkce p(x) empirického rozdéleni pravdépodobnosti veliciny X.

X-hodnota | 0 1 2 3 4
p(x) 0.05 0.3 0.3 0.25 0.1

Soucet téchto relativnich cetnosti je roven jedné, jsou tedy splnény vsechny podminky
diskrétni pravdépodobnosti - nalezli jsme pravdépodobnostni funkci p(x) tohoto rozdélend.
Pri zpracovand dat se nékdy misto pravdépodobnostni funkce uziva grafického zndzornéni v
podobé histogramu pravdépodobnosti (pravdépodobnostniho histogramu) viz obr. 9.2.
Jediny rozdil mezi obrdzky 9.1 a 9.2 je v tom, Ze v pronim pripadé se na osu y nandsi hod-
noty cetnosti a ve druhém pripadé pravdépodobnosti. Na pravdépodobnostnim histogramu
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Obrazek 9.2: K pt. 9.1: Histogram pravdépodobnosti veliciny X.

je zajimavé to, Ze soucet obsahi vsech obdélniki na obrdzku je roven jedné, c¢ili jednd se
o jakyst geometricky model analogicky situaci spojité pravdépodobnosti, kde vime, Ze plati

b
P(X e<a,b>) = / f(z)dx = obsah plochy pod krivkou f(z) na intervalu < a,b >.

Pokud chceme s vyuzitim histogramu pravdépodobnosti v nasem diskrétnim pripadé vycislit
treba pravdépodobnost,zZe pri 4 hodech minci padl lic jednou nebo dvakrdt, dostdvame

P(X€<12>)=P(X=1)+P(X =2) =03+ 0.3 = 0.6,

coz je rovno souctu obsahi obdélniku histogramu nad hodnotami 1 a 2 (viz obr. 9.3).

Obrazek 9.3: K pt. 9.1: I v diskrétnim piipadé lze pravdépodobnost vyjadrit jako obsah
jisté plochy.

Pokud tedy uvazujeme u spojité veliciny hustotu a u diskrétni veliciny histogram pravdépodobnosti,
lze v obou pripadech vyjadrit pravdépodobnost, Ze veli¢ina X nabude hodnot z jistého in-
tervalu, jako obsah urcité plochy (v pripadé histogramu musi platit duleZity predpoklad,
ktery zde jesté jednou pripomenu: zdkladna kaZdého z elementdrnich obdélniku histogramu
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musi mit délku 1).

Muzeme také pro formu nakreslit graf pravdépodobnostnd funkce p(x) (obrdazek 9.4), popripadé
graf distribucni funkce F(x) (9.5). V tomto pripadé se distribucni funkce sklddd z péti
schodu, z nichz ten posledni md vysku 1 a nekonecénou délku.

Obrazek 9.4: K pi. 9.1: Graf pravdépodobnostni funkce p(z).

08
06

04

Obrazek 9.5: K pi. 9.1: Graf distribuéni funkce F'(x) rozdéleni veli¢iny X.
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Velicina X v tomto prikladu je moznd jeste vhodnéjsim reprezentantem diskrétniho rozdélent
nez velicina z prikladu 8.12, protoze nabyvd konecné mnoha hodnot s ruznou pravdépodobnosti
(aby si nékdo po absolvovdni prikladu 8.12 nemyslel, Ze diskrétni velicina miZe nabyvat
jen nekonecné mnoha hodnot).

Pojem teoretické rozdéleni pravdépodobnosti je asi kazdému jasny - ur¢ime rozdéleni
teoreticky, nikoliv na zdkladé méteni. Ale zajimavé bude nalézt teoretické rozdéleni ve
stejné situaci, kterou jsme pravé uvazovali.

Piiklad 9.2 Naleznéte teoretické rozdélent veliciny X, kterd uddvd pocet lict pri ¢tyrech
hodech minci.

Reseni: Podrobime nasi situaci teoretickym uvahdm za predpokladu, Ze mince je vyvdZend

a vyrobena ze stejnorodého materidlu. V tabulce 9.4 jsou uvedeny vsechny mozné vysledky
ctyr hodu minct (druhy sloupec uddvd vidy pocet licti v dané varianté):

Tabulka 9.4: K pf. 9.2: prehled vSech moznych vysledku pii ¢tyfech hodech minci.

vysledek pocet lict || vysledek pocet licu
LLLL 4 LRRL 2
LLLR 3 RLRL 2
LLRL 3 RRLL 2
LRLL 3 LRRR 1
RLLL 3 RLRR 1
LLRR 2 RRLR 1
LRLR 2 RRRL 1
RLLR 2 RRRR 0

Bystrému pozorovateli asi neuslo, Ze vsech moznijch vysledku je 16. A protoze lic padd s
pravdépodobnosti %, kazdy z téchto 16 vysledku je stejné pravdépodobny. A proto muzZeme
z tabulky uréit cetnosti poctu lict (viz tabulka 9.5)

Tabulka 9.5: K pt. 9.2: Tabulka teoretickych cetnosti hodnot veliciny X.

X-hodnota |0 1 2 3 4
¢etnost 1 4 6 4 1
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Tabulka 9.6: K pr. 9.2: Funkce p(z) teoretického rozdéleni pravdépodobnosti veli¢iny X.

X-hodnota 0 1 2 3 4
p(x) 0.0625 0.25 0.375 0.25 0.0625

a vydélenim hodnotou 16 pak i relativni cetnosti, které uz jsou hodnotams hledané teoretické
pravdépodobnostni funkce p(z) (viz tabulka 9.6).
Prislusny histogram pravdépodobnosti je znazornén na obrazku 9.6.

0.35 -
0.3-

0.25 -
0.2-
0.15 -
0.1

o[o5 -

4o 1 2 3 4 5

Obrazek 9.6: K pr. 9.2: Histogram pravdépodobnosti teoretického rozdéleni veliciny X.

K teoretickému rozdéleni pravdépodobnosti v piikladu 9.2 1ze jednoduse sestrojit teore-
tické rozdéleni ¢etnosti, a dokonce si muzeme vybrat, kolikrat se ma experiment , prak-
ticky” provadeét. Naptiklad pro 128 opakovani experimentu ¢ty hodu minci ma teore-
tické rozdéleni cetnosti stejny tvar jako pravdépodobnostni histogram 9.6, jen na osu y
vynasime hodnoty reprezentujici ¢etnost c(i) (obrazek zde uz neni uveden, od 9.6 se lisi
jen métitkem svislé osy):

(0) (0) - 128 = 0.0625 - 128 = 8
(1) (1)-128 = 0.25 - 128 = 32
¢(2) = p(2)-128 =0.375-128 = 48
(3) (3)-128 = 0.25 - 128 = 32
(4) (4) - 128 = 0.0625 - 128 = 8
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Cili kdybychom uéinili 128 pokusi, z nichz jeden sestévé ze ¢yt hodi minci, nds nejleps
teoreticky odhad je ten, ze v 8 pokusech by nepadl zadny lic, ve 32 pokusech jeden lic, atd.

Teoretické rozdéleni pravdépodobnosti je jakési ocekavané rozdéleni, které nastane za
jistych predpokladu. Naptiklad pii pokusu 4 hodu minci témito predpoklady jsou:

e Mince je vyrobena tak, ze rub a lic pada se stejnou pravdépodobnosti.

e Minci je hdzeno ,normdlné”, ne néjakym divnym stylem, ktery by zvyhodinoval bud
rub, nebo lic.

e Kazdy tucastnik pokusu pravdivé nahlasi své vysledky.

Rozdéleni ziskané empiricky v piikladu 9.1 ,,zhruba” odpovida teoretickému rozdéleni z
piikladu 9.2. Zd4a se tedy rozumné uzaviit, ze se svétem je vSechno v poradku: mince
je pravdépodobné dobte vyvazena, lidé ji hazou dobrym zpusobem a nahlasuji vysledky
poctive.

Pokud by data z prikladu 9.1 vedla na empirické rozdéleni pravdépodobnosti uvedené
na obrazku 9.7,

— .

S 0 1 2 3 4 5

Obrazek 9.7: K prikladum 9.1, 9.2: Empiricky histogram pravdépodobnosti veli¢iny X,
ktery se hodné lisi od teoretického.

bylo by patrné, ze tfi nebo ¢tyti lice padaly ve ¢tyfech hodech mnohem castéji, nez
jsme ocekavali, na ukor vysledku 0 licu, 1 lic, 2 lice. To by zpochybnilo néktery z nasich
predpokladii. Uzavieli bychom, Ze bud je mince néjak divné vyvazena, nebo lidé ji hazeji
divnym stylem.

V tom tedy tkvi podstata statistického usuzovani: Pred experimentem se uréi, jaky tvar
ma za jistych predpokladu teoretické rozdéleni pravdépodobnosti. Pak se provede expe-
riment a z namérenych dat ziskame empirické rozdéleni pravdépodobnosti. Jestlize se
teoretické a empirické rozdéleni shoduji, uzavirame, ze predpoklady, které jsme ucinili,
jsou pravdépodobné spravné. Na druhé strané, kdyz se teoretické rozdéleni od empirického
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vyznamne lisi, uzavirame, ze jeden nebo vice predpokladu je pravdépodobné nespravnych.
Podrobnéji o tom bude te¢ pti konkrétnich statistickych testech v nasledujicich kapitolach.
Zde byly uveden jen piiklady vysvétlujici, k ¢emu pravdépodobnostni rozdéleni slouzi.

9.2 Empirické charakteristiky popisu dat

Pustime se nyni uz do konkrétniho zpracovani namérenych dat. Pokud mame jisty pocet
meéfeni veli¢iny, lze z téchto métreni urcit nasledujici jednoduché charakteristiky:
e Prameér z naméfenych hodnot z1, 29, ..., 2, X = %-Z?:l ;. Oznaceni X je celkem
standardni a pouziva se ve fyzice i dalsich védach k vyjadieni prumérné hodnoty.

e Median z hodnot z1,x»,...,x, je prostiedni z téchto hodnot vzhledem k jejich
uspoiadani podle velikosti.

e Modus z hodnot z1, xs, ..., z, je taz hodnot, ktera se vyskytuje s nejvyssi ¢etnosti.

Priklad 9.3 Jsou ziskdny vysledky kvizového skdre u 11 osob:
8,5,7,9,8,1,3,4,7,7,7.

Primér téchto hodnot je X = 1—11 Sy = % = 6.. Modus tohoto souboru je hodnota,

kterd se vyskytuje nejéastéji, ¢ili ¢islo 7. A abychom mohli urcéit medidn, musime hodnoty
seradit podle velikosti (napriklad vzestupné):

1,3,4,5,7,7,7,7,8,8,9.
Prostredni z techto hodnot je na Sesté pozici, cili medidnem je ¢islo 7.

Priiklad 9.4 Méjme jing soubor hodnot, uz uspordadany podle velikosti, napriklad sestupneé:
7,6,5,5,4,2,1,1.

Protoze pocet mérent je sudy (budeme téz rikat, Ze soubor méreni md sudou délku), medidn
uréime jako prumér dvou prostrednich hodnot: %(5 +4) =4.5.

Piiklad 9.5 Soubor méreni muze mit vice modu (= druhy pdd od slova modus). Napriklad
soubor

8,6,6,5,4,3,3

je tzv. bimoddlni soubor, protoZe nejéastéji (= dvakrdt) se v ném objevuji hodnoty 6
(=modusl) a3 (=modus2). Pri trech modech mluvime o trimoddlnim, pri étyrech o kvatro-
moddlnim souboru, atd. Nékteré ucebnice ignoruji moznost vice modi a za modus oznacuji
nejuétsi nejcastéy nabyvanou hodnotu, coZ by v nasem pripadé bylo 6.

e

kde se vyskytuje v souboru méreni tzv. odklonéna hodnota, coz je hodnota, ktera se hodné
lisi od vSech ostatnich.
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Tabulka 9.7: K prikladu 9.6: Soubor méfeni ziskanych v experimentu.

otazka odpovéd | doba reakce (v sekunddch)
ovoce na , h” hruska 0.6
stat na ,F” Francie 0.4
muzské jméno na ,H” | Horymir 0.6
rocni obdobi na ,,p” | podzim 0.7
cast téla na ,,z” zada 10.0

Piiklad 9.6 UvazZujme experiment, ve kterém mérime c¢as reakce ndhodné vybraného stu-
denta na otdzku, respektive c¢as, ktery ubéhne mezi nasi otazkou a jeho odpovédi. Prubeh
experimentu je zaznamendn v tabulce 9.7.

7 namérenych dat X = 2.46, modus = mediin = 0.6. Velky rozdil mezi medidnem a
prumérem je zpusoben odklonénou hodnotou 10.0. V tomto pripadé je k popisu souboru
meérent uZitecnéjsi uzit medidn (anebo odklonénou hodnotu vypustit, a pak teprve spocitat
prumer).

Kromé pruméru nés casto zajima, jakym zpusobem se data od prumeéru lisi, tj. jak velka
je odchylka hodnot od prumeéru. Lze urcovat ruzné typy odchylek - podivejme se na né
pro konkrétni data.

Priklad 9.7 UvazZujme soubor mérent z prikladu 9.3. Pro tato data se definugi rizné typy
odchylek uvedené v tabulce 9.8.

Pro kaZdou hodnotu méreni x; lze urcit jeji odchylku od priméru z; — X, absolutni
hodnotu této odchylky |v; — X| (tzv. absolutni odchylku) a kvadratickou odchylku
(z;— X)2. Ndm by se ovsem kromé primeéru X ziskaného ze viech hodnot v souboru hodila
dalsi mira odchyleni od pruméru vypoctend ze vsech hodnot souboru najednou.

Touto mirou odchyleni od pruméru nemize byt primérna odchylka %Z:;l(ﬂh - X),
protoZe ta je vidy rovna nule, ¢ili Zddnou informaci o rozptylu hodnot z néj neziskame.
Kdo tomu neveért, at upravuje spolu se mnou:

—Z (w) - (XX =X~ X =0

Dalstm kandiddtem na rozptyl je primérné absolutni odchylka 1 3" |z;— X|. V nasem
prikladu je rovna 2 a uZ sdéluje jakousi informaci o rozptylu: nahodné vybrand hodnota
mérend je od primeru X odchijlend asi o 2 jednotky. S touto mérou rozptylu se v nékterych
matematickych popisech uz setkdvame. Ale vzhledem k tomu, Ze soucet absolutnich hod-
not je obtizné matematicky zpracovatelny (napr. obtizné se derivuje, apod.), nejéastéjsiho
pouZivdni se tési pramérna kvadratickd odchylka 13 (z; — X)2. S ni se uf ctendr
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Tabulka 9.8: K piikladu 9.7: Ruzné typy odchylek od pruméru.

v | w— X ||z — X| | (2 — X)?
8 2 2 4
5 -1 1 1
7 1 1 1
9 3 3 9
8 2 2 4
1 -5 ) 25
3 -3 3 9
4 -2 2 4
7 1 1 1
7 1 1 1
7 1 1 1

setkal v pruni ¢dsti tohoto skripta - u metody nejmensich ¢tverci. I v pravdépodobnosti a
statistice se pouZivd spise tato mira odchijleni. Budeme ji oznacovat S* a nazjvat empi-
ricky rozptyl (pokud bude ze souvislosti jasné, Ze se jednd o soubor empiricky ziskanijch
hodnot, slovo ,empiricky” nékdy vynechdme).

V nasem prikladu S* = 5.455. Jednd se o velic¢inu, jejiz rozmér je vzhledem k ziskanym
datum umocnény na druhou. Protoze nékdy budeme potiebovat charakteristiku stejného
fyzikdlniho rozméru, oznacme

S =52, welicina S se nazjvd empirickd smérodatna odchylka.

Pro nase data S = \/5.455 = 2.336. Doviddme se tedy, Ze ndhodné vybrand hodonota ze
souboru je od prumeéru odchylend asi o 2.336. Tato mira rozptyleni je tedy mirné vyssi
nez prumérnd absolutni odchylka - u primérné kvadratické odchylky muzZeme tedy mluvit
o vétsi velkorysosti.

Dalsi mirou rozptylu hodnot muze byt intervalovy rozsah hodnot < T, Tmae >. V nasem
prikladu vidime, Ze X €< 1;9 >.

Protosfm budeme uzivat zejména empiricky rozptyl S?, na chvili se u néj zastavme. Pokud
budete spolu se mnou upravovat definicni vztah, dospéjeme ke vzorci, ktery budeme pro
vypocet S? pouzivat:

1 — — 1 — —2
R i —X)?== 299X ;i + X )=
F 2T = L Y6 2K s T
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- l(zxz) - %(in) + % X = %(ng) X4+ X =

Posledni radek odvozeni se nékdy ¢te jako , prumér ¢tvercu minus ¢tverec pruméru”, coz

je 1 pomuckou k zapamatovani vzorce.

Nésledujici piiklad je klicovym piikladem této kapitoly - jsou zde uvedeny vzorce, které

jsou podkladem teoretickych charakteristik oddilu 9.3.

Piiklad 9.8 Ndhodnd velicina X uddvd pocet lict pri c¢tyrech hodech minci. Mérenim se

ziskalo téchto dvacet hodnot veliciny:
3,1,1,3,1,2,0,2,4,4,1,2,2,1,2,1,2,3,3, 3.

Urcete pramér a empiricky rozptyl souboru meérent.

a) Klasické feseni: Jednd se o stejnd data jako v prikladu 9.1. Vypocéteme prumer,

empiricky rozptyl © empirickou smérodatnou odchylku:

L 1 20

X = 2—021:@:2.05;

S? = i(i x3) — 2.05% = 1.1475;
20 4" ’

S = V/1.1475 = 1.0712.

Vidime tedy, Ze pri étyrech hodech minci padalo priumeérné 2.05 lictu (hodnota priméru
se ve statistice zpravidla nezaokrouhluje), pritom ndhodné vybrand hodnota se od to-
hoto pruméru odchyluje asi o 1.07 lict (tato hodnota se rovnéz nezaokrouhluge).

b) Reseni pomoci rozdéleni ¢etnosti: Mdme li data zpracovdna v podobé cetnosti -
viz tabulka 9.9, kde v; jsou hodnoty, kterych velicina X nabyvd (v je pismeno recké

abecedy

muzeme

X

a cte se ,ny”) -

k vgpoctu priuméru a rozptylu dat vyuZit vzorce, které obsahuji cetnosti:

1 N -
_ - o) B E 2. () — X
" EV. v; - c(vy); S n( 2 v - e(1y))

Dosazenim se presvédcime, Ze dostaneme stejny vysledek jako v pripadé klasickijch
vzorcu (a ono je i vidét, Ze vzorce pro éetnosti dostaneme z klasickijch vzorei jedno-
duchou tvahou - cetnost c(v;) vyjadiuje, kolikrdt se hodnota v; v souboru vyskytuge,
a proto se jednd jen o prepsdni jednoho a téhoz vzorce).
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Tabulka 9.9: K prikladu 9.8: Tabulka ¢etnosti souboru méfeni veliciny X.

v; | V2 | cetnost c(v;)
010 1
1]1 6
24 6
319 5
4 116 2

c) Reseni pomoci rozdéleni pravdépodobnosti: Sledujte se mnou ndsledugici ivahu:
VEklouzneme-li se zlomkem % ve vzorcich uzivajicich ¢etnost z Tesent b) za sumu, uv-

nitr dostaneme zlomky % Tyto zlomky vilastné vyjadruji relativni cetnosti hodnot

v;, tedy jejich empirické pravdépodobnosti:

c(v;)

n

= p(v;).

Odtud muzZeme psdt vzorce pro vypocet prumeru a rozptylu ve tvaru

X = Yu- oS
5* = (va -Cﬂf))—72=<va~p<ui>>—72.

Vi

S vyuzitim tabulky 9.10 empirickiyjch pravdépodobnosti pak dosazenim do téchto vzorcu
dostaneme tentyz vysledek jako v pripadé a) a b).

I v tomto pripadé se stdle jednd o pouhé prepsdani stejnijch vzorci a) nebo b) s
vyuzitim oznaceni pomoci pravdépodobnosti.

9.3 Teoretické charakteristiky popisu dat

Nékomu sem moznd zdély vzorce z odstavee ¢) piikladu 9.8 piilis vykonstruované, ale tyto
uvahy jsou zakladem pro definici charakteristik teoretickéh rozdéleni pravdépodobnosti.
Praveé u teoretického rozdéleni nemame totiz k dispozici ani ¢etnosti, ani méteni, ale pouze
teoretické pravdépodobnosti. Pravé ty dosadime do vzorcu misto pravdépodobnosti em-
pirickych.
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Tabulka 9.10: K prikladu 9.8: Tabulka empirickych pravdépodobnosti.

vi | v} | p(vi)
0] 0 ]0.05
11103
214103
3191025
4116| 0.1

Uvazujme nejprve diskrétni ndhodnou velicinu X. Stfedni hodnotu EX veliciny X
definujeme vztahem

EX = Z v; - p(v;).

Oznaceni pomoci pismene F pochézi z anglického expected value (= ocekdvand hodnota).
Stredni hodnota podle odstavce c) prikladu 9.8 tedy neni nic jiného néz prumér hodnot,
které bychom ziskali pfi platnosti danych teoretickych predpokladu. Je to tedy jakysi
teoreticky prumér, ktery bychom ziskali pii praktickém méreni, kdyby méfend veli¢ina
odpovidala danému teoretickému popisu.

Rozptyl DX veliciny X definujeme jako stiedni hodnotu ¢tverce odchylky veliciny X
od své stiedni hodnoty FX:

DX = E(X — EX)%

Oznaceni pomoci pismene D pochézi z anglického dispersion (=rozptyl). Jiné anglické
slovo pro rozptyl je variance, odtud v nékterych ucebnicich se rozptyl oznacuje jako varX.
Ale my se v dalsim budeme drzet oznaceni DX . Podivejme se definici rozptylu na zoubek:
umocnénim zévorky a dosazenim za stfedni hodnotu veli¢in X? a X dostaneme

DX = E(X-EX)?=FE(X?-2X -EX+(EX)?) =
= EX?-2EX-EX+ (EX)’=FEX?— (EX)* =

— Z vip(v;) — (Z vi - p(1i))*.

Druhy fddek odvozeni je pravé vzorec pro vypocet S? z odstavce c) pifkladu 9.8. Tj.
rozptyl je definovan naprosto pfirozené jako hodnota, kterou bychom vypocetli jako S?
pro soubor méteni veliciny, kterd by odpovidala teoretickému rozdéleni.

Také analogicky definujeme smérodatnou odchylku veliciny X jako v DX.
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Priklad 9.9 Vypoctéte stredni hodnotu a rozptyl poctu licu ze ¢tyr hodu v prikladu 9.2.

Resend. Dosazenim do vzorce pro EX mdme
EX = ZVZ )=0-0.0625+1-0.25+2-0.375+3-0.25 + 4 - 0.0625 = 2.
Nyni vypocteme jesté EX?, protoze to budeme potiebovat pro vijpocet rozptylu:
= Z v p(r;) =0-0.0625+1-0.25+4-0.375+9-0.25 + 16 - 0.0625 = 5.
A nyni
DX =EX?— (EX)?=5-2"=1.

Tedy nejvice ocekdavand hodnota poctu lici je 2, a odchylka od této hodnoty je vétsinou
vDX, coz je 1 lic.

Priklad 9.10 Vypoctéte stredni hodnotu veliciny X z prikladu 8.12.

Reseni: EX v tomto pripadé uddva ocekdvany pocet dnu, po kterém dojde k proni poruse
zarizeni. Dosazenim do vzorce dostavdme

EX =Y vi-pv Zk p(k ik (%)’Hé.
k=1

A jsme v pékné bryndé, protoze mame secist nekonecénou radu. Zde mepomuze jen Se
usmivat a pohodlné dosadit vzorec pro soucet geometrické rady. Tak jednoduché to nebude.
Trochu musime zapracovat a vylovit v pameéti néco o integrovdni nekonecné rady clen po
clenu. Ale zacnéme tou geometrickou radou. Plati ndsledugici vztah, ktery by si meél odnést
do Zivota kazdy absolvent VUT (nikdy nevite, kdy se vdim bude hodit - ale ted vdzné, v
Zivoté jsou prece nejdulezitéjsi ty véci, které si myslime, Ze vubec nepotrebujeme, napriklad
néjaky kamardd, kteryy nam neprestane duvérovat, kdyz udélame v Zivoté néjakou chybu,
nebo vzorec pro soucet geometrické rady):

1
1~|—x+x2+a?3+:)54+a?5+---:z$k:1— pro |z| < 1.
— X

Uvedend rada se nazyvd geometrickd, protoZe kazdy dalsi clen rady je x-ndsobkem predchoziho
clenu. Rikdme, Ze x je kvocient. Tato TFada md konecnij soucet jen pro |z| < 1. Bylo by
fagn, kdybychom tento krdsny vzorec mohli pouzit © v nasem pripadé. Po néjakijch upravach
zjistime, Ze to jde. Zacnéme oznacenim:

- 1 4 4 1 4 1
EX:E:k._’H._:_. Eo(2)1 = 2 (2

kde v(z) = S22 k- 2F71. Nyni si mizeme dovolit éislovat sumu v(x) od nuly, protoZe
prictenim nuly se hodnota vijrazu v(x) nezmeénd:

[e%S) [e'S)
ZE k'Ik_1:§ k"l'k_l
k=1 k=0
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Nyni se zintegrovanim této rovnosti zbavime konstanty k, kterd vystupuje v kaZdém clenu
rady:

/v(x)dx:ki;ok-/ ok 1dw—2k Zx

Ted’ jsme uz schopni sumu secist podle vzorce pro soucet geometrické rady:

/v(x)dx = ixk =

k=0

No a v(z) ted ziskdme zase derivaci posledni rovnosti:

02 () -

A jsme témer u cile. Nesmime zapomenout, Ze cely postup funguje jen pro |z| < 1. Ale

my potrebujeme zndt v(x) pro x = %, cozZ splnuge tuto podminku konvergence. Tak tedy:

41 5
EX =z 0(z)=¢ =13 =3 =125

Ve spojitém piipadé se stredni hodnota a rozptyl definuji vlastné obdobné, s jedinym
rozdilem - s¢itdme nespocetné mnoho nekonecné malych hodnot, takze misto sumy pouzijeme
integral. Pro spojitou veli¢inu X tedy

EX = /00 x- f(x)dx

DX = B(X — EX)? = / (x— EX)?- f(x)ds.

—00

ﬁpravou defini¢ntho vztahu pro DX a vyuzitim vzorce ffooo f(z)dz = 1 bychom dospéli
k témuz zpusobu vypoctu jako v diskrétnim pripadeé:

DX = / z)dz — [/_C:x : f(a:)dxr — EX? — (EX)?.

Priklad 9.11 Honza ziskal na zkousku 80 bodi, zatimco primér je 75. Je jeho vysledek
vynikajici, nebo primérny? Na tuto otdzku prdvé ddvd odpovéd rozptyl. V pripadé malého
empirického rozptylu (napt. vétsina ohodnoceni se pohybuje mezi 73 a 77 body) je vysledek
80 bodu vynikagjict, aZ pozoruhodny. V pripadé velkého rozptylu (napr. jsou zcela bézné
hodnoty z intervalu 55 aZ 95) je jeho wvysledek naprosto prumérny. O kvalité vysledku
nerozhoduje (nevypovidd) pouze jeho porovndni s prumérem, ale také wvdZent rozptylu.
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Pro urcéeni kvality urcitého vysledku je tedy dulezity jak prumeér, tak i rozptyl. Zavedeme
nyni jakousi transformaci hodnot veliciny X na hodnoty veliciny U, ve kterych je skryta
informace jak o pruméru, tak i o rozptylu. Pokud x; jsou hodnoty veliciny X pro ¢ =
1,2,...,n, tak

jsou hodnoty normované velic¢iny U. Z definice normované veli¢iny napiiklad plyne, ze

1. Pokud u; > 0, znamen4 to, ze z; > X.
2. Pokud |u;| > 1, znamenad to, ze x; se od priméru X lisi o vice nez S.

Velicina U tedy predstavuje prevod jakékoli veliciny X na jakousi normovanou stupnici
hodnot, ve které je skryta informace o prumeéru i o rozptylu soucasné (v nékteré literature,
zejména anglické, se normovana veli¢ina oznacuje pismenem Z a mluvime o z-hodnoté;
ale ¢eské nazvoslovi celkem jednotné oznacuje pismenem U).

Piiklad 9.12 Kdybych vam rekl, Ze moje martanskd kamarddka je 100 cm vysokd, ne-
mohli byste tuto visku porovnat s vijskou ostatnich martani. Ale kdybych wvedl, Ze nor-
movand hodnota jeji vysky je —1, védéli byste, Ze je na martany dost mald. Z idaje, Ze
normovand hodnota jejiho IQ je 2, byste usoudili, Ze je to vysoce inteligentni martanka.
Z normované hodnoty hmotnosti 0 se vidi, Ze jeji hmotnost je prumérnd.

Priklad 9.13 Moje mladsi sestra se rozhoduje, zda se stane pilotkou letadla nebo ku-
charkou. pilotni zkousky zvlddla na 62%, kucharské na 90%. Na co se vic hodi?

Bylo by nemoudré, aby se rozhodovala na zdkladée porovndni této procentudini uspésnosti.
Dulezitéjsi je porovndni hodnot normovanych:

62 —-50

=

90 -85

— =

Vidime, Ze se sestra vice hodi na pilotku nez na kucharku, respektive md vetsi sance ziskat
zaméstnani pilotky.

2 62 je 0 2- .S wvice nez prumérb0.

1 90 je o S wvice nez prumér85.

Normovand hodnota je tedy v jednotkach smérodatné odchylky od prumeéru.

9.4 Shrnuti pojmu

V této kapitole jsme definovali dvé dulezité charakteristiky pro popis dat jak namétenych,
tak teoretickych. Jsou to stfedni hodnota a rozptyl. Znovu je pii vypoctu téchto charak-
teristik dulezité si uvédomit, zda je velicina X diskrétni, nebo spojita. Podle typu veli¢iny
pak dosazujeme do vzorce:

X — { > wicqTi-p(x;)  pro diskrétni velicinu X

[Z a- f(x)dz  pro spojitou velicinu X. (9-1)
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Pojem rozptylu definujeme uz s vyuzitim pojmu stfedni hodnoty. Pro diskrétni i spojitou
veli¢inu lze pro vypocet rozptylu uzit vzorec

DX = BE(X?) — (EX)*. (9.2)

Pti odvozovani tohoto vzorce v diskrétnim piipadé jsme uzili jistych pravidel pro pocitani
se stfedni hodnotou: pokud a, b jsou realnd cisla a X, Y ndhodné veliciny, plati vztah

E(@X —bY)=a-EX —b- EY.

Cili konstantu lze vytknout pfed stfedni hodnotu. Dale plati F(aX +b) = aEX + b (tj.
stfedni hodnota konstanty je rovna konstanté samotné). Pro vypocet rozptylu slozenych
vyrazu plati jind pravidla, a sice

D(aX —bY) =a®- DX +b* - DY.

Cili pokud vytykdme konstantu pied rozptyl, musime ji umocnit na druhou. To napiiklad
znamend, ze rozptyl rozdilu veli¢in je roven souctu, nikoliv rozdilu rozptylu: D(X —Y) =
DX + DY. Déle plati D(aX +b) = a*- DX, tj. rozptyl konstanty b je roven nule.
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10 Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

V této a nasledujicich dvou kapitolach projdeme podrobnéji néktera rozdéleni, jez maji
nejvetsi vyuziti v technické praxi. Nejprve se seznamime s binomickym rozdélenim. Toto
rozdéleni pravdépodobnosti je zakladni a je vychozim pro odvozeni vSech ostatnich. A
proto tvodni kurs pravdépodobnostnich modeli musi obsahovat kapitolu o ném. Sezndmime
se se zakladnimi vlastnostmi tohoto rozdéleni, a pak uvidime jeho vyuziti ve statistice na
znaménkovém testu. Tato kapitola tedy obsahuje také principy, které jsou spoleéné vsem
statistickym testum.

10.1 Vldastnosti binomického rozdéleni

Zacnéme hned definici binomického rozdéleni, kterou pak osvétlime na nékolika prikladech.
Uvazujme experiment takové povahy, ze mohou nastat jen dva ruzné vysledky, které se
navzdjem vyluc¢uji (nemuze k nim dojit soucasné): ,,ispéch” a ,netspéch” (,,dspéch” ne-
musi znamenat nic svétoborného; oznacuje se timto terminem proto, ze se jedna o ten ze
dvou moznych vysledku, na ktery se ve svych uvahdch chceme zamérit).

Pravdépodobnost tspéchu je p, pravdépodobnost netspéchu 1 — p. Nahodna
velicina X, ktera udava pocet vyskyta tspéchu pri N nezavislych opakovanich
experimentu, ma tzv. binomické rozdéleni pravdépodobnosti (s parametry N, p)
a nabyva hodnot z mnoziny {0,1,2,..., N} s pravdépodobnost{

P(X =r) = (JZ) N

Mluvi se zde o nezavislych opakovanich experimentu. Slovo ,nezavislych” znamena, ze
vyskyt tspéchu pii prvnim opakovani experimentu nemé vliv na to, zda pri druhém a
dalsich opakovanich nastane tspéch nebo ne. Skutecnost, ze velicina X ma binomické
rozdéleni s parametry N, p, budeme oznacovat

X ~ Bi(N,p).

Podivejme se nyni na konkrétni priklady.

Piiklad 10.1 HdzZeme ctyrikrdt kostkou. Velic¢ina X uddvd, kolikrat pritom padne Sestka.
Jaké je rozdéleni pravdépodobnosti veliciny X ?

Reseni: Pravdépodobnost, Ze pri jednom hodu padne Sestka, je rovna p = %, Hody jsou
navzdjem nezdvislé, tj. pokud v prvnim hodu padla Sestka, nemd to vliv na to, zda ve
druhém hodu padne nebo ne. Tedy velicina X, kterd méri pocet sestek pri ctyrech ho-
dech, ma binomické rozdéeleni pravdépodobnosti s parametry N = 4, p = %. Podivejme
se konkrétné na pravdépodobnosti, s jakymi velicina X nabyva konkrétni hodnoty. Bude
odtud zrejmé i odvozeni vzorce pro jejich vipocet.

) 5 D
P(X=0) = P(ne6)-P(ne6)-P(n66)-P(n66):6-—-6-620.482;
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P(X =1) = P(jednou padne 6, jinak néco jiného nez 6) =
= P
+P(6 padne jako druhd, jinak ne) + P(6 padne jako cturtd, jinak ne) =
555 5155 5515 555 1

6666+6666+6666 6 6 6 6

6 padne jako pront, jinak ne) + P(6 padne jako druhd, jinak ne) +

1 5 5 5
= (vSechna moznd potadi viskytu jednoho uspéchu) - 6 58 8"
4\ 1 5 5 5

= (7).=.2.2. 2 = 0.386;

<1> 666 6 !

P(X =2) = P(dvakrdt padne Sestka, jinak ne) =
1 5 b

= Sech ‘nosti vybéru 2 poradi ze 4) - — - = - = - - =

(vSechny moznosti vijbéru 2 poradi ze 4) 5 6 6 &

4\ 1 1

2) 6 6 6
4y 1 1 1 5
P(X =3) = (3).6.6.6._:00157

Vsimneéte si, Ze soucet téchto péti pravdépodobnosti je roven jedné. Pri vipoctu jsme za-
okrouhlovali na tr1 desetinnd mista.

Priklad 10.2 Sendtor Swenson pred volbami tvrdi, Ze pro néj bude hlasovat 70% volici.
Agentura STEN chce provést pruzkum u 20 lidi. Nahodnd velicina X uddvd pocet Swen-
sonovych volicu z dvaceti dotdzangjch. Urcete

a) teoretické rozdéleni veliciny X (pred provedenim prizkumu);

b) pravdépodobnost, Ze Swensona bude volit presné 14 lidi z 20 dotdzangch;

c) pravdépodobnost, Ze Swensona bude volit maximdlné 14 lidi z 20 dotdzanjch.

Resent:

ad a) Dané teoretické rozdéleni je binomické s parametry N = 20 a p = 0.7. Veli¢ina
X nabyva hodnot z mnoziny {0,1,2,...,20} s pravdépodobnosti

20
P(X =7r)= (r > 077032077,

ad b) Dosazenim do vzorce a) mdme
P(X =14) = 0.192,

pokud zaokrouhlujeme na tri desetinnd mista.
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ad c) Zde vyuzijeme finty pouzité poprvé v prikladu 8.12: abychom usetrili nékolik séitanci,
vypocteme pravdépodobnost opacného jevu a odecteme ji od jednicky:

P(X <14) = 1—P(X >14) =1— (p(15) + p(16) + p(17) + p(18) + p(19) + p(20)) =
1— (0.179 4 0.13 + 0.072 4 0.028 -+ 0.007 + 0.001) = 0.583.

Pokud by agentura STEN v predchozim piikladu zjistila, ze ,,pro” bylo jen 8 lidi z 20,
pak néktery z teoretickych predpokladi nebyl v poradku:

e vzorek dotdzanych lidi nebyl ndhodny (byl z antiswensonovské oblasti statu);

e odpovédi nebyly nezavislé (odpovidajici mezi sebou navzajem diskutovali o Swen-
sonovi);

e STEN pracovala dobfe, ale Swenson byl piilis optimisticky se svym odhadem (to je
nejpravdépodobnéjsi problém).

Ukazme si jesté graficky tvar binomického rozdéleni, naptiklad pomoci pravdépodobnostniho
histogramu.

a) Pokud p = 0.5, rozdéleni je vzdy symetrické (viz obr. 10.1, 10.2, 10.3).

0.35 -
0.3
0.25 -
0.2
0.15 -

0.1-
0.05 -

0 | 2 3

Obrazek 10.1: Histogram pravdépodobnosti binomického rozdéleni pro N = 3, p = 0.5.

b) Prop # 0.5 amalé N je rozdéleni asymetrické, ale pro rostouci N se stava vice a vice
symetrickym (viz obr. 10.4, 10.5, 10.6, 10.7 - na obrazku 10.7 jsou pravdépodobnosti
nenulové pro hodnoty 0 az 40, ale pti zaokrouhlovani na tfi desetinna mista jsou
hodnoty v bodech 12 a vice uz rovny nule; Je vidét, ze histogram je uz pomeérné
symetricky na rozdil od obrazku 10.6.).
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Obrazek 10.3: Histogram pravdépodobnosti binomického rozdéleni pro N = 10, p = 0.5.

Obrazek 10.4: Histogram pravdépodobnosti binomického rozdéleni pro N =4, p = 0.1.
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Obrazek 10.5: Histogram pravdépodobnosti binomického rozdéleni pro N =4, p = 0.9.

o.os—f
R

Obrazek 10.7: Histogram pravdépodobnosti binomického rozdéleni pro N = 40, p = 0.1.

Vypocteme nyni stiedni hodnotu a rozptyl veliciny X s binomickym rozdélenim Bi(N, p).
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EX = ;i.p(i):ii.(?).pz‘.(l_p)N—i:

_ (N =1
- N'p';(zv - (i—1)

Nejprve jsme dosadili do vzorce pro stfedni hodnotu diskrétni veliciny, vyjadrili kom-
binac¢ni ¢islo podle definice s vyuzitim faktorialu, zkratili ¢ a vyhodili N a jedno p pred
sumu. Nyni jesté oznac¢ime

M:=N-1, j:=i—1.
Pak totiz
M M
EX=N-p- —p] 1—-p)M7 =Np ( ) (1 —p)M
JZ:;(M—J)- R Z )

a na pravé strané posledniho vztahu dostdavame sumu, kterd vyjadiuje soucet hodnot
pravdépodobnostni funkce binomického rozdéleni s parametry M a p, tj. podle jedné ze
zakladnich vlastnosti pravdépodobnosti je rovna jedné. A tak nam zustava pouze

EX =N -p.

Pti odvozeni hodnoty rozptylu pouzijeme stejnou taktiku: pokusime se pred sumu néco
vytknout, aby zbylé sumovani bylo rovno jedné:

or (Zﬂ-p@) - (Zz o ~pz‘-<1_p>w) N =

= N-p- (Z (12_1) pi‘l'(l—p)N‘i)—N2~pQ;

Oznac¢ime-li nyni M := N —1, j:=1— 1, dostaneme

M

DX = Np (Z(j +1)- W—le)'jJ — N?%p?,

=0

Zavorku (j+1) v poslednim vyrazu rozdélime do souc¢tu dvou sum - v té prvni sumé bude
J, ve druhé bude 1:

M M\ . . Mo .
DX =Np)» j- (j )zﬂ(l —p)M 7+ Np) (j )p](l )M = N,
=0

Jj=0
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Nyni uz je snadné secist obé posledni sumy v pravé dosazeném vyrazu, protoze ta prvni
je podle definice rovna stfedni hodnoté binomického rozdéleni s parametry M a p (coz je
Mp), ta druhd je rovna souc¢tu pravdépodobnosti binomického rozdéleni s parametry M
a p (¢ili jedné). Celkem dostavame

DX = Np-Mp+ Np-1—N?p*=
= Np-(N—-1)p+Np— N?p*>=Np— Np* =
= Np(l—p).

Binomické rozdeélenti je ptikladem toho, ze vypocet rozptylu da vzdy vic prace nez vypocet
stfedni hodnoty (respektive stfedni hodnota je jednim z ¢lenu pii vypoétu rozptylu).

Neékdy se hodnoty veli¢iny s binomickym rozdélenim uvadéji nikoliv v ¢etnostech i (napf.
12 tdspéchu ze 20 pokusu), ale v podilech tspésnosti % (napf. %) Toto binomické

rozdéleni podili tspésnosti ma stejné parametry N, p, ale diky jinym hodnotam,
kterych nabyva, je zde jina stfedni hodnota a rozptyl:

7 1 1
EX = — - p(i) = — - (stfedni hodnot liciny cetnosti) = — - Np = p.
; N p(7) N (stfedni hodnota veli¢iny ¢etnosti) v Np=p
N2 1 N
DX = (Z — -p(i)> —(BX)* = 45 (ZiQp(i)) —p’ =
0 0
1
= N2 (prvni ¢len pii vypoétu rozptylu veliciny éetnosti) — p? =
1 PP p(1—p)
— —(Np-(N—Dp+Np)—p2=p2-L 2 _ 2 PP
a2 (Ve - P+ Np) —p"=p" =+ 5 —p N

Priklad 10.3 Na obrdzku 10.8 je histogram pravdépodobnostni funkce binomické veliciny
pro p = 0.5, kterd nabyva hodnot 0, %, %, cen %. Od binomického rozdéleni s hodnotami
0,1, 2,..., 16 se lis7 jen jinym znacenim hodnot na vodorovné ose; jinak jsou prislusné

histogramy stejné.

Piiklad 10.4 Hodime 400-krdt minci. Ndhodnd velicina uddvagici pocet licu v téchto
pokusech md binomické rozdéleni s parametry N = 400, p = 0.5. Prislusné teoretické
rozdeéleni md tyto charakteristiky:

a) Hodnoty X jsou v ¢etnostech:
EX =Np=200; DX = Np(l—-p) =100; vDX = 10.
b) Hodnoty X jsou v podilech (= relativnich cetnostech):

EX =p=05 Dx-21-P

N - 0.000625; VDX = 0.025.
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Obrazek 10.8: Histogram pravdépodobnosti binomického rozdéleni pro N = 16, p = 0.5
s hodnotami relativnich ¢etnosti.

Protoze charakter histogramu pravdépodobnosti je stejny (rozdil je pouze v oznaceni hodnot
na ose x), sobé odpovidajici normované hodnoty se rovnaji: Napriklad pokud ze 400 hodi
padne 210 licu, prislusnd normovand hodnota je

210 — 200 ..
0
210 licum odpovidd relativni cetnost % = 0.525, prislusnd normovand hodnota je
0.525-0.5
0.025

Jediné, na co si musime ddvat pozor, je tedy jind stredni hodnota a rozptyl v kaZdém z
pristupt a),b).

10.2 Zakladni principy statistického testu

Jedno z vyuziti binomického rozdéleni je ve statistickém znaménkovém testu. Diive nez
k nému pfistoupime, na piikladu vysvétlime jednotlivé kroky statistického testu obecné.

Piiklad 10.5 Soudni proces jako piiklad rozhodovaciho procesu. UvaZujme jed-
noduchy soudni proces, ve kterém existuje pouze jediny mozny trest a soud rozhodne, zda
se tomuto trestu obZalovany podrobi nebo ne. A navic proti rozhodnuti soudu neexistuje
Zadné odvolani. Jednd se o jakysi rozhodovaci proces, u kterého mohou nastat ¢tyri mozné
vysledky:

1. Obzalovany je vinen a soud jej odsouds.
2. ObZalovany je nevinen a soud jej osvobodi.

3. ObzZalovany je nevinen a soud jej odsoudi. Jednd se o chybné rozhodnuti - tuto chybu
budeme oznacovat jako chybu prvniho druhu.



Matematika 3 122

4. ObzZalovany je vinen a soud jej osvobodi. Toto rozhodnuti je rovnéz chybné - budeme
tuto chybu oznacovat chybou druhého druhu.

V kazdém soudnim procesu se must hledat jistd rovnoviha mezi tvrdosti a mirnosti. Jednim
extrémem je liberdlni soudce, ktery k usvédceni obZalovaného vyZaduje velké mnoZstui
dikazu. Takovy soudce jen zridka odsoudi nevinného (zridka se dopusti chyby proniho
druhu), ale dosti casto osvobodi vinika (chyba druhého druhu). Druhgm extrémem je kon-
zervationd soudce, kterému k usvédceni staci jen nékolik dukazi. Takovy soudce posild do
vézeni i jen pri stinu podezrend, ¢ili ¢astéji odsoudi nevinného (chyba pruniho druhu), ale
zitdka osvobodi darebdka (= zridka se dopusti chyby druhého druhu). Slova ,konzerva-
tivnt” a liberdlni” jsou terminy z politiky. V dnesni dobé uz nikdo nevi, co znamenayi.
Tato jejich ,statistickd” definice navrhuje jejich vyznam, ale také upozornuje na nebezpect
kazdého z téchto postoju.

Je otdzkou, kterd z chyb je zdvazinéjsi - zda chyba pruniho druhu, nebo chyba druhého
druhu. Vseobecné se ma za to, Ze zdvaznéjsi je uvéznit nevinného, nez odsoudit darebdka.
A proto se chybé odsouzeni nevinného prisuzuje druh c¢islo 1 a vénuje se ji vétsi pozor-
nost. Ale nékde musi byt stanovena jistd hranice, po jejimz prekroceni uz soud pristoupt
k rozhodnuti ,vinen” a bez skrupuli clovéka potresta.

Vsimnéme si jedné véci, kterd plati jako obecny princip. Pokud se soudce snazi byt benevo-
lentni a odsoudi ¢lovéka aZ po nahromadénd velkého mnozstvi dikazi (sniZuje tim moznost
vyskytu chyby proniho druhu), soucasné narustd nebezpeci, Ze i kdyz je obZalovany vinen,
potrebné mnozstvi dukazu se nenajde a soud jej osvobodi (roste moznost vyskytu chyby
druhého druhu). Neni to nic svétoborného, ale uz jsme dlouho neméli Zadny rdmecek, a
proto jej aspon uvniti prikladu miZeme pouZit:

SniZovdnim moznosti vyskytu chyby pruniho druhu roste moznost viyjskytu
chyby druhého druhu - a naopak: pokud zvysujeme moznost vyskytu chyby
proniho druhu, sniZuje se mozZnost vyskytu chyby druhého druhu.

Z wvedeného ramecku je vidét, Ze Zadnou z chyb neni mozné naprosto vyrusit: pokud totiz
snizujeme moznost vyskytu chyby pruniho druhu aZ témér na nulu, roste tim mozZnost
vyskytu chyby druhého druhu do obludnych rozméri a rozhodnuti uc¢inénd timto stylem
jsou nerozumnd, aZ nemoudrd. Strategii v rozhodovacich procesech tohoto typu je tedy
zvolit pravdépodobnost vyskytu chyby proniho druhu malou, ale ne prilis malou.

Shrnme predchozi wvahy do péti kroki, které popisuji cely soudni proces:

1. Stoji proti sobé dvé moznd rozhodnuti soudu:

Hy ... obZalovany je nevinen
H, ... obZalovany je vinen
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Soud musi rozhodnout prdvé jednu z téchto variant a toto rozhodnuti je nezvratné,
neezistuje proti nému odvoldny.

2. Vystoupt Zalobce, ktery predlozi nashromdazdéné dukazy pro platnost H1.

3. Vystoupi obhdjce a vysvétli vsechny souvislosti za predpokladu, Ze plati Hy. Snazi se
vidét a vysvétlit vsechny argumenty obZaloby ve svétle toho, Ze obZalovany je nevinen.

4. Porota soudu se odebere k rokovdni. Bere v uvahu jak mmnozZstvi dukazi a jejich
zavaznost, tak i argumenty obhajoby a mozZnost, Ze tyto diukazy neznamenaji nutné
vinu obZalovaného, ale v jeho neprospéch hraji jen ndhodou.

5. Porota se wvraci a vyslovuje sviy verdikt: pokud byla prekrocena mira zdavaznosti
dukazu pro platnost Hy, obZalovany je vinen. pokud me, obZalovany je osvobozen.
Toto rozhodnuti soudu je nezvratné.

Prave uvedenych pét kroku v prikladu 10.5 se vyskytuje v mnoha rozhodovacich procesech,
které nazyvame statistické testy. Tyto principy plati obecné, vyslovme je tedy obecné,
uz oprosténi od piikladu soudce a obzalovaného (ovsem analogie se soudnim procesem
zde existuje velice prima):

(K1) Statisticky test obycejné rozhoduje o tom, zda plati hypotéza Hy (tzv. nulova
hypotéza) nebo H; (tzv. alternativni hypotéza). Tyto dvé hypotézy pritom
stoji ve vzdajemném rozporu. Ve vétsiné testu Hy tvrdi, ze jista velicina nezdvisi
na hodnotéch urcité dalsi velic¢iny, kdezto H; tvrdi, Ze naopak zdvisi (pro ty, kdo
by si chtéli udrzet souvislost mezi statistickym testem a soudnim procesem, coz
doporucuji, pomucka k zapamatovani: Hy testu iika nezavisi, a Hy soudniho procesu
nevinen).

(K2) Stanovime kritérium (zpravidla ur¢itou funkci), které ukazuje na miru platnosti
alternativni hypotézy H; (urcuje ,zdvaznost dikazu” pro H;). Pak provedeme expe-
riment, ve kterém zmérime data potiebna pro dosazeni hodnot do naseho kritéria.

(K3) Kritériem byva jista funkce, kterd pfi ruznych méfenich nabyvé ruznych hodnot, je
to tedy ndhodna veli¢ina. Uréime teoretické rozdéleni kritéria za predpokladu,
ze plati hypotéza Hy. Jinymi slovy, popiSeme vlastnosti kriterijni veli¢iny ve svétle
toho, ze plati H.

(K4) Na zékladé teoretického rozdéleni kriterijni veli¢iny stanovime uré¢ity interval hod-
not, kam kdyz padne empirickd hodnota kritéria, tak nezvikla naSe presvédceni o
platnosti Hy, ale eventuelni dopad hodnoty kritéria mimo tento interval nas povede k
nazoru, ze byla prekrocena jista kriticka mira, takze usoudime, ze Hy neplati. Kri-
tickou miru zpravidla urcujeme tak, aby pravdépodobnost vyskytu chyby prvniho
druhu (tj. ze rozhodneme, ze Hj neplati, kdyz ve skute¢nosti Hy plati) byla do-
state¢né mald, napt rovna 0.05 (to se chyby prvniho druhu dopustime nejvyse v
péti procentech piipadi), ale ne prilis mald, aby nerostla moznost vyskytu chyby
druhého druhu (tj. ze rozhodneme, ze Hy plati, kdyz ve skutecnosti Hy neplati) do
nerozumnych rozmeéru.
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(K5) Porovndame empirickou hodnotu kritéria s kritickou mirou. Pokud je kritickd mira
prekro¢ena (hodnota kritéria lezi mimo interval nalezeny v bodé 4), zamitame hy-
potézu Hy ve prospéch alternativni hypotézy H;. Pokud neni kriticka mira ptekrocena,
hypotézu Hy nezamitame.

Pro ty, co nedavali pozor nebo jsou unaveni, jesté jednou definice chyby prvniho a druhého
druhu - s vyuzitim tabulky 10.1:

Tabulka 10.1: Ctyfi mozné vysledky statistického testu.

skutecnost: Hy plati | skutecnost: Hy plati

rozhodnuti: Hy nezamitame 0.K. chyba 2.druhu

rozhodnuti: Hy zamitdme chyba 1.druhu 0.K.

Dalsi standardni oznaceni se pouzivéd pro pravdépodobnost vyskytu chyby 1.druhu (znaci
se a) a pravdépodobnost vyskytu chyby 2.druhu (znacime ).

10.3 Znaménkovy test

Ted 1z zndme potiebnou terminologii, a proto se pustime do jednoduchého statistického
testu, kterym je znaménkovy test (anglicky - the sign test). VSe bude vysvétleno v
nasledujicim prikladu.

Piiklad 10.6 Chceme ovérit hypotézu, Ze zviyseni motivace md vliv na lidskou pameét.
Abychom ziskali urcitd data, nebudeme zkoumat vsechny lidi na zemékouli, ale ndhodné
vybereme 10 lidi, provedeme s nimi test a jeho vysledek vztdhneme na celé lidstvo (tento
test vzorku a vztaZend jeho viysledku na celek je pro statistiku charakteristicky). U vybrangjch
lidi provedeme ndsledugici experiment:

1. KazZdému z vybranych lidi se pomalu precte 20 slov, a po péti minutach ma zopakovat
vsechna. kterd se mu vybavi. Za kazZdé spravneé zopakované slovo dostdvd 10 K¢.

2. Precte se jingch 20 slov a dotazovany clovék si jich po péti minutich md opét co
nejvic vybavit - nyni ale za kazZdé spravné zapamatované slovo dostavd 200 K¢.

3. Znaménkovym testem zjistime, zda se pri zvysent financni motivace vyznamné zvysila
vybavovaci schopnost daného vzorku 10 lidi.

Resend: Ziskala se data v tabulce 10.2.
Budeme nyni presné prochdazet pét kroku testu predstavenyjch v predchozim oddilu:
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Tabulka 10.2: K piikladu 10.6: Data ziskand testovym meétenim.

¢lovek || pocet zapamatovanych slov za 10 K¢ | pocet zapamatovanych slov za 200 K¢ | zlepseni?
1 7 8 +
2 5 7 +
3 6 5 -
4 5 9 +
5 6 7 +
6 5 9 +
7 3 bt +
8 4 ) +
9 8 11 +
10 2 4 +

(K1) Stanovme hypotézy Hy a Hy:

Hy . Vybavovaci schopnost clovéka nezdvisi na velikosti motivace v tom smyslu,
Ze zvyseni motivace nevede ke zvyseni schopnosti zapamatovdni
H, :  Vybavovaci schopnost clovéka zavisi na velikosti motivace v tom smyslu,

Ze se zvysenim motivace roste i zapamatovaci schopnost

(K2) Kritériem naseho testového rozhodovdni bude pocet lidi, u kterych nastalo zlepseni
pri zvysent financéni motivace, tj. pocet kladnich znamének v poslednim sloupci ta-
bulky 10.2. Oznacme tento pocet kladnijch znaménkovych zmen jako T. Velicina T
tedy uddvd pocet kladnych znamének v deseti nezdvislych merenich.

(K3) Urceme rozlozeni pravdépodobnosti nahodné veliciny T za predpokladu, Ze plati Hy -
t1. vysvétleme chovdni veliciny ve svétle toho, Ze zapamatovani nezdvisi na motivaci.
V' takovém pripadé vyskyt kladného znaménka je naprosto nahodny a stejné dobre
se misto kladného znaménka muze u konkrétniho ¢lovéka objevit zaporné znaménko.
Cili pokud je vyjskyt kladného znaménka u konkrétniho cloveéka ndhodng, mize k
nému dojit s takovou pravdépodobnosti, s jakou pri hodu korunou padne lic - cili s
pravdépodobnosti % Tedy velicina T pti platnosti hypotézy Hy uddvd pocet kladnijch
znameének z deseti situact, pricemz v kazdé situaci k tomu dojde s pravdépodobnosti
1

5 - ale to nam néco pripomind. To prece znamend, Ze velicina T" ma za predpokladu

platnosti Hy binomické rozdéeleni s parametry N = 10, p = 0.5.
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(K4) Musime urcit kritickou mez Ty, poctu kladnijch znamének, pri jejichz dosaZeni uz
prestaneme vérit, Ze plati Hy, a usoudime, Ze pocet kladnych znamének je statisticky
vyznamny a ukazuje na platnost hypotézy Hy. Z toho duvodu musime blize prozkou-
mat pravdépodobnostni funkci p(x) nasi diskrétni ndhodné veliciny T - viz tabulka
10.3

Tabulka 10.3: K piikladu 10.6: hodnoty funkce p(r) a kumulativni pravdépodobnostni
funkce P(T > r) zaokrouhleny na tii des. mista.

r |p(r)=P(T=r)| P(T>r)
10 0.001 0.001
9 0.010 0.011
8 0.044 0.055
7 0.117 0.172
6 0.205 0.377
) 0.246 0.623
4 0.205 0.828
3 0.117 0.945
2 0.044 0.989
1 0.010 0.999
0 0.001 1.000

Pro urcent kritické hodnoty je rozhodugjict praveé kumulationi pravdépodobnostni funkce
v poslednim sloupci tabulky 10.3. Nyni pravdépodobnost, Ze k vyskytu deseti kladnijch
znamének dojde naprostou nahodou, nikoliv na zdkladé zdvislosti pamatovani na mo-
tivaci, je rovna

P(T > 10) = 0.001;

Cili kdybychom hypotézu Hy zamitli v pripadé viskytu 10 kladnych znamének, méli
bychom Sanci se dopustit chyby pruniho druhu s pravdépodobnosti 0.001. To je dost
nizkd pravdépodobnost, coZ znamend, Ze riziko vyskytu chyby druhého druhu (= Hy
neplati, ale my ji nezamitneme) je naopak veliké. Proto jdeme v tabulce kumula-
tivnich pravdépodobnosti ddle: pravdépodobnost, Ze k vyskytu deviti a vice kladnijch
znameének dojde naprostou nahodou, nikoliv na zdkladé zdvislosti pamatovani na mo-
tivact, je rovna

P(T > 9) = 0.011;
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Cili kdybychom Hy zamitli pro kritickou hodnotu Ty, = 9, dopustili bychom se chyby

proniho druhu s pravdépodobnosti 0.011. A tak ddle, zkrdtka snazZime se najit kri-

tickou hodnotu pro takové riziko o vyskytu chyby pruniho druhu, které je dost malé

(napr a < 0.05), ale ne zas prili§ malé. Proto se zarazime u takové kumulationi
cetnosti, kterd je mensi nez0.05, ale pritom je to nejvétsi moznd kumulativni pravdépodobnost
s touto vlastnosti. ProtoZe

P(T > 8) = 0.055 > 0.05,

vratime se zpét k nejblizsi niZsi hodnoté, tj. T, = 9 a pravdépodobnost viyjskytu chyby
proniho druhu je rovna o = 0.011 (tj. pokud pri T > T}, = 9 zamitneme Hy, mdme
Sanci dopustit se chyby proniho druhu na 1.1%).

(K5) Naméreny pocet kladnijch znamének T = 9 je roven kritické hodnoté T, = 9, a
tedy zamitdme Hy o nezdvislosti ve prospéch alternativni hypotézy H,. Rikdme, Ze
zavislost pamatovdni na motivaci je statisticky viyznamnd. V pripadeé, kdy by pocet
kladnych znamének byl mensi nez Ty, = 9, bychom Hy nezamitli.

Je otazkou, jaké znaménko priradit v predchozim ptikladu ¢lovéku, ktery ma stejnou hod-
notu zapamatovanych slov v obou motivac¢nich situacich (to v naSich datech nenastalo,
ale je to mozné). Existuji dvé alternativy feseni: bud muzeme stejnou hodnotu u obou
finanénich podminek oznacit znaménkem , minus” (koneckonct o zlepseni se nejednd, ¢ili
daného ¢lovéka muzeme zapocitat jako pripad potvrzujici ndhodnost, tj. nezavislost obou
veli¢in), nebo méreni u tohoto clovéka z testu uplné vypustit (to je asi nejférovéjsi fesent -
stejnd hodnota u obou podminek nehovoii pro, ani proti kladné zméné). Tato jemnost je
piikladem tuvah, které musime nékdy provést pred konkrétnim vypoctovym provedenim
testu.

Vzhledem k tomu, jak byly formulovany hypotézy H, a H;, se jednalo o tzv. jedno-
stranny test, kdy jsme si v§imali pouze vyznamné vysstho poctu kladnych znamének.
Oboustranny test v pripadé daného experimentu by bral v potaz i moznost, ze zvysSeni
finan¢ni motivace vede u clovéka k degradaci pameéti, coz se projevi na extrémné malém
poctu kladnych zmén. V piipadé oboustranného testu jsou kritické hodnoty dvé (leva a
prava mez jistého intervalu). ovSem v nasi situaci je rozumné predpokladat, ze zvyseni
finanéni motivace ¢lovéka nedeprimuje, ale naopak povzbudi k lepsimu pamatovani, tj.
bylo vhodné pouzit jednostranny test. K oboustrannému testu se vratime v kapitole 12.

10.4 Shrnuti pojmu

V této kapitole jsme se senamili s prvnim typem rozdéleni pravdépodobnosti, které ma
siroké vyuziti v praxi. Velicina X s rozdélenim Bi(N,p) nabyva hodnot z mnoziny 2 =
{0,1,2,..., N} s pravdépodobnosti

p(k) = P(X = k) = (],f ) 1) (10.1)
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Teoreticky je pravdépodobnostni funkce p(z) tohoto diskrétniho rozdéleni pravdépodobnosti
definovana pro kazdé realné x, ale hodnot jinych nez z mnoziny {2 nabyva velicina X s
nulovou prabdépodobnosti (tj. p(z) = 0, pokud = ¢ Q).

Seznamili jsme se s péti kroky statistického testu, které jsou stavebnimi kameny i ostatnich
statistickych testt, nejen testu znaménkového. V kapitoldch 12 a 13 budeme déle studovat
test vyuzivajici normalniho rozdéleni pravdépodobnosti (coz je nejéastéjsi pripad spojitého
rozdéleni v ulohéch praxe).

V dalsim budeme oznacovat feckym pismenem a pravdépodobnost vyskytu chyby prvniho
druhu v daném statistickém testu, § pravdépodobnost vyskytu chyby druhého druhu.
Cislo a slouzf k urcenf kritickych hodnot testu, a ma proto sviij nézev - ifké se mu hla-
dina vyznamnosti testu. Kromé hladiny vyznamnosti se nékdy definuje dalsi pojem
charakterizujici statisticky test daného typu, a sice sila testu:

Sila daného testu =1 — 3,

coz je pravdépodobnost, ze spravné zamitneme H, v situaci, kdy skutecné hypotéza H
neplati. Jedna se o pozitivni pojem - ¢im je sila testu vétsi, tim je tento test vhodnéjsi k na-
lezeni zavislosti mezi danymi proménnymi. OvSem silu testu vétsinou nezname, protoze
pravdépodobnost 3 casto nedokazeme urcit. O sile testu by se dalo mluvit déle, ale v
tomto zakladnim kursu na to neni cas, ani prostor. Takze u sily testu na shledanou az v
inzenyrském studiu.

Se silou testu souvisi i nasledujici véc: pokud naméfend hodnota kritéria neptekroci te-
oretické kritické hodnoty, fikdame, ze ,,hypotézu Hy nezamitame”, nikoliv , hypotézu H
prijimame”. Pokud totiz nas pouzity statisticky test mél malou silu, mohlo se stat, ze
ackoliv zavislost mezi velicinami nenalezl, ona ve skute¢nosti existuje a Hy neplati (co si
budeme nalhdvat, do jisté miry zavisi vsecko na vsem). Z tohoto duvodu se pouziva tato
,opatrnd” terminologie.

Dalsi obrat jsme v ptikladu uz také pouzili: pokud zamitame Hy, nékdy se tika, ze vysledek
testu je statisticky vyznamny (resp. zavislost mezi studovanymi veli¢inami je statisticky
vyznamna, nebo vliv jedné veli¢iny na druhou je vyznamny).

Celkem neformalné budeme uzivat slova vzorek, ovSem v jiném vyznamu nez v elek-
trotechnickych predmétech. Ve statistice je vzorkem oznacovana vybrana skupina lidi
(nebo jinych jednotek) z celé populace, a potazmo to bude znamenat zejména soubor
meéieni provedeny u této vybrané skupiny. Tj. délka vzorku bude oznacovat pocet métreni
provedeny v dané situaci.
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11 Poissonovo a exponencialni rozdéleni pravdépodobnosti

V této kapitole se sezndmime s dalsimi dvéma typy rozdéleni pravdépodobnosti, které
jsou vyuzivany v tlohéach technické praxe. I kdyz Poissonovo rozdéleni je diskrétni a ex-
ponencidlni rozdéleni spojité, existuje mezi nimi blizky vztah - kazdé z nich sice pouzivame
k popisu jiné veliciny, ale hodnoty téchto velicin méiime v jedné a téze situaci. Podivame
se také na teorii front, kde se vyuzivd nékolik pravdépodobnostnich modell, zejména
pravé Poissonovo a exponencialni rozdéleni. Zejména v této kapitole je vidét bohatost
uziti pravdépodobnostnich modelu pti popisu realnych situaci.

11.1 Odvozeni

Jeden student mi kdysi fekl, Ze ti matematici si ten vzorec vzdy néjak vycucaji z prstu. To
neni pravda. Matematici si vzorec nevymysli, nybrz jej objevi. V tomto oddilu spolecné
,objevime” dvé dulezitd pravdépodobnostni rozdéleni, a uzijeme si tak opravdové mate-
matiky.

Uvazujme situaci, ve které dochézi k vyskytu jistého typu nahodné udélosti - touto
udalosti muze byt napiiklad prichod zakaznika do fronty, pfijezd automobilu na par-
kovisteé, prijeti zpravy SMS, narozeni ditéte v jisté porodnici, apod. V této situaci opa-
kovaného vyskytu ndhodné udalosti budeme meérit hodnoty dvou velicin - velicinu X,
kterd udava dobu mezi dvéma po sobé jdoucimi vyskyty udélosti, a veli¢inu Y, ktera méri
pocet vyskytu udélosti za ¢asovou jednotku. Urcime nyni rozdéleni pravdépodobnosti obou
téchto veli¢cin. Ozna¢me p,(t) pravdépodobnost, Ze v ¢asovém intervalu délky ¢ nastane
pravé n udalosti popsaného typu. Celé odvozeni vychazi z nasledujicich tii predpokladu:

1. Pravdépodobnost vyskytu uddlosti v intervalu (¢,¢ + h) zavisi pouze na h, nikoli
na poctu udalosti, které nastaly pred okamzikem ¢, ani na t samotném. Rikame, ze
velicina X ma nezavislé stacionarni piirustky. Tento predpoklad lze vyjadrit rovnici

po(t +h) = po(t) - po(h) (11.1)

2. Plati: 0 < po(h) < 1. Jinymi slovy, pravdépodobnost, ze v ¢asovém intervalu délky
h k vyskytu zadné udalosti nedojde, je kladnd, ale mensi nez 1.

3. Pro maléd h nastane v intervalu délky h nejvyse jedna uddlost, tj. plati

Podivame-li se blize na funkcionalni rovnici 11.1, vidime, ze se jedna o vlastnost expo-
nentu: zaklad umocnény na soucet je roven soucinu zakladu umocnénych na jednotlivé
¢leny. Tedy jejim feSenim je funkce, kterd ma argument v exponentu - exponencialni
funkce. Napisme ji ve tvaru

pol(t) =e
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pro t > 0 a kladnou konstantu A. Pokud tuto exponencidlni funkci rozvineme podle
znamého vzorce (viz 1.ro¢énik - Taylorova fada) v nekone¢nou fadu

(A (A

po(t) =e M =1- X+ i A

a pro mald t zanedbame ¢leny obsahujici #2, 3, atd., mame

Diky vztahu 11.2 tedy pro mala ¢ plati

Z charakteru veliciny X je videét, ze jeji rozdéleni je spojité (doba mezi dvéma vyskyty
muze byt rovna libovolnému kladnému realnému ¢islu). Abychom popsali jeji rozdélent,
staci najit hustotu f(t) veliciny X . Jak naznacuje nézev tohoto rozdéleni - exponencialni
rozdéleni pravdépodobnosti - hustotou bude exponencidlni funkce. Protoze X muze
nabyvat jen kladnych hodnot, musi platit f(¢) = 0 pro t < 0. Zbyva najit f(¢) pro t > 0.
V tomto piipadé bude jednodussi najit nejdiive distribuéni funkei F'(t) veliciny X, a pak
vyuzit toho, ze hustota je derivaci distribuéni funkce (viz kapitola 9).

F(t) ZP(X<t)=/_mf<x)dx:{ (}Otf(a:)dx Eﬂ;g

Vypoctéme nyni pravdépodobnost, ze v case ¢ k bezprostfedné nésledujicimu vyskytu
udélosti jesté nedoslo. Pouzijeme pfitom znamou fintu z kapitoly 9, ze pravdépodobnost
urcitého jevu lze urcit jako 1 minus pravdépodobnost jevu opacného:

PX>t)=1-P(X <t)=1—F(t)=po(t) = e,
t.
1—F(t)=e™.
Derivaci tohoto vztahu dostaneme
0 ()= —-e,
£,
f®)=Xx-eMprot>0.
Celkem tedy pro hustotu f(t) exponencidlniho rozdéleni plati

0 pro t < 0;
A-e prot>0.

ft) =
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Zmame tedy uz rozdéleni veliciny X. Pouzitim integrace ”per partes” lze spocitat podle
vzorcu z kapitoly 9, ze
1 1
EX=—-, DX =—.
A A2

Nase vymodelované exponencidlni rozdéleni pravdépodobnosti tedy tikd, ze k vyskytu

nahodné udalosti dochazi primérné jednou za + éasovych jednotek, tj. A-krat za ¢asovou

)
jednotku (takovy je vyznam konstanty \).

Pokracujme nalezenim rozdéleni nahodné veliciny Y. K urc¢eni nekoneéné mnoha hod-
not pravdépodobnostni funkce diskrétni veli¢iny Y (s ndzvem Poissonovo rozdéleni
pravdépodobnosti) budeme potiebovat urcit uz diive oznacené p,(t) pro n > 2.

Z vychoziho predpokladu ¢islo 1 plati pro malé h také
pn(t+h) = P(vintervalu (0;¢) n vyskytu, pak mezi t a t + h zadny vyskyt)

+P(v int. (0;t) (n — 1) vyskytu, pak mezi ¢t a t + h jeden vyskyt)
= palt) - po(h) + pu-a(t) - p2(R). (11.3)

Dosadime-li za pg, p1, muzeme piepsat rovnice 11.1, 11.3 ve tvaru

po(t+h) = po(t)-(1—h),
pu(t+h) = pa(t) - (1 —h)+pai(t) - b

pro dostatecné malé h. Upravou

po(t +h) — po(?)

- = —A-po(t),
n(t+h) — pu(t
p(+})b pa(t) X P+ X paa(t), n=1,2,. ..

a limitnim prechodem pro h jdouci k nule dostavame systém diferencialnich rovnic

po'(t) = —A-po(t)
Pf(t) = =X-pu(t)+ A ppa(t), n=1,2,3,... (11.4)

Systém 11.4 vyreSsime pomoci jedné elegantni metody, na kterou si mozné vzpomenete
z prvniho ro¢niku: pomoci Z-transformace. V nasem pripadé Z-obrazem posloupnosti
(P ()22, je funkce komplexni proménné

4

Py =3 20

ZTL
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Dosazenim méame
=\ po(t) N (A palt) + X paca(t)

0 n
z z
n=1

<o (S e Et-
_ <°° ﬁ) LA )

" z zn—1
n=0 n=1

F(z)

Dostali jsme tedy rovnici

o0

3 F(z)=—A- <i p’;ff)) + 2 p’;;l_(f). (11.5)

n=0

n=0 n=1

Oznacéme déle

P(z,t) := i pnit)

z

(¢ili P(z,t) je Z-obrazem posloupnosti (p, (1)) ). Pak derivaci podle proménné ¢ dostavame

OP(2,1) _ N~ pu(t)

ot 2n

n=0

OP(z,t)

Nyni dosazenim P(z,t) a =57~ se rovnice 11.5 zjednodusi na

apé?t) - —)\-P(z,t)Jr%-P(z,t);
OP(z,t) 1
P — NG

Integraci obou stran podle ¢t dostaneme

In|P(z,t)] = )\-t-(é—l)

P(z,1)] = MG
P(zt) = K-eMeD kde K € {~1;1}.

Protoze plati P(z,0) = po(0) = 1, vidime, ze K = 1, tj.
P(z,t) = MG,

Nyni pii vypoctu zpétné transformace Z~! mame
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71 (e)\t(%fl)> = (€§> _
YD A3t3 >

__|_ _l’_ _|_...
z 22.21  23.3l

a tedy

At)"
pn(t):( ‘) e n=0,1,2,3,...
n!

A jsme hotovi. Nalezli jsme (respektive objevili) hledané pravdépodobnosti. Vétsinou se
objevené vzorce uvadéji pro t = 1, kde pak p,(1) je pravdépodobnost, ze za ¢asovou
jednotku ¢t = 1 dojde k n vyskytum udalosti. Pokud velicina Y udavéa pocet vyskytu
udalosti za casovou jednotku ¢t = 1, jeji rozdéleni se nazyva Poissonovo rozdéleni
pravdépodobnosti: velicina Y nabyva hodnot 0,1,2,3,... s pravdépodobnosti

k

A
pk:P(Y:k):wa’\ prok=0,1,2,3,....

Podobnou strategii jako v kapitole 10 (vytykdnim pfed sumu a se¢itanim nekonecéné
rady) lze ovérit, ze pro stfedni hodnotu a rozptyl veli¢iny s Poissonovym rozdélenim
pravdépodobnosti plati

EY = DY =\

Tohle je celkem vyjimecny fakt - Poissonovo rozdéleni je na rozdil od vétsiny jinych takové,
ze jeho stfedni hodnota je stejna jako jeho rozptyl. Konstanta A ma pfitom tyz vyznam
jako u veli¢iny X - oznacuje prumeérny pocet vyskytu udalosti za ¢asovou jednotku t = 1.
11.2 Priklady uziti

Piiklad 11.1 Zdravotnicky irad shromaid uje idaje o nové narozensjch détech. Priimérné
kazdé dvé hodiny se narodi dalsi dité. Urcete

a) Prumérny pocet narozenyjch déti za rok.

b) Pravdépodobnost, Ze v daném dnu se nenarodi Zadné dite.
c) Pravdépodobnost, Ze v jednom dnu se narodi 20 déti.

d) Pravdépodobnost, Ze za 4 hodiny se narodi aspon 5 déti.
Resent:

ad a) Z tohoto ikolu nebudeme délat védu. Primérné jedno dité za hodinu ddvd dvandct
déti za den a 365 - 12 = 4380 déti za rok.
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ad b) Zdkladem dobrého wvyuZiti exponencidlniho nebo Poissonova popisu je zvolit si
vhodnou ¢asovou jednotku. Pokud hleddme urcity udaj za den, zvolme casovou jed-
notku jeden den. Druhym krokem po volbé casové jednotky je vypocteni parametru .
V nasem pripadé X = 12 déti za den (jednd se o prumérny idaj za casovou jednotku,).
V nékterijch pripadech, napriklad zde, mdme moznost pouZit bud exponencidlni, nebo
1 Poissonovo rozdélend. pro ilustraci uZijeme obou cest. Nejprve tedy oznacme X dobu
mezi dvéma po sobé jdoucimi vyskyty narozeni ditéte. Podle podrobného odvozeni v
predchozim oddilu ma velicina X exponencidlni rozdéleni s parametrem A = 12. Pak
pravdépodobnost, Ze dany den se nenarodi nikdo, je rovna

PX>1)=1-PX<1)=1-F1)=1-(1-e ") =¢e""=0.00000614

(vyuZili jsme radéji distribucni funkce F(t) nez hustoty f(t), abychom se vyhli in-
tegraci; pro t > 0 plati F(t) = 1 — e, pro ilustraci - graf hustoty f(t) rozdélend
Exp(12) je uveden na obrdzku 11.1 ( pro zdpornd t je rovna nule, prot = 0 je rovna
hodnoté parametru \, pak klesd a asymptoticky se blizi k ose t. Plati fooo f)ydt=1.),
graf prislusné distribucni funkce F(t) na obrdazku 11.2 ( pro zapornd t je rovna nule,
pak zacind konkdvné rust a asymptoticky se blizi k hodnoté y =1)).

12

10

-1 -0.8-0.6-0.4-0.2 0.2 0.4 06 0.8 1

Obrazek 11.1: Graf hustoty f(t) rozdéleni Exp(12).

Druhd mozna cesta je uzit veliciny Y, kterd uddvda pocet narozeni za jeden den.
Y md Poissonovo rozdéleni s parametrem A = 12, ¢ili hledand pravdépodobnost je
rovna

P(Y =0) = o e~ = 0.00000614.

ad c) Vyuzijeme veliciny Y zavedené v b) a dosadime:

22
P(Y =20) = o5 ' = 0.00068



Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné 135

-0.4 -02 O o2 04 06 08 1

Obrazek 11.2: Graf distribuéni funkce F'(t) rozdéleni Exp(12).

Pro ilustraci - graf pravdépodobnostni funkce p Poissonova rozdéleni je uveden na
obrdzku 11.3, graf prislusné distribucni funkce F' na obr. 11.4.

o.1—f
o.os—f
o.oe—f
o.o4—f R

0.02

o 5 10 15 20 25 30

Obrazek 11.3: Graf pravdépodobnostni funkce p rozdéleni Po(12).

ad d) Posledni ikol tohoto prikladu je analogicky, ovsem otdzka je poloZena tak, Ze nds
zajimd udaj dosaZeny za 4 hodiny. Musime tedy zménit casovou jednotku na 4 ho-
diny. Tim pddem se meéni prumérny pocet narozeni za ¢asovou jednotku na A = 2.
Oznacime-li nyni' Y = pocet déti narozengjch za 4 hodiny, plati Y ~ Po(A = 2). A
tedy

P(Y >25) = p(5)+p(6) +p(7) +---=1—(p(0) +p(1) +p(2) + p(3) + p(4)) =
120 120 122 123 194
2 =0.05265

_ S S
= et (grt gttt

(misto secitani nekoneéné rady jsme opét odecetli pravdépodobnost opacného jevu
od jednicky). Jak je uvedeno na poslednim rddku vypoctu, pokud secitame nékolik
pravdépodobnosti Poissonova rozdélent (zejména pri pisemce na kalkulacce), je vhodné
clen e vytknout - usetrime si prdci.
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Obrazek 11.4: Graf distribuéni funkce F'(t) rozdéleni Po(12): funkce s nekoneéné mnoha
schody, ktera vyjadiuje kumulativni pravdépodobnosti F'(t) = P(Y < t).

Priklad 11.2 Na posté magi byt instalovany automaty na prodej zndmek, které po vhozeni
mince vydaji presné za deset sekund Zddanou zndmku. Predpokladdme, Ze prumérné bude
chtit pouzit automatu Sest osob za minutu. Kolik automatiu bychom méli instalovat, aby
s pravdéepodobnosti 0.95 byl i v dobé nejuétsi frekvence obslouZen kaZdy zdjemce bez éekdni?

Resent: V dnesni hektické dobé jsou i ekonomické pozadavky neiprosné: cekat deset sekund
je meprijatelné, na 95% musi byt automat k dispozici okamzité. Klicem k tomuto prikladu
je zjistit, s jakou pravdépodobnosti prijde jisty pocet lidi za deset sekund - to je totiZ
doba, kdy automat eventuelné nékoho obsluhuje a kazdy dalsi prichozi musi cekat. Zvolme
tedy v prvé radé casovou jednotku rovnu deseti sekundam. Ve druhé radé pro tuto casovou
jednotku urcime prumérny pocet prichozich zdkazniki: jestlize prumérné prijde Sest za mi-
nutu, za deset sekund prijde jeden, ¢ili X = 1. Oznaéme Y = pocet prichozich zdkazniku
behem deseti sekund. Bystry c¢tendr jiz tusi, Ze na ndsledujicim tddku prohldsim, Ze podle
prechoziho podrobného odvozeni mda velicina Y rozdéleni Poissonovo s parametrem A = 1.

Polozme si nyni nasledujici otdzku: Jakd je pravdépodobnost, Ze béhem deseti sekund
neprijde vice nez jeden zdkaznik (a tedy k okamzitému obslouZend staci jeden automat)?

19 1t
p:P(Yg1):P(Y:0)+1f>(y:1):(3—1.(64FF

Tedy jeding automat je dostatecny v 73% casu. Ovsem v ostatnich 27% prichozi zdkaznik
musi cekat, a to je neprijatelné. Podiveyme se, co Tika teorie pro dva nainstalované au-
tomaty: Pravdépodobnost, Ze béhem deseti sekund prijdou mazimdlné dva zdkaznici, je
rovna

P(Y<2)=P(Y =0)+P(Y =1)+P(Y =2) =073+ P(Y =2) =0.92.

y=e - (14+1)=0.73.

Tedy v 92% casu novy prichozi nemusi ¢ekat. To je ovsem podle naseho zaddni stdle mdlo.
Spoctéme ddle pravdépodobnost, Ze béhem deseti sekund prijdou mazimdlneé tri:

P(Y <3) =092+ P(Y = 3) > 0.95,
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a tedy k uspokojeni poZadavku ze zadani staci tri automaty.

Priklad 11.3 Vyrobni zarizeni md poruchu v priméru jednou za 2000 hodin. Velicina X
predstavugici dobu cekdani na poruchu ma exponencidlni rozdéleni. Urcete dobu T tak, aby
pravdépodobnost, Ze pristroj bude pracovat delsi dobu nez T, byla 0.99.

Resend. Pravdépodobnost 0.99 je dost vysokd - proto doba T bezporuchového provozu s
touto pravdépodobnosti bude mnohem nizZsi nez 2000 hodin. Uréeme nyni T presneé.

V prvé vadé stanovime casovou jednotku. Nabizi se jednotka 2000 hodin, tj. budeme ted
pocitat s cisly, kdy 1 = 2000hod. Za druhé stanovime X, tj. prumérny pocet poruch za
casovou jednotku: v nasem pripadé X = 1. A tak X ~ Exp(\ = 1). Hledejme ted takovou
dobu T, aby P(X > T) = 0.99. VyuZijeme opét distribucni funkce F(t), protoZe jeji hod-
noty jsou primo rovny jistym kumulativnim pravdépodobnostem - a jednu z nich muzZeme
do posledniho vztahu dosadit:

P(X>T) = 0.99

1-P(X<T) = 0.99

1—-F(T) = 0.99

F(T) = 0.01

l—e?M=1—¢T = 0.01
T = 0.01005034

(mezi poslednimi dvéma rddky je nékolik kroku vynechdno, ale absolvent pruniho rocniku
by si s nimi mél poradit). Nasli jsme tedy dobu T, po kterou zarizeni bude pracovat bez
poruchy na 99%. Oviem musime tento idaj prezentovat v rozumnéjsich jednotkdch: Pokud
1 =2000 hodin, tak

T = 0.01005034 = 2000 - 0.01005034 hodin = 20.1 hodin.

11.3 Teorie front

Ptirozenim rozsitenim predchozich tvah je teorie front. Zde bude nahodnou udalosti
piichod zdkaznika do fronty (,,pfirozenym” ne v tom smyslu, ze by clovéka hned napadlo
se tim zabyvat, ale ze mnohé modely teorie front z Poissonova a exponencialniho rozdéleni
vychézeji). Pod frontou nebudeme chéapat okluzni frontu nebo valeénou frontu, ale frontu
na maso, na mobil, na ptistup k tiskarné, frontu u holice nebo kadetnika, apod. S timto
druhem front se kazdy den setkavame. Pti popisu fronty je potfeba modelovat situaci, kdy
do fronty lidé prichdzeji a soucasné z ni odchéazeji - ne pry¢, ale do jednotky obsluhy (tj.
ten, kdo je obsluhovan, uz neni ve fronté). Pocet prichodu do fronty za ¢asovou jednotku
1ze dobte popsat Poissonovym rozdélenim. Tempo obsluhy (tj. odchody z fronty) 1ze dobie
popsat exponencialnim rozdélenim (doba mezi dvéma po sobé jdoucimi odchody z fronty je
rovna dobé obsluhy jednoho zakaznika). Ovsem ve skuteénych frontéch se vyskytuji jeste
dalsi parametry, nejen piichody a odchody. V nasledujicim si budeme vSimat ruznych
situaci vzhledem k Sesti ruznym parametrum takzvaného Kendallova-Leeova rozsiteného
oznaceni (a|blc) : (d|e|f). Vysvétleme nyni jejich vyznam:
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a.. Typ rozdéleni veliciny X popisujici pocet prichodu do fronty za jednotku ¢asu (pokud
hodnota tohoto parametru je M, oznacuje to tzv. Markovského typ prichodi, coz
znamend, ze X ma Poissonovo rozdéleni; my se zde budeme bavit pouze o tomto
typu prichodu do fronty - prumérny pocet zakazniku ptislych do fronty za jednotku
¢asu budeme znacit \).

b.. Typ rozdéleni veliciny Y popisujici dobu obsluhy jednoho zékaznika (hodnota M
oznacuje tzv. Markovského typ obsluhy, kdy Y mé& exponencidlni rozdéleni - pak
prumérny pocet zakazniku obslouzenych za jednotku ¢asu ma pro zménu opét Po-
issonovo rozdéleni - parametr tempa obsluhy budeme oznacovat p).

c.. Pocet paralelnich serveru = obsluhovacich pultu.

d.. Typ fronty (napi. FIFO = first in first out = prvni ¢lovék ve fronté je ten , kdo
bude nejdriv obsluhovan; LIFO = last in first out = ten, kdo pfisel posledni, bude
obslouzen nejdifv (tzv. zdsobnikova fronta); apod.)

e.. Maximélni dovoleny pocet zdkazniku v systému (systém = fronta + obsluha).
f.. Velikost zdroje, ze kterého zakaznici prichazeji do fronty.

Samoziejmeé, ze matematické modely maji své slabiny - napiiklad v tomto oddilu nebu-
deme uvazovat, ze zdkaznik, ktery se do fronty jednou zatadi, pak za chvili zméni nazor
a odejde jesté diive, nez je obslouzen. Kdybychom i tohle chtéli brat v potaz, situace by

VVVVVV

vvvvvv

miru pravdépodobnosti).

Vsechny nasledujici modely uvazuji tento systém: Zdkaznici ptichézeji do jediné fronty
a Tadi se za sebe. Jakmile se uvolni misto v obsluze, kterd sestdva z jednoho nebo vice
paralelnich serveru, ten, kdo je ve fronté prvni, odchézi z fronty do obsluhy a zacne byt
obsluhovan. Obslouzeny zakaznik odchazi pryc.

Diilezitou otdzkou téchto modelu je, zda existuje tzv. ustaleny stav (ten neexistuje, pokud
tempo A prichodu do fronty za casovou jednotku je vétsi nez tempo p - ¢ (= p krat pocet
serveru) obslouzenych zakazniku za jednotku ¢asu - v tom piipadé je systém zahlcen).
Pokud existuje ustaleny stav systému, budeme se zabyvat jeho nasledujicimi charakteris-
tikami:

Pn-. Ppravdépodobnost, ze v ustdleném stavu je v systému (= fronté + obsluze) pravé n
zakazniku;

Ls.. ocekavany (stfedni, prumérny) pocet zdkazniki v systému;
L,.. ocekavany pocet zdkazniku ve fronté (q je z anglického fronta = queue);

Ws.. ocekavana doba stravena zakaznikem v systému;
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W,.. ocekavand doba stravend zakaznikem ve fronté.

v e~

Pn, protoze pomoci nich uréime vSechny ostatni uvedené parametry jako stredni hodnoty
jistych veli¢in:

a) 7 definice stfedni hodnoty diskrétni nahodné veli¢iny plyne

Ls = in D
n=0

L, = Z(n—c) - Dn.

n=c

b) Vztah mezi L a W: Li=X-Ws, l,=X-W,
c) Pramérnéd doba stravend v systému se rovna souc¢tu prumérné doby ¢ekani ve fronté
a prumeérné doby obsluhy, tj.

1
W, =W, + —.
7

Odtud vynasobenim A a uzitim b) mame

A
Ly=1L,+Z.
7

Z posledniho vztahu mimo jiné plyne A = p - (Ls — L,).

d) Neékdy se diky omezeni délky fronty (napi. poétem parkovacich mist, poctem tele-
fonatu ,,v poradi” ve fronté, apod.) dalsi zdkaznici nemohou do fronty ptipojit. Pak
zavadime tzv. ovlivnéné (cizim slovem efektivni) tempo ptichodu A.fp vyjadiujici,
ze ze vSech prichozich se do fronty prida jen jisté procento, tj.

)\eff =\ 6, kde 6 S (0, 1)
V takovém piipadé plati

L, = )\eff'Ws;
Ly = Aegr- W

Ae
Ly = Ly+2

Podivejme se nyni na nékteré konkrétni modely front.
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11.3.1  Fronty typu (M|M|1) : (GD|oco|co)

Prvni dvée M v identifikaci ozna¢uji Markovského typ fronty (Markovského typ prichodu
do fronty ... tempem A za jednotku casu; Markovského typ obsluhy ... tempem pu za jed-
notku ¢asu) popsany Poissonovym (popiipadé exponencialnim) rozdélenim pravdépodobnosti.

Treti parametr 1 #ikd, Ze obsluha sestavéd z jedné jednotky (serveru, pokladny, apod.).
Ctvrty parametr GD oznacuje nespecifikovany typ fronty, kde uréeni pravdépodobnosti
P z&visi pouze na stiedni hodnoté doby ¢ekani ve fronté (pokud bychom chtéli studovat
vlastnosti fronty, které zavisi nejen na stredni hodnoté, ale i na konkrétnim rozdéleni doby
¢ekdni, museli bychom typ fronty specifikovat).

Déale e = oo ... délka fronty neni nijak omezena; f = oo ... velikost zdroje, ze kterého
prichdzeji do fronty zdkaznici, neni nijak omezena (ve skutec¢nosti je tato hodnota vzdy
omezena napt. poctem obyvatel v republice, apod., ale toto ¢islo je tak velké, ze je muzeme
oznacovat tieba jako 00).

Celkem slozitym zpusobem (Saaty 1961) se odvodi diferen¢ni rovnice pro p,, za ustaleného
stavu p = ﬁ < 1, které se celkem lehce vytesi napr. pomoci Z-transformace. Vysledek pro
ustaleny stav:

pn=(1—-p)-p", n=0,12.3,...

(tzv. geometrické rozdéleni pravdépodobnosti - s nim jsme se uz jednou setkali v piikladu
8.12 a zde vidime dalsi jeho vyuziti). Pak

oo

L, = Zn-pn:Zn(l—p)pnz
d [ 1Y
S "d‘(zp> - (15) =155
0>

A
Lq = LS__: ,
poo l—=p
L, 1
W, = —= )
A u(l=p)
p
W, —_
! u(l = p)

Priklad 11.4 Do mycky aut pcijizdéji auta na zdkladé Poissonova rozloZeni se stredni
hodnotou 5 za hodinu. Doba myti jednoho auta se 7idi exponencidalnim rozdélenim se
stredni hodnotou 10 minut. NemuZe probihat myti vice aut najednou. Urcete

a) Primérny pocet aut ve fronté.

b) Kolik parkovacich mist je treba, aby se aspori 80% casu vSechna prijizdéjici auta vesla
do fronty.
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c) Pramérnou dobu, po kterou je linka nevyuZitd.
d) Pramérnou dobu stravenou zdkaznikem v systému.

Reseni: \=5, p=6 (za hodinu je prumérné umyto 6 aut). p = %, existuje tedy ustdaleny
stav a md smysl urcovat jeho charakteristiky.

ada) L,= lp—Qp = 4,17 = 4 auta. Primeérné budou ve fronte 4 auta.

ad b) Mame najit s tak, aby
pot+pr+pet---+ps 208

Dosazenim a vyuZitim vzorce pro soucet prunich s cleni geometrické posloupnosti

mdme
l—p+pl=p)+--+p(1=p) > 08
1_p5+1
1—p)- —— > 0.8
(1-0p) R
0.2 2 ps-i-l
In0.2
s+1 > mO2. g
Inp
s > 7.8

Tedy 8 parkovacich mist zajisti, Ze 80% casu se viechna prijizdéjici auta vejdou.
ad c) po=1-—p=0.17, tj. linka je nevyuzitd 17% casu.

ad d) W, = ﬁ = 1 hodina, tj. manaZer by mel premyslet, jak zrychlit provoz mycky.

11.3.2 Fronty typu (M|M|1) : (GD|N|c0)

Oproti modelu 11.3.1 je zde jediny rozdil, a sice ten, ze je-li v systému N zdkazniku,
dalsim nenf dovoleno zaradit se do fronty, ¢ili tempo A.s¢ zafazeni do fronty je mensi nez
tempo A prijizdéjicich zakazniku. Systém se nékdy nazyva systémem se ztratami, protoze
nekteri zékaznici jsou ztraceni (= diky plné fronté jedou jinam).

V pripadé tohoto modelu nemusi platit p < 1, ustaleny stav existuje vzdy. Lze odvo-
dit, ze

1 _
! (ﬁ%)-p" p#1
pron=0,1,2,..., N. Odtud

N
2
LS: N 1 N N+1 N N+1
— _1=p | n_ _1-p _ d (1l=p _ p(A=(N+1)p™+Np™+)
S0 mpa = e S e = e (M) = M

.p=1;
. pF# L
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Dale pravdépodobnost, ze zdkaznik se uz do fronty nepfipoji (jede jinam), se rovna py,
a tedy pravdépodobnost, ze pftijizdéjici zdkaznik se do fronty pripoji, je rovna 1 — py.
Odtud

Aesf = A (1—pn).

Ostatni charakteristiky urcime ze vztahu

L L
W — q — q :
! Aesr Al =pn)
Ae Al —
Ls — Lq+ ff :Lq+ ( pN),
i
1 L
Wy, = Wy+—-—=—"_.
Top A1 -pw)

Také 1ze ukazat, ze plati
)\eff = U~ (LS — Lq)

Model sice zachycuje skutecnost, ze nékteti zdkaznici jednou jinam diky plné fronté, ale
nepocita se ztratou dobré vule zakazniku, tj. s tim, ze zakaznici, ktef{ museli nékolikrat
odjet diky plné fronté, uz treba pristé neptijedou vubec.

Priklad 11.5 Vratme se k prikladu 11.4 mycky a uwvazugme N = 5+1 (tj. pét parkovacich
mist a jedno misto obsluhy v mycce). Urcete

a) Kolik aut jede jinam diky plné fronté v prabéhu osmihodinové pracovni doby.
b) Primérnou dobu Wy stravenou zdkaznikem v systému.
Resent:
ad a) e (L0 (5)6—00774
tj. pocet odrazenych zdkazniku za hodinu je

A—Desr = A-py =5-0.0774 = 0.387;

Tedy za osm hodin jedou asi 8 - 0.387 = 3 auta jinam.
ad b)

N 6
Ly, = ann:ann: .o =2.29 auta;
0 0

Ly 2.29
Aefr 5(1—0.0774)

W, = = 0.496 hodin.

Tedy oproti neomezené délce fronty (priklad 11.4) byla doba strdvend v systému
zkrdcena z jedné hodiny asi na polovinu za cenu tri ztracengch aut denné.
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11.3.3 Fronty typu (M|M]|c) : (GD|oo|oo)

Tento typ fronty je analogicky typu 11.3.1 s tim rozdilem, ze muze soucasné byt obslu-
hovéno ¢ zédkazniku (fikdme, ze obsluha mé ¢ jednotek). Podminka existence ustaleného
stavu je

A A
£<1, tj. — <1 (prop=—-).
c Jic 1

Charakteristiky ustaleného stavu:

c—-1 4 c -1
P P
Po = _|>+ ! g] ;
[( = nl cl(1-2)

B (’;—T)-po .. 0<n<g
P = L py .. n>c
Odtud dostaneme
L pc+1 c-p
*Po = * Pes
(R | Y e R )
Ly = Lg+ p;
L
W, = Tq;
1
We = Wi+ —.
L

Celkem komplikované vypocty lze apoximovat

c+1
P

prop<<1l : py=1-—p, Lqi7;

_ . (c=p)(c—=1)! )
prop=1 : poz( p)(c >, L, = £
c c—p

Priklad 11.6 V malém mésté provozovaly taxisluzbu dvé firmy, z nichZ kazdd vlastnila
dvé auta. Byly koupeny jednim majitelem, ktery si poloZil otdzku: Jsou oba dispecinky
vyuzity, nestacil by jeden? Na kaZdém z dispecinki jsou objedndvky stejné casté, asi X = 10
za hodinu. Prumeérnd doba jedné jizdy je 11,5 minut.

Resend: Otdzka zni: co je lepsi - dva systémy (M|M|2), kde A = 10 a p = 5.217 v kazdém
z nich, nebo jeden systém (M|M|4), kde A =20 a p = 5.2177

Pomeér vyuZitosti linek 2 je stejny v obou situacich, ale jiné parametry jsou odlisné:
Model (M|M|2) ... pp =0.0212, W, = 2.16 hod.

Model (M|M|4) ... po = 0.0042, W, = 1.05 hod., ¢ili pro zdkazniky jasné vhodnéjsi
model.
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11.3.4 Fronty typu (M|M|c) : (GD|N|c0)

Na rozdil od typu 11.3.3 je nyni N maximdlni pocet zdkazniku v systému, tj. (N — ¢) je
maximalni délka fronty. Ustdleny stav tedy existuje vzdy a zde jsou jeho charakteristiky:

-1

[( “2) C—T (N —c+1)] 2=1
bo = — ¢ 1—(LyN-ct17—1
_ «po .. 0<n<gq
b " gy . c<n< N,

(SN ESESNAS)

Dy - =W —c4)
L = c+%.c' —c —c
! Po eiee L= (V= (N = o)(8)" (1 = 2)]

Ae
Ly = Ly+(c—7¢)=Ly+ 2L,

kde € je ocekavany pocet necinnych serveru (¢ = > ,(c—n)p,). (c—¢) je ocekdvany pocet
vyuzitych servert a pro efektivni tempo pirichodu Ay plati

Aerr = M1 —pn) = p(c —72).

Priklad 11.7 Vratme se k prikladu 11.6 a modelu typu (M|M|4). Pokud se dispecink
omluvi, kdyz je ve fronté uz 16 Zadateli o odvoz (tj. N =16 +4 = 20), pak

po = 0.00753;

L, = 5.85;

pao = 0.03433 = A.pr = A(1 — pao) = 19.31;
L

W, = 4 =0.303 hod = 18 minut .
Aeff

Doba éekdani ve fronté je tedy ddle zkrdacena na ikor ztrdty psg - 100 = 3.4% zdkazniku. Sa-
mozrejmé tento model nerikd nic o ztrdté dobré vule nékterych zdikazniki po dlouhodobém
provozu (ve skutecnosti bude ztrdta klientely vétsi nez 3,4%).

11.4 Nahodné generovani hodnot Po a Exp na pocitaci

V nékterych oborech (pokud chceme sestavit model fronty na pocitaci, nebo v jinych
oblastech) se nékdy vyuzivd tzv. simulace, tj. hodnoty veli¢in ziskdvdme ndhodné. Pfi
nahodném generovéani veliciny X, kterd ma rozdéleni Fxp()), vyuzijeme jeji distribucni
funkce

0 ..t <0
F(t):{ 1—e™ . t>0.

Vyuzijeme toho, ze distribu¢ni funkce predstavuje prechod mezi hodnotami pravdépodobnosti
z intervalu (0;1) a hodnotami, kterych nabyva velicina X. Abychom ziskali hodnotu
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0 tp 1 2

Obréazek 11.5: Pro kladna t je distribu¢ni funkce F(t) prostd, a proto pro p € (0;1)
existuje jedind hodnota t, € (0,00) tak, ze F(t,) = p.

veli¢iny X, ndhodné vygenerujeme (to vétsinou pocita¢ umi - funkce RANDOM) hod-
notu p z intervalu (0;1). Tuto hodnotu p nabyva distribuéni funkce v jediném bodé t,,
ktery se nazyva p-kvantil - viz obr. 11.5.
Z rovnice p = F(t,) tedy vypocteme t,:

p = 1— e N

1

ty = N In(1 - p)
Pfi ndhodném generovéni hodnot veli¢iny Y s Poissonovym rozdélenim Po(\) vyuzijeme
vztahu mezi exponencialnim a Poissonovym rozdélenim - opakované generujeme hodnoty
veliciny X a sc¢itame je, dokud neptresdhnou danou ¢asovou jednotku; pak ndhodna hod-
nota veli¢iny Y je rovna poctu téchto opakovani zmensenému o jednicku.

Naptiklad pro A = 3 generujeme postupné ndhodné hodnoty veliciny X, ziskdvame
0.1626 0.0176 0.2447 0.1318 0.9436

(nyni soucet téchto péti hodnot presahl casovou jednotku 1, a proto ndhodné ziskana
hodnota Y je rovna 5 — 1 = 4).

11.5 Shrnuti pojmiu

Exponencidlni i Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti jsou dva pravdépodobnostni mo-
dely popisujici tutéz situaci. Ptislusné veli¢iny vsak vyjadiuji ruzné véci:

X ... doba mezi dvéma po sobé jdoucimi vyskyty udalosti. Toto rozdéleni se nazyva
exponencialni (znac¢ime: X ~ Exp())). X je spojitd velicina, kterd nabyva kladnych
hodnot.

Y ... pocet vyskytu udélosti za ¢asovou jednotku. Toto rozdéleni se nazyva Poissonovo

(oznacujeme: Y ~ Po()\)). Y je diskrétni velicina, kterd nabyva hodnot z mnoziny
{0,1,2,3,...}.
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Parametr A se dosazuje do obou rozdéleni tentyz a udava prumeérny pocet vyskytu udalosti
za jednotku casu.

Kromé jednoduchych pripadu vyuziti slouzi obé rozdéleni jako odrazovy mustek mate-
matického popisu teorie front. Exkurze zde zdaleka nebyla vycerpavajici. Lze odvodit
popis dalsich systému, jako je samoobsluzny model, fronty s prioritou, sériové fazené
fronty, apod.
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12 Rovnomeérné a normalni rozdéleni pravdépodobnosti

V minulé kapitole jsme se blize seznamili uz s jednim typem spojitého rozdéleni pravdépodobnosti,
v této kapitole budeme se spojitymi modely pokracovat - ¢ekaji nés dalsi dva. Budeme se
zabyvat zejména normalnim rozdélenim, protoze to tvoii zaklad nejcastéji pouzivanych
statistickych testu.

12.1 Rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti

Rovnomeérné rozdéleni pravdépodobnosti je velmi jednoduchym typem spojitého rozdéleni.
Diky tomu je model pii popisu konkrétnich situaci celkem neptresny. Pouzivame jej jen
ziidka. Ovsem i jednoduché véci se mohou nékdy hodit (tfeba u zkousky - kdyz clovek
nezna ani to jednoduché, jak potom muze znét to slozité?).

Rekneme, ze veli¢ina X md rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti, pokud nabyva
hodnot z intervalu < a, b > kone¢né délky a libovolna hodnota z tohoto intervalu je stejné
pravdépodobnd jako ty ostatni. Hustota této veli¢iny je dana vztahem

{ = . te<a;b>;

=10 . jinak,

pro distribu¢ni funkei F'(t) plati (mohli bychom to téz odvodit, protoze plati F(t) =
t
S f(x)de)

0 .t < ag
F(t)y=1 &2 .. te(a;b);
1 t>0b.

Oznaceni rovnomeérného rozdéleni je Ro(a,b).

Piiklad 12.1 Nejmenovany student bydlici v Bystrci jezdi vyhradné tramwvaji cislo 1.
Ovsem mikdy se doma nedivd do jizdniho radu, kdy tramvaj jede - to je pod jeho uroven.
Tramvaj jezdi v Sestiminutovych intervalech. Student prijde vidy na zastivku naprosto
ndhodné a cekd na svou oblibenou ,number one”. Dobu X jeho cekdni na tramvaj lze
popsat rovnomeérnym rozdélenim na intervalu < 0;6 >. Je pedagogické nakreslit grafy
hustoty i distribuéni funkce této veliciny (viz obr. 12.1 a 12.2).

Kdyz bychom nyni chtéli ur¢it pravdépodobnost, ze student bude na tramvaj cekat 4 az
6 minut, podle vzorcu z kapitoly 9 mame

P(X € (4:6)) = /46f(t)dt—/46 édt— %

Také plati, ze P(X € (4;6;)) = %, tj. hledand pravdépodobnost je rovna pomeéru
délek dvou tusecek. Jinymi slovy, rovhomérné rozdéleni zachycuje pravé situace geomet-
rické pravdépodobnosti na intervalu (geometrickd pravdépodobnost na intervalu je rovna
pomeéru délek tsecek - jak bylo feceno v ivodni kapitole o pravdépodobnostnich modelech,

vidime, ze tento specidlni piipad je ve spojitych modelech zahrnut).
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0.16

68 6 4 =20 2 4 & & 1o

Obréazek 12.2: Distribuéni funkce rovnomeérného rozdéleni pravdépodobnosti Ro(0;6).

12.2 Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Normaélni rozdéleni pravdépodobnosti je rozdéleni pro veli¢iny spojitého typu a mé hustotu

1 (t—p)?
= —_—. 202
f (t) \/% o € :
Vzorec této funkce na prvni pohled nemé ptijemny tvar a asi by jej nikdo nechtél potkat v
noci na liduprazdné ulici. Dalo by se spocitat, ze stfedni hodnota veli¢iny X s rozdélenim
zadanym touto hustotou je rovna parametru u, rozptyl je roven parametru o?. Proto bu-
deme znacit No(u,o?). Na obr. 12.3 jsou uvedeny grafy hustoty pro o2 stdle rovno jedné
a riuzné stiedn{ hodnoty p, na obr. 12.4 je 4 = 6 a mén{ se hodnoty rozptylu o2 ( Pii
malém rozptylu je rameno grafu hustoty vysoké a tzké, pro vétsi rozptyl hustota nabyva
nizsich funkénich hodnot, ale interval s hodnotami vyznamné odlisnymi od nuly je Sirsi).
U vsech téchto grafi hustot platf [7_ f(t)dt = 1.

Normalni rozdéleni se stalo slavnym diky tomu, co tika tzv. centralni limitni véta:
Jestlize X1, X, ..., Xy jsou navzajem nezavislé veliciny, které maji vSechny stejné rozdéleni

(nemusf byt normdlni, ale libovolné, jeho stfedn{ hodnota je EX; = u a rozptyl DX = o?),
pak souctem téchto veliéin je ndhodna velicina Y (plati ¥ = SV X;) se stfedni hodnotou
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Obrazek 12.3: Hustota normélniho rozdéleni pro ruzné stfedni hodnoty p.

0.8

0" 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Obrazek 12.4: Hustota normalniho rozdéleni pro rtizné rozptyly o2.

EY = N - pu a rozptylem DY = N - g% kterd méd pro dostatecné velké N (N > 30)
normalni rozdéleni, tj. plati

(t=Np)?
-e T 2N02 (.

b
1
P(Y € (a;b)) = / _
( (a;0)) o V2msqrtNo
To, ze hodné proménnych lze s velkou presnosti popsat pomoci normélniho rozdéleni, je
pravé dusledkem centralni limitni véty. Nasledujici dvé situace to dokresluji.

Piiklad 12.2 Y] uddvd vysku borovic v daném lese (v metrech). Primérnd vyska (= )
je 50 metru. Vezméme nyni jeden konkrétni strom, jehoZz vyska je 54 metri. Co zpiusobilo,
zZe vyrostl o 4 metry nad praumér? Hodné ruzngch vlivi:

a) Stromek byl zasazen v obzvldst priznivém obdobi roku, coZ zpisobilo, Ze vyrostl o 1m
nad prumeér.

b) Misto, kde strom roste, ziskdvd zdroje hnojiva navic, coz vede k rustu o 2.3m nad
Prumer.

c) Nestastnou ndhodou byl stromek pri sazeni nalomen, coZ znamend, Ze narostl o 1.4m
nizsi, nez mohl.
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d) Strom md dobré misto na slunci, cozZ mu pomohlo vyrist o 2m nad primer.

e) Skupina prislusniki antagonistického hmyzu si vybrala strom za svij domov, coZ mu
vzalo Sance vyrust o 0.6m vys nez ostatni stromy.

atd.

Zkrdtka a dobre, vychyleni 4m nad prumer je dano souctem vsech téchto moznyjch kladnijch
i zdporngch vlivi. ProtoZe téchto vlivu je vétsinou pomérné dost, vyslednou vijsku stromu
danou soustem vsech téchto vlivi lze s velkou presnosti popsat normdlnim rodélenim.

Priklad 12.3 Y, uddva vysledek zkousky z matematiky. Vezmeme nyni vysledek zkousky
jednoho konkrétniho studenta. Co nan mélo vliv?

a) Honza mél den pred zkouskou chiipku. To sniZilo jeho vijkon o 5 bodii.

b) Honza si néco tipl a ndhodou to trefil - pridalo mu to 2 body.

c) Honza chybél na klicové predndsce a nemél u zkousky jeji kopii - prisel o 5 bodui.
d) Profesor byl v dobré ndladé a pri opravovdni Honzovi 3 body pridal zadarmo.
atd.

Opét vidime, Ze vysledek Honzovy zkousky je ddn souctem vétsiho poctu navzdjem nezdvislych
nahodnych vlivi, a tedy jej lze s velkou presnosti popsat normdlnim rozdélenim.

Priklad 12.4 Specielne 1 binomické rozdélent lze pro dostatecné velké N dobre popsat
(aprozimovat, nahradit) normdlnim rozdélenim:

Uvazugme napriklad velicinu X, kterd uddvd pocet liciu pri 100 hodech korunou. Tato
velicina ma binomické rozdéleni s parametry

1
N =100, p=3i EX = Np=50; DX = Np(l—p)=25.

Tuto velicinu lze vyjadrit jako soucet velicin X1, Xo,..., X100, kde X; md binomické
rozdéleni s parametry N = 1, p = %, tj. uddvd pocet lici v jediném hodu minci (pro
N =1 se binomické rozdéleni nékdy nazyjvd alternativni rozdélent, protoZe velicina mizZe
zde nabyvat pouze dvou alternativ: 0 nebo 1).

Jako soucet stejné rozdélenych nezdvislych velicin lze tedy X s velkou presnosti popsat
normdlnim rozdélenim s parametry (pro N = 100)

pp=EX=N-EX;=Np=50, o’=DX=N-DX;=Np(l—p)=25.

Cili pro dostatecné velké N lze binomické rozdélend s velkou presnosti aprozimovat normdlnim
rozdelenim se stejnou stredni hodnotou a rozptylem.
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12.3 U-rozdéleni

Uvazujme nadhodnou velicinu X udavajici vysledky zkousky z matematiky, kterou lze s
velkou presnosti popsat normélnim rozdélenim (viz piiklad 12.3)s hustotou f(¢) a para-
metry

e = 1D, o =25.

Jeji normované hodnoty (viz kap. 9) budeme chépat jako hodnoty veliciny U, kde
X —p, X-=T5

U

o 5

a plati

EU = /_(:t;jx-f(t)dt:é(/_Zt-f(t)dt—ux-/_(:f(t)dt> -

1
(ke = po-1) =0

T

2 2 2 Ft— ’
DU = E(U?) - E?U = EU —0:/ ( ) f(tydt =
- T !

52 52
0% ) o o;

Zajima-li nas pravdépodobnost, s jakou student dosahne vysledku mezi 75 a 77 body,
musime spocitat

v 1 _(t=75)%
50

e dt,
75V 27T . 5

coz je obsah vysrafované plochy na obrazku 12.5.

P(75< X <77) =

0.08
0.06
0.04 -

0.02

o 60 65 70 75 80 85 90

Obrazek 12.5: Obsah srafované plochy je roven pravdépodobnosti, ze X nabude hodnot
z intervalu < 75;77 >.
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Tato pravdépodobnost je stejna jako pravdépodobnost, ze velicina U nabude hodnot z
intervalu urcéeného prislusnymi normovanymi hodnotami

75—75a77—75
5 5

coz je obsah Srafované plochy na obrazku 12.6.

1 . effrachQdu

\ 2T ’

0.4
. 1. P(75§X§77)—P(O§U§0.4)—/
0

Obrazek 12.6: Obsah srafované plochy je roven pravdépodobnosti, ze U nabude hodnot
z intervalu < 0;0.4 >. Tento obsah je stejny jako obsah srafované plochy z obr. 12.5.

Plati tedy

77
1 _(t=75)2 / 5

ce” 23 dt = w)du,
[ o S0

75-=175

kde f(u) je hustota U-rozdéleni, tj. libovolny integral z hustoty normalniho rozdéleni lze
prevést na integral z hustoty rozdéleni U.

Velicina U m4 tedy normalni rozdéleni No(u = 0;0? = 1) a nazyvdme ji standardi-
zované normalni rozdéleni (v anglické literatuie Z-distribution a Z-value).

Vypoéty uvedenych integralu jsou dosti pracné, a proto se s vyhodou pouziva nasledujiciho
postupu: pravdépodobnostni vypocty obecného normalniho rozdéleni se prevedou prave
popsanym postupem na vypocet integralu U-rozdéleni, pro které byla vypoctena a sesta-
vena tabulka integralu

P(u) = P(U < u) :/_u \/12_7T'et22dt

(®(u) je oznaceni distribuéni funkce rozdéleni U - jako pravdépodobnost méa svuj geome-
tricky vyznam, coz zndzorinuje obrazek 12.7).

Protoze graf funkce f(u) je symetricky vzhledem ke svislé ose (pfimce u = 0), v tabulce
nemusi byt uvedeny hodnoty ®(u) pro zaporna u. Plati totiz pro u > 0:
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Obrazek 12.7: Obsah srafované plochy je roven funkéni hodnoté distribuéni funkce ®(u)
rozdéleni U.

[o(-u)=1-0(u) |

Pravdivost tohoto tvrzeni je patrna z toho, ze na obou stranach rovnosti v ramecku je
obsah téze plochy. Napi. ®(—0.5) = 1 — ®(0.5), protoze (viz obr. 12.8) funkce f(u) je
symetricka a celkovy obsah plochy pod kfivkou je roven jedné:

B(—0.5) = S(A) = S(B) =1 — (0.5)

05 2 3

Obrazek 12.8: Obsahy ploch A a B jsou stejné.

Hodnoty funkce ®(u) jsou uvedeny v tabulce 12.1 a 12.2.

Priklad 12.5 Velicinu X uddvagici vijsledek zkousky lze popsat rozdélenim No(u = 75; 0% =

25). S jakou pravdépodobnosti je vysledek zkousky
a) v intervaly < 69;72 >7

b) mensi nez 657
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c) vétsi nez 807
d) wvintervalu < p, — 30, py + 30, >7
Resent:

ad a)

Og Og Og

_ P<69_75§U§72_75):

— X — 9 _
P6E9< X <72) = P<69 Ho fe 7 ”Z):

5 5

= P(-12<U < —0.6) = (—0.6) — B(—1.2) =

= 1-9(0.6) — (1 —B(1.2)) =

= ®(1.2) — (0.6) = 0.8849303 — 0.7257469 = 0.1591834,

coz je obsah plochy na obrdazku 12.9. Pokud si zvidavy ctendr poloZil otdzku, proc
misto nékterych neostrych nerovnosti nejsou v tomto odvozovani ostré a naopak, pak
bych mu rdd pripomnél, Ze u spojitych velicin plati

pro libovolné ty. Diky tomu nezdlezi na tom, zda u normdlniho rozdéleni definujeme
distribucni funkci predpisem F(t) = P(X < t) nebo F(t) = P(X < t) (tyto dva
druhy definice se totiz objevuji v matematické literature oba, ale Zddny velky vliv
to nemad - w spojitych velicin to nemd Zadny vliv, u diskrétnich velicin je schodovd
distribucni funkce v prunim pripadé zprava spojitd, ve druhém zleva spojitd, tj. v
bodé skoku je v pronim pripadé funkcni hodnota definovdna na hornim schodu, ve
druhém pripadé na dolnim).

Obrazek 12.9: K pt. 12.5a) - vypocet pravdépodobnosti u normélniho rozdéleni je roven
obsahu srafované plochy.
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ad b)
X — — —
P(X <65) = P( He 65 “JC) :P<U§65 75) -
T, o, 5
= P(U<—=2)=0(-2)=1-®(2) =1—0.9772499 = 0.0227501.
ad c)
P(X >80) = P(Uz 80;75) —PU>1)=1-PU < 1)
= 1—®(1) =1 — 0.8413447 = 0.1586553.
ad d)
Pty — 305 < X < 1 + 30,) = p<m§(]§w> _
O o

= P(-3<U<3)=0(3)—®(-3) = (3) — (1 — D(3))
= 20(3) — 1 = 0.9973002

Veétsina hodnot veliciny X leZi tedy v intervalu < pip — 304, piy + 30, >. Velicina X nabude
hodnoty z tohoto intervalu s pravdépodobnosti 99.7%.

Priklad 12.6 Firma wvyrabi balicky otechi po 200ks, pricemZ % oriski jsou burské a

}L liskové, dokonale se promichaji, a pak se teprve sypou do balickiu. Jestlize koupime
jeden balicek ofechi, jakd je pravdépodobnost, Ze pocet liskovijch orfechi je v intervalu
< 47,56 >7¢

Resend. Nahodnd velicina X uddvajici pocet liskovyjch ofechii v jednom balicku md rozdélent
Bi(N = 200,p = 0.25), éili p, =50, 02 = 37.5. Primy vypocet

PAT< X <56) = P(X=47)+P(X =48)+---+ P(X =56) =

200 200 200
_ 9547() 75153 o548 7E1s2 | 9556() 75144
(47)0 970.7577 + 48 0.25%°0.757% 4 - - - + 56 0.25°°0.75

je prilis pracny (musime vycislovat velkd kombinacni ¢isla), a proto se vyuzivd aproximace
normdlnim rozdélenim se stejnou stredni hodnotou a rozptylem (02 = 37.5 = 0, = 6.12):

47 — 50 26 — 50
<UL
6.12 — & 6.12

P47 < X <56) = P< ;
= $(0.98) — (1 — B(0.49)) = 0.524.

) = 0(0.98) — B(—0.49) =
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Predchozi piiklad dédva obecnou predstavu o tom, jak funguje nahrada binomického
rozdéleni normalnim rozdélenim. Ovsem prece jen se dopoustime jisté nepfesnosti, pra-
menici z faktu, ze diskrétni rozdéleni nahrazujeme spojitym. Tato nepresnost je velka
zejména pro malé N. Ale provedenim tzv. korekce lze tuto nepresnost snizit, jak ukazuje
nasledujici priklad.

Piiklad 12.7 Vratme se k prikladu 9.2, kde ndhodnd velicina X wuddvd pocet licii pri
ctyrech hodech minci. Vypocteme naptiklad pravdépodobnost, Ze pocet lici ve ¢tyrech ho-
dech bude jeden nebo dva

a) pomoci Bi(N =4,p=0.5);

b) pomoci normdlniho rozdélent;

c) pomoci normalniho rozdéleni s korekct.

Resent:

ad a) P(1<X <2)=p;+p=0.2540.375 = 0.625.

ad b) Aprozimujme binomické rozdéleni normdlnim rozdélenim No(u, = Np = 2,02 =

Np(1 - p) = 1):

PAl<X<2) = P( Pe o7 < M>:P<T§U§T):

ad c) Hodnota z b) se od hodnoty z a) vyznamné lisi!! Kde se uddla tak velkd chyba? V
tom, Ze obsah plochy dvou obdélniku histogramu na obr.12.10

Obrazek 12.10: K pi. 12.7 - aproximované plocha.

jsme aproximovali pomoci obsahu plochy na obr. 12.11,

nikoliv pomoci srafované plochy na obr. 12.12.
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0.4

Obrazek 12.11: K pf. 12.7 - nevhodnd aproximace Bi pomoci No.

-

4

Obrazek 12.12: K pi. 12.7 - vhodna aproximace Bi pomoci No uzitim korekce.

Aproximaéni chyba se zmensi, pokud vipocet pravdépodobnosti P(t; < X < ty)
pomoci Bi nahradime obsahem podgrafu hustoty No na intervalu stejné délky, tj.
pravdépodobnosti P(t; — 0.5 < X < ty+0.5). Toto rozsirend intervalu o 0.5 na obou
strandch nazyvame korekci. V nasem prikladu pak dostaneme uzitim korekce:

P1-05<X<2+05) = p<L15—2§USW):
1 3
= P(z)—P(—2)=10.624
(5) = ®(=3) = 0.624,

coz je docela dobrd aproximace presné hodnoty 0.625. Je vidét, Ze pomoci korekce
lze popsat binomické rozdéleni normdlnim i pro mald N.

12.4 U-test

V anglické literatufte ... Z-test. Problematiku statistického testovani v pripadé normélniho
rozdéleni vysvétlime na nésledujicim prikladu:
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Piiklad 12.8 Dlouhodobd praze ukazuje, Ze Zarovky ACME maji Zivotnost, kterou lze
popsat normdlnim rozdélenim s parametry p = 100 hodin, 0® = 25. Vijvojové oddélent
firmy ACME se pokousi prakticky realizovat teoreticky fakt, Ze jisty chemicky povlakovy
proces zvysuje Zivotnost Zarovky. Provddi se jednoduchy experiment: povlakovy proces se
realizuje na jednu Zdrovku a méri se jeji Zivotnost. Pokud bude Zivotnost vétsi nez 100
hodin - 1reknéme 115 nebo 120, bude to potvrzovat, Ze povlakovy proces zvysuje Zivotnost.
Pokud Zarovka vydrzi jen asi 100 hodin, povede to k zavéru, Ze povlakovy proces neprindsi
zlepseni Zivotnosti.

V této situaci je mozné statistické rozhodovani provést na zdkladé tri ruznijch postupi
uzivajicich U-rozdélent, které se lisi v alternativni hypotéze Hi. Na nasem prikladu nyni
provedeme vSechny tri typy testu a porovndme vhodnost uziti toho kterého z nich. V kazZdém
z testu se provddi stejné obecné kroky jako v pripadé znaménkového testu v kapitole 10.

12.4.1 Kvvalitativni test

/////

zarovky o jistou konkrétni hofnotu, napt. o 8 hodin. Tj. zarovka, ktera by bez povlakového
procesu vydrzela 101 hodin, bude po naneseni povlaku pracovat 109 hodin, zarovka s
zivotnosti 97 hodin zvysi povlakem svou zivotnost na 105 hodin, apod. Projdeme nyni
pét kroku testu, respektive v piipadé kvalitativniho testu je kroku Sest.

(K1) Vyslovime nulovou a alternativni hypotézu:

Hy: Povlakovy proces nemd vliv na zivotnost, tj. p, = 100 (stfedni hodnota
zivotnosti zarovky oSetfené povlakovym procesem je stale rovna puvodnim 100
hodindm).

H,: Povlakovy proces zvysi zivotnost o 8 hodin, tj. p, = 108.

Alternativni hypotéza H; se nazyvéa konkrétni (nebo téz hodnotové, kvalitativni),
protoze i, v ni se rovnd konkrétni hodnote.

(K2) Kritériem testu bude naméfend doba T Zivotnosti zérovky podrobené povlakovému
procesu.

(K3) Pokud nulova hypotéza Hy je pravdivd, veli¢ina 7' ma normdlni rozdéleni s pa-
rametry p, = 100, 0'127 = 25 (tj. rozdéleni doby zivotnosti se povlakovym procesem
nezmeéni).

(K4) Najdeme Ty tak, aby platilo P(T' > T}) = a = 0.05:

T-100

(i) Pievedeme rozdéleni veliciny T' na U-rozdéleni: U = =

(ii) V tabulce funkce ® najdeme pro a = 0.05 hodnotu U;_, takovou, ze (viz obr.
12.13)
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Obréazek 12.13: Obsah srafované plochy je roven P(U > 1.64) = a = 0.05.

PU>u_o) = «
1—P(u1—0) = «
0.95 = ®(ugos)
Upgs = 1.64

Podle tabulky sice ®(1.64) neni presné rovno hodnoté 0.95, ale budeme s jistou
piesnosti fikat, ze to rovno je. Cislo 1.64 je vlastné 0.95-kvantil U-rozdéleni
(viz oddil 11.4), protoze pro ten pravé plati, ze (1.64) = 0.95. Obrézek 12.13
predstavuje geometricky vyznam kvantilu ve vztahu k hustoté: obsah plochy
mezi husototu a osou t na intervalu < —oo;Uygs > je roven pravé hodnoté
0.95. A tedy obsah zbytku podgrafu (= srafovand ¢ast) je roven 0.05.

(iii) Pfevedeme tuto U-hodnotu zpét na T-hodnotu:

T, — 1
1.64 = ’“TOO

T, = 5-1.64+100=108.2

Kritickou hodnotu vzdy hleddme pro predem zvolenou hladinu vyznamnosti testu
a. To nemusi byt vzdy 0.05, ale tfeba 0.01 nebo jind hodnota - uz o tom byla fe¢ v
kapitole 10.

(K5) Rozhodnuti testu: pokud naméfend hodnota zivotnosti zérovky podrobené povla-
kovému procesu preséhne kritickou hodnotu 7 = 108.2 (tj. odpovidajici U-hodnota
presdhne hodnotu 1.64), zamitame H, a uzavirdme, ze povlakovy proces zvysuje
zivotnost.

(K6) Alternativni hypotézu H; lze nyni vyuzit k vypoétu pravdépodobnosti 3 vyskytu
chyby druhého druhu, tj. situace, kdy plati H; (zivotnost T zarovky s povlakem ma
normalni rozdéleni s parametry g, = 108, 012) = 25), ale nezamitneme H, (naméfené
T < Ty = 108.2). Pravdépodobnost, ze nezamitneme H,, ackoliv plati Hy, je rovna



Matematika 3 160

obsahu vysrafované plochy na obrazku 12.14 - hustota na obrazku je hustotou plat-
nosti Hy, tj. svého extrému nabyva v bodé stiedni hodnoty ¢t = 108.

0.08 -
0.06
0.04

0.02

o 108.2

Obrazek 12.14: Obsah srafované plochy je roven pravdépodobnosti 3 chyby druhého
druhu.

5
= P(U <0.04) = ®(0.04) = 0.516

3 = P(Tg108.2):P<UgM):

Cislo 1 — 3 (= pravdépodobnost toho, Ze Hy zamitneme spravné (opravnéné), kdyz
plati H;) se nazyva sila testu. Obecné je to pojem pozitivni, protoze vyjadiuje
jakousi tispésnost testu.

12.4.2 Jednostranny test

/////

zarovky, ale netikala, o kolik. Projdeme kroky testu:

(K1) Hy: p, =100 (stfedni hodnota zivotnosti se povlakovym procesem nezméni).
Hy: py, > 100.

Alternativni hypotéza se zde nazyvé jednostrannd (nebo smérovand).

(K2) az (K5) Tyto kroky jsou stejné jako v piipadé kvalitativniho testu, protoze konkrétni
hodnota 108 kvalitativniho testu spliuje alternativni hypotézu jednostranného testu
tp > 100. Pii nerovnosti ,,>" mluvime o pravostranném testu. V piipadé¢ alterna-
tivni hypotézy p, < 0 bychom museli lehce obménit vypocet kritické hodoty, ktera
by byla mensi nez 100 a testové rozhodnuti by zamitlo H, tehdy, kdyz by platilo
T < T}. Levostranny test pro konkrétni hodnotu nechame na cviceni.
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(K6) Hodnotu g chyby druhého druhu nemuzeme urcit, protoze nezname, ¢emu se rovna
ftp. Vime jen, ze i, > 100. Jednostranné testy uzivame mnohem castéji nez ty kva-
litativni. Veskutecnosti témér nikdy nezname presnou hodnotu p, - ale kvalitativni
test ma svou pedagogickou hodnotu, a proto byl uveden. V této souvislosti by se
dalo vice mluvit o pojmu sily testu, ale az nékdy jindy - dnes uz ne.

12.4.3 Oboustranny test

Tento test bychom pouzili, kdyby nase informace o chemickém povlakovém procesu byly
tak nejasné, ze bychom nevédeéli, zda se povlakem zivotnost snizi nebo zvysi.

(K1) Hi: p, =100 (stfedni doba zivotnosti se povlakem nezménf).
Hy:  p, # 100 (stiedni doba se povlakem zmeéni, ale nevime, kterym smérem).

Alternativni hypotéza H; se nazyva oboustrannd (nebo nesmérovand).
(K2) Kritériem je doba T zivotnosti zarovky s povlakem.
(K3) Za predpokladu platnosti Hy ma veli¢ina 7" rozdéleni No(u, = 100, ag = 25).

(K4) Hj, zamitneme tehdy, kdyz naméfend hodnota veliciny 7' bude piilis mald nebo
prilis velka, ptricemz oboji ma stejnou vahu. Tedy hledame kritické hodnoty T,,, T,
tak, aby platilo

Pr<T,)+P(T>T, =a=0.05
a oba cleny na levé strané mély stejnou vahu, tj.

P(T<T,) = = =0.025

= 0.025.

oo 9

P(T>T,) =

T-100

(i) Prevedeme T-rozdéleni na U-rozdéleni: U = 5

(ii) V tabulce hodnot funkce ® najdeme usa, u;_q tak, aby

« «

Pro a = 0.05 dostavame (viz obr. 12.15)
0.975 = (I)(UO.975>

U975 — 1.96

Ze symetrie hustoty U-rozdéleni dostaneme ug g5 = —1.96.
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—1.96 o 1.96

Obrazek 12.15: Vyznam kritickych hodnot oboustranného testu - obsah kazdého z obou

srafovanych koncti je roven 5.

(iii) U-hodnoty ptrevedeme na T-hodnoty:

~1.96 = Wzm:mw&l.%:go.z

T, — 100
1.96 = — — 1, =100+ 5-1.96 = 109.8
(K5) Rozhodnuti testu: Pokud je naméfend (= empirickd) hodnota doby zivotnosti
zarovky podrobené povlakovému procesu mimo interval (90.2; 109.8), tj. odpovidajici
U-hodnota je mimo interval (—1.96;1.96), zamitdme H, a uzavirdme, ze povlakovy
proces ma vliv na zivotnost.

Pokud by zZivotnost pozorované zarovky byla 109 hodin, jednostranny test (s mezni hod-
notou Ty = 108.2) by zamitl Hy, oboustrany test (s mezni hodnotou T, = 109.8) by Hy
nezamitl. Jak je mozné, ze stejna data vedou pii ruznych alternativnich hypotézach k
ruznym rozhodnutim?

KdyZz nemame zadny teoreticky podklad toho, ze povlakovy proces zvysSuje zivotnost, musi
se pouzit oboustranny test pro pravdivostni obor (90.2;109.8). a a = 0.05. Kdybychom
meéli teoreticky podklad o tom, Ze povlakovy proces zvySuje zivotnost, pro a = 0.05 by
platila kriticka hodnota T}, = 108.2 pravostranného testu, tj. pravdivostni obor je interval
(0;108.2).

Kdybychom meéli teoreticky dukaz o tom, ze povlakovy proces snizuje zivotnost, odvo-
dilo by se pomoci jednostranného testu smérovaného na opa¢nou stranu (= levostranného
testu), ze pravdivostni obor pro nezamitnuti Hy (7 = 100 — 5 - 1.64 = 91.8) je (91.8;00)
pro a = 0.05.

Oba jednostranné testy tedy davaji jakysi , prisnéjsi” pravdivostni obor (91.8;108.2) pro
nezamitnuti Hy, ale pak je celkova chyba prvniho druhu rovna souc¢tu chyb obou jedno-



Fakulta elektrotechniky a komunika¢nich technologii VUT v Brné 163

strannych testu, tj.
a=0.054+0.05=0.1

(chyby 0.05 se muzeme dopustit na obé strany). Odpovét v nastoleném dilematu tedy je:
pokud nevime nic o teorii a namérena zivotnost zarovky je 109 hodin, pak

a) nezamitame Hy na hladiné vyznamnosti 0.05;

b) zamitdme Hj na hladiné vyznamnosti 0.1.

Statistiku bychom nevhodné pouzili tehdy, kdyz nevime nic o teorii, Zivotnost upravené
zarovky namétfime 109 hodin, fekneme si: ,;aha, povlakovy proces zvysuje Zivotnost” a
vymyslime teorii, kterd nase tvrzeni podporuje. Vysledky pak publikujeme v odborném
casopise pro o = 0.05. Ovsem ve skutecnosti je to jinak - bez teorie musime publikovat
vysledky pouze na hladiné vyznamnosti « = 0.1. Jednostranny test pro a = 0.05 lze
pouzit jen pfi jasném teoretickém zakladu - napt. tehdy, kdyz je naprosto jasné, ze po-

vvvvvv

Spatné pouziti statistiky tkvi v tom, ze na zdkladé jednostranného testu se vyrabi te-
orie, a pak se publikuje na hladiné vyznamnosti 0.05 misto 0.1. Timto Spatnym pouzitim
statistiky lze ,,dokazat” platnost ¢ehokoliv - na urcité hladiné vyznamnosti lze tvrdit
jakykoliv nesmysl: ¢im vétsi nesmysl, tim vétsi o se musi pouzit.

12.5 Shrnuti pojmu

Normalni rozdéleni je mocnym néstrojem k popisu déju a procesu praxe. A dokonce to ma
i teoreticky podklad - diky centralni limitni vété muzeme fict, Ze mnohé veli¢iny zavisi na
velkém mnozstvi priblizné stejnych vlivi, a tudiz se chovaji ,,norméalné”, tj. lze je popsat
norméalnim rozdélenim. I kdyz kazdy ¢lovék v nasi republice je jiny, pfece jen je v tom
nékolikamilionovém shromazdéni jisty fad. A i v procesech ndhodnych, jako je rychlost
vétru nebo mnozstvi srazek, je fad. Je to zvlastni, ze uprostifed nahody je ,zakdédovan”
rad. Jako by to ani nebyla ,ndhoda”, ale jakysi tanec podle jistych pravidel. V chaosu
je tad. Neukazuje to na nékoho vétsiho, kdo stanovil pravidla nasemu srdci i piirodnim
procesim? Skoda, Ze v hodindch matematiky se zamyslime jen nad otézkou ,jak”, a ne
,,proc”.

Matematicky vzato, pracné pravdépodobnostni vypocty pomoci normalniho rozdéleni se
prevedou na vypocet pomoci standardizovaného normadlniho rozdéleni U = No(0;1) a
vyuzivame integrace jednou provzdy zaznamenané do tabulek. Plati

P(t1§th2):P(1 z §U§M):¢(z u)_q)(l u)'

Oz Ox Oz Oz

Statisticky test popsany v této kapitole je celkem chudy v tom, Zze zpracovava jen jediné
méreni. Abychom ziskali vétsi jistotu, ze napt. povlakovy proces zvysuje zivotnost jistého
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druhu zarovek, neprovedeme méieni s jednou zarovkou, ale s nékolika, a pak spocteme
napiiklad prumér meérenych parametri. Toto prirozené a pozadované rozsiteni statis-
tického testu na soubor hodnot je obsahem nasledujici posledni kapitoly.
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13 Statisticky test stredni hodnoty normalniho rozdéleni
pri znamém rozptylu
Je slusnosti, aby posledni kapitola byla nejkratsi. Budu se toho drzet.

Az dosud byla te¢ o dvou typech rozdéleni, a sice teoretickém a empirickém. Nyni do
svych 1ivah ptibereme tieti typ rozdéleni, ktery charakterizuje vztah mezi prvnimi dvéma
typy: teoretické rozdéleni parametru empirického rozdéleni. Toto rozdéleni hraje roli ve
statistickém testu této kapitoly.

13.1 Teoretické rozdéleni parametru empirického rozdéleni

Priklad 13.1 UvazZujme vSechny studenty posledniho rocniku ctyrletych strednich Skol
v Ceské republice. Vsichni pisi mésic pred maturitou souhrnny test z matematiky. Je
zndmo, Ze stredni hodnota ohodnoceni testu je p = 500 bodu, smérodatnd odchylka o =
100 bodu (jednd se o teoretické rozdéleni celé populace maturitnich studentu - teoreticky
predpokladdme, Ze rozdéleni je stejné jako nmapt. v minulém roce). Nahodné vybereme 9
studentii a z jejich ohodnoceni vypocteme primér X, = 513 a empirickou smérodatnou
odchylku S, = 87. Potom opét ndhodné vybereme jingch 9 studenti a z jejich ohodno-
cend testu vypocteme primér Xo = 485, empirickd smérodatnd odchylka Sy = 165. Timto
zpusobem jsme ziskali dvé empirickd rozdéleni poctu bodu vybraného vzorku deviti stu-
denti, prond md parametry X, = 513, Sy = 87, druhé md parametry X, = 485, Sy = 165.

Soustred'me se na néktery z parametri téchto empirickyjch rozdélent, napriklad na empi-
rickou smérodatnou odchylku S. S md pro ruzné nahodné vybrané vzorky deviti studenti
ruzné hodnoty: S, = 87, Sy = 165, atd. Zkrdtka - je to nahodnd velicina, a jako ndhodnd
velicina md jisté rozdéleni pravdépodobnosti. pokud bychom rozdéleni veliciny S znali,
mohli bychom spocitat napriklad pravdépodobnost, Ze u ndahodné vybraného vzorku deviti
studenti bude smérodatnd odchylka S ohodnoceni testu vétsi nez 110, apod.

Toto rozdéleni veliciny S md jednu uZasnou vlastnost: nezdvisi na datech konkrétniho
vzorku, ale plati pro celou populaci - 7ikd néco o smeérodatné odchylce vzorku, ale nezavisi
na Zddném konkrétnim vybraném vzorku; naopak, obsahuje informace o parametrech vsech
moznych vybratelnych vzorki dané velikosti. Proto je toto rozdéleni teoretické, i kdyz po-
pisuje smérodatnou odchylku rozdéleni empirickéhol! Rikd se mu teoretické rozdéleni em-
pirické smérodatné odchylky.

13.2 Teoretické rozdéleni priméru X

Zaméiime se na velicinu X pruméru vzorku délky N, protoze ta bude zdkladem statis-
tického testu této kapitoly. Je to ndhodna veli¢ina, jeji rozdéleni budeme nazyvat teoretické
rozdéleni pruméru. Pokud méifme hodnoty veli¢iny s normalnim rozdélenim No(u, 0?),
prumeér téchto hodnot ma také normalni rozdéleni s parametry, které budeme oznacovat
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M, a% Vypoctéme tuto stiedni hodnotu a rozptyl:

N

N
— 1 1 1
v=FEX =F— X, =— EX,=— -N-pu=upu,
ix PYXim BN = N
kde p je stfedni hodnota teoretického normélniho rozdélent celé populace (protoze pv = p,

index X budeme vétsinou vynechavat).

Nyni se musim zminit o jisté nepiesnosti nebo kolizi znaceni - pokud si vzpominate, v
kapitole 9 jsme dosazovali pii vypoctu pruméru hodnoty z;, kdezto nyni jsem pii vypoctu
EX pouzil (velké) X; - proé? (Malé) x; znacéi konkrétni naméfenou hodnotu veli¢iny X,
kterou celou dobu uvazujeme, kdezto velké X; znaci nahodnou velicinu, jejiz hodnotu malé
x; méiime (velké X; je tedy jakasi ,teoretickd namérend hodnota”). V podstaté X; = X,
tedy X je prumér N stejné rozdélenych velicin X. Ale z jistého diivodu ,,srozumitelnosti”
dodavame zde index 7, aby bylo ziejmé, ze pocitame prumeér néceho, co lze téméi nazvat
hodnotami veliciny X. Tento posun zde vznikl pravé tim, ze misto konkrétnich hodnot z;
jsme zacali premyslet o vlastnostech priméru X teoreticky. A pii teoretickém zkouméni
vlastnosti empirického rozdéleni musime uvazovat ,teoretické” hodnoty. Je to dulezité,
protoze kdybychom tuto ivahu neprovedli a jen slepé dosazovali do vzorce, plati Fx; = z;
(protoze x; je konstanta), zatimco EX; = EX = p (protoze X; je ndhodna veli¢ina).

Tento rozdil je odliSen i v terminologii: vektor (z1, xs, ..., zy) nazyvdme souborem hod-
not, vektor (X, Xo, ..., Xy) nazyvame ndhodnym vybérem .

Pti odvozovani a% vyuzijeme nasledujici fakta:

a) DX, =0%=EX?—p? = EX? =0+ i

b) Pokud X;, X; jsou nezavislé veliciny, EX;X; = EX; - EX; = p-p = p?.
c) Suma YV X, - X; ma N clenti proi = j a N> — N clenti, kde 4 # 7.

A nyni uz k vlastnimu odvozent:

N 2
~2 —\ 2 1 1
1

N
= % EZXerEZXin]—uQ:
1 i#j
1 2 2 2 2 o 0°
= m-[N(a +p?) + (N? = N)p?] — =¥

Vidime, 7e rozptyl priiméru X je jiny nez rozptyl priuméru celé populace. Ilustrujme tento
fakt na prikladu.

Bf‘l'klad 13.2 Vrdtime-li se k situaci v prikladu 13.1, studujme tvar rozdéleni prumeéru
X souboru N hodnot pro ruznd N :
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a) Vybirdme-li vzorky studenti velikosti jedna (N = 1), ziskdvdme napriklad X, = 700
(vijjimecné inteligentni student), Xo = 456, X3 = 498,.... Primér je vidy primo
roven jediné hodnoté vzorku. Teoretické rozdeéleni priméru je stejné jako puvodni
teoretické rozdéleni celé populace studenti pred maturitou, tj. pux = 500, o2 =

10000 X

b) Pro N = 25 budou pruméry vzorku pétadvaceti studenti stale priblizné na téze hod-
noté px = 500, zatimco rozptyl bude mensi (O'QY = %500 = 400). Na obrdzku 13.1
jJsou porovndny hustoty v pripadé a) a b) - je vidét, Ze hustota v pripadé b) nabjvd
hodnot podstatné odlisnych od nuly na mnohem uzZsim intervalu, tj. rozptyl je mensi
(coZ se projevi ,uzsim” grafem nabyvajicim vyssich hodnot, aby byla zachovdna vlast-

nost [*°_ f(t)dt =1).

/ ““‘\
o 300 400 500 600 700

Obrazek 13.1: Graf hustoty rozdéleni pruméru je pro N = 25 uzsi nez pro N = 1.

_ . SPE B . oy 2 _ 10000 _
c) Pro N = 200000 (celd populace stredoskolskych studenti) i = 500, 0% = 555565 =
0.05. U wvzorki velikosti srovnatelné s velikosti celé populace je rozptyl témér zane-

dbatelny - prumeér vzorku se od stredni hodnoty lisi jen nepatrné.

Rozptyl teoretického rozdéleni prumeéru vzorku tedy pro rostouci délku vzorku klesa od
2
o° k nule.

Piiklad 13.3 Uvazujme situaci prikladu 13.1, 13.2 pro délku vzorku N = 100, tj. UQY =

1 = 100, cili o = 10.

a) Jakd je pravdépodobnost, Ze primér X ohodnoceni vybraného vzorku 100 studenti
bude > 5137

b) Jakd je pravdépodobnost, Ze X bude lezet v intervalu < 490; 505 > ¢

Resent:

ad a) Pri fedent pouZijeme stejného postupu jako v predchozi kapitole: prevedeni na U -
hodnoty a tabulku 12.1, 12.2. Hledand pravdépodobnost je rovna obsahu plochy Sy
na obr. 13.2:
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0.04
0.03
0.02

0.01-

0470 480 530

Obrazek 13.2: Vypocet pravdépodobnosti v prikladu 13.3.

— X — 13 —
P(X > 513) — P< 500 , 513 500):P(U21.3):

10 = 10
= 1—®(1.3) =0.07.

ad b) Pravdépodobnost je rovna obsahu plochy Sy :

P(490 < X < 505) = <U<

10 10
= $(0.5) — ®(—1) = 0.532.

490 — _
P( 90 — 500 505 500):

13.3 Testy o stfedni hodnoté primeéru pii znamém rozptylu

13.3.1 Test ,,;u =konst”

Kroky testu vysvétlime na konkrétnim piikladu. Zakladni filozofie je stejnd jako u testu
v predchozich dvou kapitolach.

Priklad 13.4 V situaci z prikladu 15.1 zalozili studenti FEKT firmu KAPPA a vyvinuli
program INTEL, jehoz cilem je zlepsit znalosti matematiky u stredoskolskych studentu,
zegména pak zlepsit vysledky souhrnného testu.

Chtéji sviij program INTEL otestovat, a proto ndhodné vybrali 25 studenti z CR a program
zaslali kazdému z nich. Po provedeni testu z matematiky se ukdzalo, Ze prumér ohodnoceni
dangjch 25 studentii je X = 540. Otdzka zni: lze nyni Tict, Ze program INTEL zlepsuje
vgkon v testu, nebo se jen nahodou vybralo 25 studentu s vyssim viykonnostnim prumeérem v
matematice? Jednd se o skutecny” vysledek (= lze jej zobecnit pro celou populaci?), nebo
bylo vyssiho pruméru dosaZeno jen diky ndhodnym faktorum? Tyto otdzky nds privdadéji
ke statistickému testu, ktery rozhodne.
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(K1) Hy: p=500 (program intel nemd vliv na zlepseni matematickijch schopnosti, tj.
stredni hodnota bodového ohodnoceni testu celé populace studenti i po rozsirent
programu vsem (celé populaci) zustane stejnd).

Hi: > 500 (jednostranny test - muZeme predpoklddat, Ze program znalosti mate-
matiky nezhorsugje).

(K2) Kritériem volime prdvé namérenou hodnotu X .
(K3) Za predpokladu platnosti Hy md veli¢ina X parametry

o

e =500, 0% =

400 = ox = 20.
(K4) Stanovend kritickda U-hodnota je pro a = 0.05 stejnd jako u jednostranného testu
v predchozi kapitole: Uy g5 = 1.64. Odtud kritickd hodnota v rozméru veliciny X je

Ty = pix + o5 - 1.64 = 532.8;

(K5) Rozhodnuti testu: pokud prislusnd U-hodnota prumeéru je > 1.64, zamitdime H
na hladiné vyznamnosti o. V nasem pripadé X = 540, tedy U = % =2 >
1.64. Proto zamitame Hy a uzavirame, Ze program ,skutecnée” zlepsuje matematické

schopnosti studentii.

V pribéhu testu jsme vlastné pocitali podminénou pravdépodobnost P(X > 540|Hy plati)
(¢ti: pravdépodobnost, 7e X nabude hodnoty vétsi nebo rovny 540, pokud Hy plati; tomu,
co v uvedeném zapisu nasleduje za svislou carou, se 1ikd podminka,

podminéna pravdépodobnost je pak pravdépodobnost uddlosti zaznamenané pred svis-
lou ¢arou vypoctend za predpokladu, Ze plati podminka). Protoze a = 0.05 = P(X >
532.8|Hy plati), je ocividné, Ze

P(X > 540|Hy plati) < o
presnéji (viz obr. 15.3)
a=0.05= P(532.8 < X < 540|Hy plati) + P(X > 540|Hy plati) = S(A) + S(B).

Protoze podminénd pravdépodobnost P(X > 540|Hy plati) = S(B) je mensi nez nase
a = 0.06 = S(A) + S(B), uzavirdme, Ze néco z nasich vychozich predpokladi nebylo
spravné - to ,neco” je hypotéza Hy. Samozrejmé, Ze kromeé Hy jsme méli i dalsi vijchozi
predpoklady, napr. nase data mohla byt ovlivnéna tim, Ze

a) Nds vzorek 25 studentu nebyl ndhodny (byl z vysoce vybérové skoly).
b) Kolega pri opisovdni dat omylem zapsal nékterd ohdnocend vyssi nez ve skutecnosti.

Ale vlivy typu a),b) mohou bijt vylouceny spravnym naplinovdnim a provedenim mérent,
takze se v podobnyjch pripadech vétsinou uzavird, Ze nizkd pravdépodobnost P(X > 540|Hy plati)
je dusledkem toho, Ze nespravny byl predpoklad platnosti Hy.
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Obréazek 13.3: Ad pi. 13.4 - hustota rozdélen{ veli¢iny X za piedpokladu, ze plati Hy.

13.3.2 Test ,pu; = po”

Piiklad 13.5 Viafme se k situaci z prdkladi 13.1 a 13.4. Reditel firmy KAPPA zjistil,
ze konkurencni softwarovd firma DELTA rovnéz vyvinula program pro vyuku matematiky
(s nazvem KILL). Zavolal si proto svého firemniho psychologa a poZadal ho, aby zjistil,
ktery z obou konkurencnich programiu INTEL a KILL je lepst, tj. ktery vice zvysuje turovern
matematickiych znalosti.

Psycholog ziskal kopie obou programu. Pruni z nich predal 32 ndhodné vybranym stu-
dentum, druhou jingm 32 ndhodné vybranym studentum. Po provedeni testu z matematiky
ziskal od téchto 64 studentu vysledky jejich ohodnoceni a spocetl pruméry prislusnijch hod-
not. U programu INTEL X, = 600, u programu KILL Xy = 533 (v obou pripadech velikost
vzorku N = 32).

Aby zjistil, do jaké miry je jeho méreni reprezentationi a zda rozdil pruméri neni pouze
ndhodny (tj. zpusobeny napt. tim, Ze program INTEL byl rozddn mezi studenty, kteri byli
ndhodou chytrejsi, ale ne tim, zZe by INTEL byl lepsi nez KILL), sihne ke statistickému
testu:

(K1) Ho: py = pe (kdyby se oba programy distribuovaly celé populaci, vislednd stredni
hodnota ohodnoceni by byla u obou stejnd,).

Hy: g # pe (musime pouZit oboustranny test, protoZe nevime, ktery z programai je
lepsi).

(K2) Hodnotou testového kritéria X, — X, bude rozdil 600 — 533 = 67.

(K3) Za predpokladu platnosti Hy je rozdéleni kritéria X, — X, normdini, vypocteme
jeho stredni hodnotu a rozptyl:

E(E—E):EE—EYQZM—M:O:
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posledni rovnost plati proto, zZe predpokladame platnost Ho, ¢j. py = p2. Pri vgpoctu
rozptylu vyuZivame predpoklad nezavislosti velicin X1, Xa, tj. platnosti vztahu

E(X1-X3) = EXy - EX;

DX -X) = E(Xi—Xp)?— B3(X, - X;) =
= B(Xi —2Xi - Xo+ X5 ) — (1 — 2)? =
= EX, —2ups+ EXy — 2+ 20— Llpy — i =
= (EX," —i2) + (EXy — 1i3) = DX, + DX, =
10000 n 10000

= 625.
32 32 625

= 0’% -+ O'% =
Pokud U?(T-Xﬁ = 625, tak ox;_x; = V625 = 25. Pro nds priklad nutné, aby obé
vySetrované skupiny mély stejny pocet studenti - jiny pocet studenti v kazdé skupiné
by se projevil pouze na tom, Ze v poslednim radku odvozeni by v obou jmenovatelich
nebylo ¢islo 32, ale ¢islo vyjadrujict velikost dané skupiny.

(K4) Pro a = 0.05 jsou kritické U-hodnoty oboustranného testu stejné jako u obou-
stranného testu v kapitole 12: U,, = —1.96, U, = 1.96.

(K5) Rozhodnuti testu: Pokud prislusnd U-hodnota
X -X;-0
25
nelezi v intervalu (—1.96;1.96), zamitame Hy na hladiné vyznamnosti o. 'V nasem
pripadé

X1 —Xo—0 67
_— = — = 2 td H
oF o7 68 = zamitame Hy

o nezavislosti, program INTEL je lepsi nez program KILL.

Test v piikladu se lisi od ptredchoziho testu pouze krokem (K3), kde jsme museli urcit
rozdéleni rozdilu dvou veli¢in.

13.4 Shrnuti pojmu

Testy uvedené v této kapitole jsou piikladem prvnich , praktickych” statistickych testu,
které jsou uzivany. Namérime hodnotu jedné velic¢iny u jedné skupiny pozorovani, poptipadé
u dvou, vypocteme prumeér meéfeni v kazdé ze skupin a tento prumeér podrobime jedno-
strannému nebo oboustrannému statistickému testu.

Ovsem pfitom v téchto testech tise piedpokladdame, Ze rozptyl o2 celé populace je zndmy.
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To ale vétsinou neni pravda a my jej musime odhadnout (pfiblizné urcit) z namétenych
hodnot. Diky vétsi mite nejasnosti pak kritérium analogického statistického testu, ktery
nepouziva piimo o2, ale jeho odhad S (viz kapitola 9), nelze popsat normélnim rozdélenim,
ale tzv. t-rozdélenim - piislusny statisticky test je v literature nazyvan t-test. To uz je
ale obsahem navazujicitho kursu v magisterském studiu FEKT.
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Zaveéer

Je pomeérné narocnym ukolem ptredstavit v jednosemestrovém predmétu dva celkem rozsahlé
obory matematiky, z nichz kazdy by mohl zabrat i tfeba cely rok studia. Pfesto jsme se o
to museli pokusit. Text nemd encyklopedicky charakter - mnohé metody a pristupy mu-
sely byt vypustény za cenu toho, aby bylo mozné ty zakladni vybrané vylozit podrobnéji
a v takovém stylu, ze jsou snad pochopitelné i bez dalsi literatury. A i vybrané partie
musely byt vylozeny v rychlém tempu, bez mnohych dukazu a odvozeni, text by jinak
narostl do netinosnych rozméru. Jsme presvédceni o tom, ze vénovat kazdé z obou casti
predmétu mensi prostor neni mozné.

Co se tyka matematickych predmétu navazujictho magisterského studia FEKT, numerické
metody, zejména teSeni diferencidlnich rovnic, bude prohloubeno v predmétu MODERNI
NUMERICKE METODY. Nékteré dalsi statistické testy budou probrany v navazujicim
predmétu magisterského studia OPERACNI VYZKUM A EKONOMETRIE.

Ad numerické metody

Prvni kapitola, o chybéch, je v podstaté prevzata ze skript [2]. VSechny dalsi ¢dsti jsou
zkompilovany z ruznych zdroju.

Studenti, ktefi by se chtéli seznamit s numerickymi metodami podrobnéji, véetné nékterych
dukazt, si mohou prohlédnout napt. nékterou z knih [5] nebo [7]. Zv14st prvnf z nich je

N

Ad pravdépodobnost

Kromeé zapisku ze svého studia pravdépodobnosti na vysoké skole jsem vychazel zejména
z ucebnice [4], kterd je sice uréena poslucha¢um netechnickych skol, ale obsahuje srozumi-
telnou prezentaci pravdépodobnosti a statistiky, diky niz jsem pochopil mnohé. Skriptum
[8] m4 §irsi zabér a lze v ném najit mnohé vztahy, rozdéleni pravdépodobnosti a definice, o
kterych v tomto textu neni zminka. Z ucebnice [6] opera¢niho vyzkumu a optimalizaénich
metod pochazi partie o teorii front v kapitole 11.

Bretislav Fajmon, Brno 2002
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Tabulka 12.1: Hodnoty distribuéni funkce ®(u) - 1.cast.

D (u)

O (u)

O (u)

O (u)

O (u)

0.00
0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.08
0.09
0.10
0.11
0.12
0.13
0.14
0.15
0.16
0.17
0.18
0.19
0.20
0.21
0.22
0.23
0.24
0.25
0.26
0.27
0.28
0.29

0.5000000
0.5039894
0.5079783
0.5119665
0.5159534
0.5199388
0.5239222
0.5279032
0.5318814
0.5358564
0.5398278
0.5437953
0.5477584
0.5517168
0.5556700
0.5596177
0.5635595
0.5674949
0.5714237
0.5753454
0.5792597
0.5831662
0.5870604
0.5909541
0.5948349
0.5987063
0.6025681
0.6064199
0.6102612
0.6140919

0.30
0.31
0.32
0.33
0.34
0.35
0.36
0.37
0.38
0.39
0.40
0.41
0.42
0.43
0.44
0.45
0.46
0.47
0.48
0.49
0.50
0.51
0.52
0.53
0.54
0.55
0.56
0.57
0.58
0.59

0.6179114
0.6217195
0.6255158
0.6293000
0.6330717
0.6368307
0.6405764
0.6443088
0.6480273
0.6517317
0.6554217
0.6590970
0.6627573
0.6664022
0.6700314
0.6736448
0.6772419
0.6808225
0.6843863
0.6879331
0.6914625
0.6949743
0.6984682
0.7019440
0.7054015
0.7088403
0.7122603
0.7156612
0.7190427
0.7224047

0.60
0.61
0.62
0.63
0.64
0.65
0.66
0.67
0.68
0.69
0.70
0.71
0.72
0.73
0.74
0.75
0.76
0.77
0.78
0.79
0.80
0.81
0.82
0.83
0.84
0.85
0.86
0.87
0.88
0.89

0.7257469
0.7290691
0.7323711
0.7356527
0.7389137
0.7421539
0.7453731
0.7485711
0.7517478
0.7549029
0.7580363
0.7611479
0.7642375
0.7673049
0.7703500
0.7733726
0.7763727
0.7793501
0.7823046
0.7852361
0.7881446
0.7910299
0.7938919
0.7967306
0.7995458
0.8023375
0.8051055
0.8078498
0.8105703
0.8132671

0.90
0.91
0.92
0.93
0.94
0.95
0.96
0.97
0.98
0.99
1.00
1.01
1.02
1.03
1.04
1.05
1.06
1.07
1.08
1.09
1.10
1.11
1.12
1.13
1.14
1.15
1.16
1.17
1.18
1.19

0.8159399
0.8185887
0.8212136
0.8238145
0.8263912
0.8289439
0.8314724
0.8339768
0.8364569
0.8389129
0.8413447
0.8437524
0.8461358
0.8484950
0.8508300
0.8531409
0.8554277
0.8576903
0.8599289
0.8621434
0.8643339
0.8665005
0.8686431
0.8707619
0.8728568
0.8749281
0.8769756
0.8789995
0.8809999
0.8829768

1.20
1.21
1.22
1.23
1.24
1.25
1.26
1.27
1.28
1.29
1.30
1.31
1.32
1.33
1.34
1.35
1.36
1.37
1.38
1.39
1.40
1.41
1.42
1.43
1.44
1.45
1.46
1.47
1.48
1.49

0.8849303
0.8868606
0.8887676
0.8906514
0.8925123
0.8943502
0.8961653
0.8979577
0.8997274
0.9014747
0.9031995
0.9049021
0.9065825
0.9082409
0.9098773
0.9114920
0.9130850
0.9146565
0.9162067
0.9177356
0.9192433
0.9207302
0.9221962
0.9236415
0.9250663
0.9264707
0.9278550
0.9292191
0.9305634
0.9318879
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Tabulka 12.2: Hodnoty distribuéni funkce ®(u) - 2.¢ast.

®(u)

®(u)

®(u)

®(u)

®(u)

1.50
1.51
1.52
1.53
1.54
1.55
1.56
1.57
1.58
1.59
1.60
1.61
1.62
1.63
1.64
1.65
1.66
1.67
1.68
1.69
1.70
1.71
1.72
1.73
1.74
1.75
1.76
1.77
1.78
1.79

0.9331928
0.9344783
0.9357445
0.9369916
0.9382198
0.9394392
0.9406201
0.9417924
0.9429466
0.9440826
0.9452007
0.9463011
0.9473839
0.9484493
0.9494974
0.9505285
0.9515428
0.9525403
0.9535213
0.9544860
0.9554345
0.9563671
0.9572838
0.9581849
0.9590705
0.9599408
0.9607961
0.9616364
0.9624620
0.9632730

1.80
1.81
1.82
1.83
1.84
1.85
1.86
1.87
1.88
1.89
1.90
1.91
1.92
1.93
1.94
1.95
1.96
1.97
1.98
1.99
2.00
2.01
2.02
2.03
2.04
2.05
2.06
2.07
2.08
2.09

0.9640697
0.9648521
0.9656205
0.9663750
0.9671159
0.9678432
0.9685572
0.9692581
0.9699460
0.9706210
0.9712834
0.9719334
0.9725711
0.9731966
0.9738102
0.9744119
0.9750021
0.9755808
0.9761482
0.9767045
0.9772499
0.9777844
0.9783083
0.9788217
0.9793248
0.9798178
0.9803007
0.9807738
0.9812372
0.9816911

2.10
2.11
2.12
2.13
2.14
2.15
2.16
2.17
2.18
2.19
2.20
2.21
2.22
2.23
2.24
2.25
2.26
2.27
2.28
2.29
2.30
2.31
2.32
2.33
2.34
2.35
2.36
2.37
2.38
2.39

0.9821356
0.9825708
0.9829970
0.9834142
0.9838226
0.9842224
0.9846137
0.9849966
0.9853713
0.9857379
0.9860966
0.9864474
0.9867906
0.9871263
0.9874545
0.9877755
0.9880894
0.9883962
0.9836962
0.9889893
0.9892759
0.9895559
0.9898296
0.9900969
0.9903581
0.9906133
0.9908625
0.9911060
0.9913437
0.9915758

2.40
241
2.42
2.43
2.44
2.45
2.46
2.47
2.48
2.49
2.50
2.51
2.52
2.53
2.54
2.55
2.56
2.57
2.58
2.59
2.60
2.70
2.80
2.90
3.00
3.20
3.40
3.60
3.80
4.00

0.9918025
0.9920237
0.9922397
0.9924506
0.9926564
0.9928572
0.9930531
0.9932443
0.9934309
0.9936128
0.9937903
0.9939634
0.9941323
0.9942969
0.9944574
0.9946139
0.9947664
0.9949151
0.9950600
0.9952012
0.9953388
0.9965330
0.9974449
0.9981342
0.9986501
0.9993129
0.9996631
0.9998409
0.9999277
0.9999683

4.50
5.00
5.50

0.9999966
0.9999997
0.9999999
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