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Matematika 3

Garant předmětu:
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10.1 Vlastnosti binomického rozděleńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
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12.4.3 Oboustranný test . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161
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6.1 Numerické derivováńı - ilustrace ke vzorci 6.2 . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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Úvod

Tato skripta jsou napsána jako doplňuj́ıćı text do předmětu MATEMATIKA 3 pro 2.ročńık
bakalářského studia FEKT. Daný předmět se skládá ze dvou odlǐsných oblast́ı matema-
tiky - numerických metod, jejichž ćılem je představit základy numerického řešeńı úloh
praxe, a pravděpodobnosti, jejichž úkolem je seznámit studenty s pravděpodobnostńımi
modely popisuj́ıćımi konkrétńı situace. Autorkou prvńı části je Mgr. Irena Růžičková, au-
torem druhé RNDr. Břetislav Fajmon, PhD.

Studenti by po absolvováńı kursu měli být schopni numericky řešit rovnice a systémy rov-
nic, aproximovat hodnoty pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u a interpolačńıch polynomů,
použ́ıvat vzorce numerického derivováńı a numerické integrace a řešit numericky některé
diferenciálńı rovnice. Dále v oblasti pravděpodobnostńıch model̊u se studenti seznámı́ s
t́ım, jaké situace daný model popisuje, a použij́ı jej v konkrétńıch úlohách. V rámci úvodu
do statistiky se setkaj́ı s některými základńımi statistickými testy.
V daľśı fázi plánujeme za účelem materiálu pro dálkové studium každou kapitolu textu
rozš́ı̌rit o kontrolńı otázky slouž́ıćı k samostatné kontrole znalost́ı a o př́ıklady určené k
samostatnému řešeńı.

Ad numerické metody

V praxi má velký význam matematické modelováńı a simulace nejr̊uzněǰśıch proces̊u.
Při tom je potřeba řešit r̊uzné matematické úlohy, mnoho děj̊u je např. popsáno dife-
renciálńımi rovnicemi. Nalezeńı přesného řešeńı takovýchto problémů bývá často náročné,
někdy i úplně nemožné. Často je lepš́ı nehledat řešeńı v uzavřeném tvaru, ale pomoćı
konečného počtu krok̊u určitého postupu naj́ıt řešeńı přibližné. K tomu právě slouž́ı nu-
merické metody.

I hledáńı přibližného řešeńı bývá ovšem dosti pracné a jen málo úloh lze s uspokojivou
přesnost́ı vyřešit

”
ručně”. Proto jsou numerické metody těsně spjaty s programováńım a

rozkvět některých oblast́ı numerických metod přǐsel teprve s rozvojem výpočetńı techniky.

V prvńı části těchto skript se studenti mohou seznámit se základńımi a nejjednodušš́ımi
numerickými metodami pro řešeńı lineárńıch a nelineárńıch rovnic, aproximaci funkćı, nu-
merické derivováńı a integrováńı a pro řešeńı diferenciálńıch rovnic.

Některé kapitoly by si zasloužily mnohem obsáhleǰśı teoretický úvod. Na ten však zde
bohužel neńı prostor. Pokusila jsem se všude alespoň naznačit, proč uvedené metody fun-
guj́ı.

Snažila jsem se o srozumitelnost a současně o zachováńı matematické přesnosti. Zkušeněǰśı
čtenáři mi snad prominou jistou nepořádnost v uváděńı předpoklad̊u.
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Poznámka k řešeným př́ıklad̊um
Všechny mezivýsledky v př́ıkladech řešených v těchto skriptech jsou zapisovány po za-
okrouhleńı. Při daľśım výpočtu však byly použity p̊uvodńı, přesněǰśı hodnoty. Proto se
může stát, že bude-li někdo tyto př́ıklady přepoč́ıtávat a použije k tomu mezivýsledky zde
uvedené, může doj́ıt k výsledk̊um poněkud odlǐsným.

Irena Růžičková, Brno 2002

Ad pravděpodobnost

Co je pravda? Tuto otázku se zeptal Pilát chv́ıli předt́ım, než vydal př́ıkaz k ukřižováńı
Jež́ı̌se Krista (viz Bible). Nevěděl, že Jež́ı̌s o sobě prohlásil: Já jsem ta cesta, pravda i
život. Pilát neměl dost trpělivosti hledat odpověd’ na svou otázku, a tak vydal př́ıkaz k
popravě nevinného, protože byl pro něj pohodlněǰśı vlastńı klid než spravedlnost. Možná
že i dnes si nedáváme dost času k hledáńı odpovědi, a tak je možné, že ve svém životě
křižujeme to dobré ve prospěch určitého dočasného klidu.

Jiná odpověd’ na naši otázku: Pravda je soubor mýt̊u, které se lidem ještě nepodařilo
vyvrátit. Toto humorné prohlášeńı trochu představuje historii vědy, protože např́ıklad při
fyzikálńım popisu skutečnosti se setkáváme s t́ım, že model slouž́ıćı k popisu jisté situace
se v jiné situaci ukázal nevhodným, což vedlo ke hledáńı nových souvislost́ı.

Zkrátka a dobře, ve svém poznáńı světa máme jisté rezervy, a tak nám mı́sto pravdy
z̊ustává sṕı̌se pravděpodobnost - jakási mı́ra v́ıry, že určitá věc je skutečnost́ı. Všichni
jsme odkázáni k tomu, že muśıme věřit.

Druhá část textu - pravděpodobnost - je uspořádána do šesti kapitol, které mohou docela
dobře sloužit jako doplněńı šesti přednášek v daném tematickém rámci (prvńı kapitola
je nejobsáhleǰśı, doporučuji partii o podmı́něné pravděpodobnosti a Bayesově vzorci z
přednášky vypustit a probrat pouze na cvičeńı, aby se dostalo na poměrně d̊uležitěǰśı
posledńı dvě kapitoly textu, kde je vyloženo normálńı rozděleńı a statistický U -test).
Text je založen na uváděńı př́ıklad̊u - v pr̊uběhu př́ıklad̊u jsou nově uváděny matematické
pojmy. A proto př́ıklady nelze při studiu přeskakovat - respektive kdo bude přeskakovat
př́ıklady, tomu toho ke studiu moc nezbyde.

Břetislav Fajmon, Brno 2002
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Část I

NUMERICKÉ METODY

1 Chyby při numerických výpočtech

Protože základem numerických metod je źıskáváńı přibližných výsledk̊u, je nutné mı́t vždy
představu, jaký rozd́ıl může být mezi přesným řešeńım dané úlohy a řešeńım źıskaným
použitou numerickou metodou.

1.1 Zdroje a typy chyb

Pomineme-li jako zdroj chyb člověka dopouštěj́ıćıho se omyl̊u, můžeme chyby rozdělit na
několik základńıch druh̊u:

- chyby matematického modelu – vznikaj́ı nahrazeńım reálné fyzikálńı situace
matematickým modelem. Může se jednat např́ıklad o popis nějakého fyzikálńıho
děje pomoćı diferenciálńı rovnice.

- chyby vstupńıch dat – jsou zp̊usobeny nepřesnostmi při měřeńı fyzikálńıch veličin.

- chyby numerické metody – vznikaj́ı při náhradě p̊uvodńı matematické úlohy
jednodušš́ı úlohou numerickou. Často se jedná o náhradu nekonečného procesu pro-
cesem konečným, např. při výpočtu hodnoty některé elementárńı funkce pomoćı
součtu několika prvńıch člen̊u jej́ı nekonečné Taylorovy řady nebo při aproximaci
určitého integrálu součtem konečného počtu funkčńıch hodnot. Odhad této chyby
je d̊uležitou součást́ı řešeńı každé numerické úlohy.

- chyby zaokrouhlovaćı – vznikaj́ı t́ım, že při výpočtech pracujeme s č́ısly zaokrouh-
lenými na určitý, relativně nevelký počet mı́st. Tyto chyby se při výpočtu mohou
kumulovat, nebo naopak navzájem rušit. Při velkém počtu operaćı je posouzeńı
jejich vlivu velmi náročné.

1.2 Definice chyb

Je-li x̂ přesná hodnota nějakého č́ısla a x jej́ı aproximace, jejich rozd́ıl

E(x) = x̂− x

nazýváme absolutńı chyba aproximace. Obvykle se budeme zabývat odhadem této
chyby, ale je-li přesná hodnota veličiny velmi malá nebo velmi velká, má větš́ı význam
už́ıvat relativńı chybu

RE(x) =
x̂− x

x
,

která se též často vyjadřuje v procentech.
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Např́ıklad absolutńı chyba 106 se může na prvńı pohled zdát velmi velká. Je-li ovšem
přesná hodnota veličiny 1015, už se chyba tak závažná nejev́ı. Tento fakt lze nejlépe
vyjádřit pomoćı relativńı chyby, v tomto př́ıpadě je RE = 10−9 = 10−7 %.

Přesnou hodnotu chyb zpravidla neznáme. Proto jsou d̊uležité odhady chyb.

Každé nezáporné č́ıslo ME(x), pro které plat́ı

| x̂− x| ≤ ME(x) , tj. x̂ ∈ [x−ME(x), x + ME(x)]

nazýváme odhad absolutńı chyby aproximace x nebo mezńı absolutńı chyba.
Každé nezáporné č́ıslo MR(x), pro které plat́ı

|x̂− x|
|x|

≤ MR(x), x 6= 0

nazýváme odhad relativńı chyby nebo mezńı relativńı chyba.

Často už́ıváme symbolických zápis̊u

x̂ = x±ME(x), resp. x̂ = x(1±MR(x)).

1.3 Zaokrouhlováńı. Š́ı̌reńı chyb při výpočtu

Je-li x reálné č́ıslo, které má obecně nekonečné dekadické vyjádřeńı, pak č́ıslo x(d), které
má d desetinných mı́st, je správně zaokrouhlenou hodnotou č́ısla x, plat́ı-li

|x− x(d)| ≤ 1

2
10−d (1.1)

(Tedy např. má-li být x(1) správně zaokrouhlená hodnota č́ısla x na jedno desetinné mı́sto,
nesmı́ se od x lǐsit o v́ıce než o 1

2
10−1 = 0, 05.)

Jestliže č́ıslo x, které chceme zaokrouhlit na d desetinných mı́st, má právě d+1 desetinných
mı́st, z nichž posledńı je pětka, často se použ́ıvá pravidlo (čtenáři snad známé ze základńı
školy), že pětka po liché č́ıslici se zaokrouhluje nahoru, po sudé dol̊u. Lze ale také (a některé
poč́ıtačové programy tak čińı) volit vždy zaokrouhleńı nahoru nebo vždy zaokrouhleńı
dol̊u.

Při numerických výpočtech pracujeme se zaokrouhlenými č́ısly. Výsledky početńıch ope-
raćı s těmito č́ısly jsou opět zaokrouhlovány a dále se s nimi pracuje. T́ım se zaokrouhlovaćı
chyby š́ı̌ŕı. Budeme se nyńı zabývat t́ım, co se děje při základńıch aritmetických operaćıch.
Necht’ x a y jsou aproximace č́ısel x̂ a ŷ.
Pro chybu součtu a rozd́ılu plat́ı

|E(x± y)| = | (x̂± ŷ)− (x± y)| = | (x̂− x)± (ŷ − y)| = (1.2)

= |E(x)± E(y)| ≤ |E(x)|+ |E(y)| ≤ ME(x) + ME(y)

Odhad chyby součinu a rozd́ılu je o něco pracněǰśı. Pro chybu součinu plat́ı

|E(x · y)| = | x̂ŷ − xy| = |E(x) · y + E(y) · x + E(x) · E(y)| ≤ (1.3)

≤ | y| ·ME(x) + |x| ·ME(y) + ME(x) ·ME(y)
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Protože součin ME(x) · ME(y) bývá vzhledem k ostatńım sč́ıtanc̊um zanedbatelný,
dostáváme pro relativńı chybu součinu

|RE(xy)| ≈
∣∣∣∣E(x) · y + E(y) · x

xy

∣∣∣∣ ≤ MR(x) + MR(y) (1.4)

Podobně pro chybu pod́ılu plat́ı∣∣∣E(x
y
)
∣∣∣ =

∣∣∣∣x + E(x)

y + E(y)
− x

y

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣E(x) · y − x · E(y)

y(y + E(y))

∣∣∣∣ ≤ | y|ME(x) + |x|ME(y)

| y|(| y| −ME(y))
(1.5)

a je-li ME(y) zanedbatelné vzhledem k y, pak pro relativńı chybu pod́ılu dostaneme∣∣∣R(x
y
)
∣∣∣ ≤ MR(x) + MR(y)

Nyńı se ještě zmı́ńıme obecně o chybě při výpočtu funkčńı hodnoty. Máme sta-
novit, jaké chyby se dopust́ıme při výpočtu hodnoty funkce f(x1, x2, . . . , xn) v bodě
[x̂1, x̂2, . . . , x̂n], jestliže přesné hodnoty x̂i nahrad́ıme přibližnými hodnotami xi. Chybu
i-té proměnné označ́ıme Ei. Plat́ı

f(x̂1, x̂2, . . . , x̂n) = f(x1, x2, . . . , xn) +
n∑

i=1

Ei
∂f

∂xi

+
1

2

( n∑
i=1

Ei
∂

∂xi

)2

f + · · ·

kde parciálńı derivace se berou v bodě [x1, x2, . . . , xn]. Protože obvykle budeme moci
předpokládat, že členy obsahuj́ıćı součiny chyb jsou malé ve srovnáńı s ostatńımi členy na
pravé straně, můžeme psát

f(x̂1, x̂2, . . . , x̂n)− f(x1, x2, . . . , xn) ≈
n∑

i=1

Ei
∂f

∂xi

(1.6)

Všimněme si, že 1.2, 1.3 a 1.5 jsou speciálńımi př́ıpady tohoto vzorce.

Zde je na mı́stě zmı́nit se o tom, že při odeč́ıtáńı dvou sobě bĺızkých č́ısel se může velmi
zvětšit relativńı chyba. Pokud pak takto źıskaný výsledek použijeme dále jako dělitele,
může doj́ıt i k podstatnému zvětšeńı absolutńı chyby. Tento jev ukážeme na př́ıkladech.

Př́ıklad 1.1 Necht’ x = 2, 78493 a y = 2, 78469 jsou aproximace č́ısel x̂ a ŷ źıskané
zaokrouhleńım těchto č́ısel na pět desetinných mı́st. Určete odhady absolutńı a relativńı
chyby rozd́ılu x− y.

Řešeńı: Mezńı absolutńı chyby x a y jsou podle 1.1 ME(x) = ME(y) = 1
2
10−5. Tedy

podle 1.2 |E(x− y)| ≤ 10−5 = ME(x− y).

Mezńı relativńı chyba x je MR(x) =
1
2
10−5

2,78493

.
= 1, 8 · 10−6 (MR(y) vyjde skoro stejně),

zat́ımco pro rozd́ıl může být relativńı chyba řádově vyšš́ı, jej́ı odhad je roven ME(x−y)
x−y

=
10−5

0,00024

.
= 4, 2 · 10−2.
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Př́ıklad 1.2 Necht’ z = 1, 23456 je aproximace č́ısla ẑ źıskaná zaokrouhleńım tohoto č́ısla
na pět desetinných mı́st. Určete odhad chyby pod́ılu z

x−y
, kde x a y jsou č́ısla z př́ıkladu

1.1

Řešeńı: Z př́ıkladu 1.1 známe odhad chyby jmenovatele. Dále v́ıme, že ME(z) = 1
2
10−5.

Pro odhad chyby pod́ılu stač́ı dosadit do 1.5:∣∣∣∣E ( z

x− y

)∣∣∣∣ ≤ |x− y| ·ME(z) + | z| ·ME(x− y)

|x− y|(|x− y| −ME(x− y))
=

=
0, 00024 · 1

2
· 10−5 + 1, 23456 · 10−5

0, 00024 · (0, 00024− 10−5)
.
= 2, 2 · 102

Tedy zat́ımco vstupńı hodnoty x, y a z měly chybu řádově v stotiśıcinách, výsledek může
mı́t chybu řádově ve stovkách!
Proto, je-li to možné, je žádoućı se odeč́ıtáńı bĺızkých č́ısel vyvarovat.

1.4 Podmı́něnost numerických úloh a numerická stabilita algo-
ritmů

Při numerickém řešeńı r̊uzných úloh muśıme zkoumat, jaký vliv na výsledek maj́ı malé
změny ve vstupńıch hodnotách a zaokrouhlováńı během výpočtu.

Řešeńı numerických úloh můžeme považovat za postup, kterým přǐrazujeme vstupńım
údaj̊um výstupńı data. Je-li toto přǐrazeńı spojité zobrazeńı, pak ř́ıkáme, že numerická
úloha je korektńı úloha, v opačném př́ıpadě se jedná o úlohu nekorektńı.
Pro tyto úlohy má zásadńı význam relativńı citlivost výsledku na malé změny ve vstupńıch
parametrech úlohy. Korektńı úloha je dobře podmı́něná, jestliže malým relativńım
změnám vstupńıch údaj̊u odpov́ıdaj́ı malé relativńı změny výstupńıch údaj̊u. Č́ıslo

Cp =
relativńı chyba výstupńıch údaj̊u

relativńı chyba vstupńıch údaj̊u

nazýváme č́ıslo podmı́něnosti úlohy. Pro dobře podmı́něné úlohy je č́ıslo Cp bĺızké
č́ıslu 1.
Pokud malé relativńı změny na vstupu zp̊usob́ı velké relativńı změny na výstupu, pak
mluv́ıme o špatně podmı́něné úloze. Řešeńı špatně podmı́něných úloh je nejlépe se
vyhnout, protože výsledky jakéhokoli algoritmu jsou velmi nespolehlivé.

Podobně řekneme, že je algoritmus dobře podmı́něný, je-li málo citlivý na poru-
chy ve vstupńıch datech. Kromě nepřesnost́ı ve vstupńıch údaj́ıch ovlivňuje výsledek
použitého algoritmu i zaokrouhlováńı č́ısel během výpočtu. Je-li vliv zaokrouhlovaćıch
chyb na výsledek malý, mluv́ıme o numericky stabilńım algoritmu. Algoritmus dobře
podmı́něný a numericky stabilńı se nazývá stabilńı.
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2 Exkurze do funkcionálńı analýzy

Tato kapitola tvoř́ı teoretický základ pro metody prob́ırané v daľśıch dvou kapitolách.
Protože prostor, který lze této problematice věnovat, je velmi omezený, pokuśıme se
zde vysvětlit jen nejnutněǰśı pojmy. Pokud by někoho odrazovala př́ılǐsná teoretičnost
a

”
vědeckost” této kapitoly a spokojil by se s t́ım, že metody popsané v kapitolách 3 a 4

funguj́ı, aniž by se zaj́ımal o to, proč funguj́ı, mohl by snad následuj́ıćı text přeskočit.

2.1 Metrický prostor

Studenti určitě umı́ vypoč́ıtat vzdálenost dvou reálných č́ısel na č́ıselné ose nebo vzdálenost
dvou bod̊u v rovině či v prostoru. Podobně se dá určovat

”
vzdálenost” r̊uzných jiných ob-

jekt̊u. Této zobecněné vzdálenosti se ř́ıká metrika.

Definice. Bud’ X množina (prvk̊u jakéhokoli typu). Řekneme, že na této množině je
definována metrika d, jestliže každým dvěma prvk̊um x, y ∈ X je přǐrazeno reálné č́ıslo
d(x, y) tak, že

1) d(x, y) ≥ 0 ∀x, y ∈ X , d(x, y) = 0 ⇔ x = y

2) d(x, y) = d(y, x) ∀x, y ∈ X

3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ∀x, y, z ∈ X (trojúhelńıková nerovnost)

Množinu X s metrikou d pak nazýváme metrický prostor.

Př́ıklady metrických prostor̊u
Asi nejjednodušš́ım př́ıkladem metrického prostoru je množina všech reálných č́ısel R s
metrikou d definovanou jako d(x, y) = |x− y|.
Jako množinu X však nemuśıme brát celé R, může to být i jakákoli jeho podmnožina,
např. interval nebo množina všech racionálńıch č́ısel Q.
Jiným př́ıkladem je množina všech uspořádaných n-tic reálných č́ısel. Je-li x = (x1, x2, . . . , xn)
a y = (y1, y2, . . . , yn), metriku d můžeme definovat r̊uzně. Jako nejpřirozeněǰśı se jev́ı ob-
vyklá vzdálenost dvou bod̊u:

d(x,y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · ·+ (xn − yn)2, (2.1)

existuj́ı však i jiné možnosti, např.

d(x,y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|+ · · ·+ |xn − yn| (2.2)

nebo

d(x,y) = max
(
|x1 − y1|, |x2 − y2|, . . . , |xn − yn|

)
. (2.3)

Jako posledńı př́ıklad uvedeme množinu všech funkćı definovaných a spojitých na intervalu
< a, b >, která se označuje jako C(< a, b >). Jsou-li f, g ∈ C(< a, b >), definujeme

d(f, g) = max
x∈<a,b>

| f(x)− g(x)|. (2.4)

Obrázky 2.1 a 2.2 poslouž́ı k objasněńı některých uvedených metrik.
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Obrázek 2.1:
”
Vzdálenost” bod̊u A, B podle metriky 2.2 je délka silné černé čáry.

y=g(x)

y=f(x)

d(f,g)

ba

Obrázek 2.2:
”
Vzdálenost” dvou spojitých funkćı v metrice 2.4

2.2 Úplný metrický prostor

Již na středńı škole se studenti seznámili s posloupnostmi reálných č́ısel a (snad) i s jejich
limitami.
Připomeňme, že limita posloupnosti reálných č́ısel (an)∞n=1 je, populárně řečeno, takové
č́ıslo a, ke kterému se členy posloupnosti pro n jdoućı do nekonečna přibližuj́ı. Přesněji:
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Reálné č́ıslo a se nazývá limitou posloupnosti (an)∞n=1, jestliže ke každému ε > 0 existuje
přirozené č́ıslo N tak, že pro všechna n > N plat́ı |an − a| < ε.
Neboli: at’ zvoĺıme ε libovolně malé, od jistého indexu N se členy posloupnosti budou od
a lǐsit méně než o ε.
Posloupnosti však můžeme sestavovat i z jiných objekt̊u než z reálných č́ısel. Stejně tak
můžeme u takových posloupnost́ı ř́ıci, zda maj́ı, nebo nemaj́ı limitu. Pro posloupnosti
sestavené z prvk̊u obecného metrického prostoru se limita definuje velmi podobně, jen je
třeba zobecnit ono

”
lǐseńı se o méně než ε”. To se provede pomoćı metriky.

Definice. Bud’ X metrický prostor s metrikou d a (xn)∞n=1 posloupnost prvk̊u z X.
Řekneme, že x ∈ X je limitou této posloupnosti, ṕı̌seme lim

n→∞
xn = x , jestliže ke každému

ε > 0 existuje přirozené č́ıslo N tak, že pro všechna n > N plat́ı d(xn, x) < ε.

Posloupnost, která má limitu, se nazývá konvergentńı.

Nyńı definujeme daľśı vlastnost posloupnost́ı.

Definice. Bud’ X metrický prostor s metrikou d a (xn)∞n=1 posloupnost prvk̊u z X.
Řekneme, že tato posloupnost je cauchyovská, jestliže ke každému ε > 0 existuje
přirozené č́ıslo N tak, že pro všechna n > N a každé přirozené č́ıslo k plat́ı d(xn, xn+k) < ε.

Dá se ř́ıci, že cauchyovská posloupnost je taková, jej́ıž členy se výše popsaným zp̊usobem
zahušt’uj́ı.
Dá se dokázat, že každá konvergentńı posloupnost je cauchyovská. Intuitivně by se mohlo
zdát, že to muśı být i naopak. Existuj́ı ale prostory, v nichž najdeme cauchyovské po-
sloupnosti, které v daném prostoru limitu nemaj́ı. Ukážeme to na následuj́ıćım př́ıkladu:
Mějme např́ıklad množinu všech reálných č́ısel a v něm posloupnost a1 = 3.1, a2 =
3.14, a3 = 3.141, a4 = 3.1415, . . .. Tato posloupnost má limitu π a tedy je cauchyovská.
Nyńı vezměme tutéž posloupnost, ale v množině všech racionálńıch č́ısel Q. Je to posloup-
nost cauchyovská, ale limitu v Q nemá (protože π /∈ Q).

Existuj́ı tedy prostory, v nichž
”
něco scháźı”, neobsahuj́ı limity některých posloupnost́ı,

které se jinak chovaj́ı tak, jako by limitu mı́t měly. T́ım se dostáváme k definici úplného
prostoru.

Definice. Metrický prostor se nazývá úplný, jestliže každá cauchyovská posloupnost v
něm má limitu.

Př́ıklady úplných a neúplných prostor̊u
Množina R s metrikou d(x, y) = |x− y| je úplný metrický prostor.
Jakýkoli uzavřený interval < a, b > s toutéž metrikou je také úplný prostor.
Otevřený interval s toutéž metrikou neńı úplný. To můžeme ukázat na př́ıkladu intervalu
(0, 1) a posloupnosti xn = 1

n
. Tato posloupnost je cauchyovská a přitom v intervalu (0, 1)

nemá limitu (0 /∈ (0, 1)).
Dá se dokázat, že prostor všech uspořádaných n-tic s kteroukoli z metrik 2.1, 2.2, 2.3 je
úplný.



Matematika 3 16

2.3 Pevný bod zobrazeńı, iteračńı proces

Definice. Řekneme, že F je zobrazeńı množiny X do množiny Y , ṕı̌seme F : X → Y ,
jestliže každému prvku x ∈ X je pomoćı F přǐrazen právě jeden prvek y ∈ Y , y = F (x).

Budeme se zabývat hlavně zobrazeńımi množiny do sebe sama, tj. zobrazeńı F : X → X.
Takové zobrazeńı přǐrazuje každému prvku x ∈ X opět (obecně jiný) prvek z X. Nás bude
zaj́ımat, jestli existuje takový prvek x, který se zobraźı sám na sebe, př́ıpadně jak takový
prvek naj́ıt.

Definice. Prvek x ∈ X se nazývá pevný bod zobrazeńı F : X → X, jestliže plat́ı

F (x) = x.

Jestliže za množinu X vezmeme R, pak zobrazeńı F : R → R je obyčejná funkce jedné
proměnné. Na obrázku 2.3 jsou vyznačeny pevné body jisté funkce f. Jsou to body, v
nichž se protne graf funkce f s př́ımkou y = x.

Př́ıklad. Funkce f(x) = x2 má právě dva pevné body, a to x = 0 a x = 1, protože 02 = 0
a 12 = 1.

y=x

y=f(x)

)

)

)

3

2

1

f(x

f(x

f(x

321 xxx

Obrázek 2.3: Pevné body reálné funkce

Hledáńı pevného bodu zobrazeńı má v numerické matematice velký význam. Některé
úlohy, jejichž zadáńı zpočátku vypadá úplně jinak, lze převést právě na problém nalezeńı
pevného bodu. Proto se nyńı budeme zabývat otázkou, jak ověřit, že nějaké zobrazeńı
pevný bod má a jak jej naj́ıt. Dá se dokázat, že jistý druh zobrazeńı má pevný bod vždy
a existuje postup, který nás k němu dovede.
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Definice. Bud’ X metrický prostor. Řekneme, že zobrazeńı F : X → X je kontraktivńı
(kontrakce), jestliže existuje α ∈< 0, 1) tak, že pro každé dva prvky x, y ∈ X plat́ı

d(F (x), F (y)) ≤ α d(x, y) (2.5)

Č́ıslo α nazýváme koeficient kontrakce.

”
Kontrakce” česky znamená

”
stažeńı”. Dá se tedy, byt’ poněkud nepřesně ř́ıct, že kontrak-

tivńı zobrazeńı je takové, u nějž jsou si obrazy (funkčńı hodnoty) bližš́ı než byly vzory.
Na obrázćıch 2.4 a 2.5 jsou př́ıklady kontraktivńı a nekontraktivńı funkce.

y=f(x)

)

)

2

1

f(x

f(x

21 xx

Obrázek 2.4: Funkce, která je kontraktivńı

Věta 2.1 Bud’ X úplný metrický prostor a F : X → X kontraktivńı zobrazeńı. Pak
existuje právě jeden pevný bod tohoto zobrazeńı x̂, pro něǰz plat́ı

x̂ = lim
n→∞

xn, (2.6)

kde (xn)∞n=1 je tzv. posloupnost postupných aproximaćı, která je definována takto:
x0 je libovolný prvek z X a daľśı členy posloupnosti jsou definovány předpisem

xk+1 = F (xk), k = 0, 1, . . . (2.7)

Dále pro všechna přirozená č́ısla n plat́ı:

d(x̂, xn) ≤ α

1− α
d(xn, xn−1) (2.8)

d(x̂, xn) ≤ αn

1− α
d(x0, x1), (2.9)

kde α je koeficient kontrakce.
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y=f(x)

)

)

2

1

f(x

f(x

21 xx

Obrázek 2.5: Funkce, která neńı kontraktivńı

Tato věta nám dává návod, jak pevný bod zadaného zobrazeńı alespoň přibližně naj́ıt.

Zvoĺıme x0 ∈ X. Tomuto bodu se ř́ıká počátečńı aproximace.

Pak poč́ıtáme daľśı členy posloupnosti podle předpisu 2.7. Tomuto výpočtu se ř́ıká iteračńı
proces, k-tý člen posloupnosti, xk, se nazývá k-tá aproximace.

Protože podle 2.6 je pevný bod limitou posloupnosti (xn)∞n=1, postupné aproximace se k
němu budou přibližovat. Kdybychom v iteračńım procesu mohli pokračovat donekonečna,
dostali bychom se nakonec k pevnému bodu. To ale neńı možné, a proto se v určitý moment
zastav́ıme a řekneme, že pevný bod x̂ je přibližně roven posledńımu vypočtenému členu
posloupnosti.
Kdy iteračńı proces zastavit, rozhodneme podle toho, s jakou přesnost́ı chceme mı́t pevný
bod vypočtený. Můžeme k tomu použ́ıt např. odhad 2.8, který ř́ıká, jak je n-tá aproximace
nanejvýš vzdálena od pevného bodu. K tomu ovšem muśıme znát hodnotu koeficientu
kontrakce α, která může být u některých úloh velmi obt́ıžně zjistitelná. Proto se častěji
použ́ıvaj́ı empirická kritéria, jež pro konkrétńı úlohy později poṕı̌seme.

2.4 Normovaný vektorový prostor

V prvńım semestru se studenti seznámili s vektorovými prostory.

Prvky vektorových prostor̊u mohou být objekty nejr̊uzněǰśıho typu. Nemuśı to být pouze

”
vektory” v tom smyslu, jaký si člověk obvykle pod t́ımto pojmem představ́ı (tj. uspořádané

n-tice reálných č́ısel).
Nejjednodušš́ım př́ıkladem vektorového prostoru je množina všech reálných č́ısel R s ob-
vyklými operacemi + a · .
Vektorovým prostorem je i množina všech matic typu (m, n) s operacemi + (sč́ıtáńı matic)
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a · (násobeńı matice konstantou).
Vektorový prostor může být tvořen též funkcemi jedné nebo v́ıce proměnných s určitou
vlastnost́ı. V některých oblastech matematiky se často setkáváme např. s prostorem všech
funkćı spojitých na daném intervalu < a, b >, či s prostorem všech funkćı na intervalu
< a, b > integrovatelných.

Studenti jistě věd́ı, co je absolutńı hodnota č́ısla nebo délka vektoru. Tyto veličiny udávaj́ı
velikost daného č́ısla, resp. vektoru bez ohledu na jeho znaménko, resp. směr.

”
Velikost” lze

r̊uzným zp̊usobem určovat i u jiných objekt̊u. Jakési zobecněńı velikosti, které zachovává
jej́ı přirozené vlastnosti, se nazývá norma.

Definice. Bud’ V vektorový prostor. Řekneme, že na tomto prostoru je definována norma,
jestliže každému prvku v ∈ V je přǐrazeno reálné č́ıslo ‖v‖ (norma v) tak, že

1) ‖v‖ ≥ 0 ∀v ∈ V , ‖v‖ = 0 ⇔ v = 0

2) ‖k · v‖ = | k| · ‖v‖ ∀v ∈ V, ∀k ∈ R

3) ‖v1 + v2‖ ≤ ‖v1‖+ ‖v2‖ ∀v1, v2 ∈ V (trojúhelńıková nerovnost)

Prostor V pak nazýváme normovaný vektorový prostor.

Je známo, že absolutńı hodnota rozd́ılu dvou reálných č́ısel udává vzdálenost těchto č́ısel
na č́ıselné ose. Podobně si lze normu rozd́ılu dvou prvk̊u vektorového prostoru ‖u − v‖
představit jako vzdálenost těchto dvou prvk̊u. To znamená, že na vektorovém prostoru
můžeme definovat metriku předpisem

d(v1, v2) = ‖ v1 − v2‖. (2.10)

Př́ıklady normovaných vektorových prostor̊u:
Na množině všech reálných č́ısel R lze zavést normu jako ‖x‖ = |x| , ∀x ∈ R.
Na vektorovém prostoru Vn můžeme zavést normu r̊uzným zp̊usobem.
Je-li v = (v1, v2, . . . , vn) ∈ Vn, pak jeho norma může být např. definována jako délka
tohoto vektoru

‖v‖ =
√

v2
1 + v2

2 + · · ·+ v2
n . (2.11)

Tato norma se často znač́ı jako ‖v‖2 a nazývá se eukleidovská norma. Existuj́ı však i jiné
možnosti. V daľśım textu se setkáme s normami

‖v‖1 = | v1|+ | v2|+ · · ·+ | vn| (2.12)

‖v‖∞ = max(| v1|, | v2|, . . . , | vn|) (2.13)

U matic lze normu poč́ıtat podobně jako u vektor̊u. V kapitole 3 budeme pracovat s
následuj́ıćımi normami ( A je matice typu (m, n) s prvky aij, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n):

‖A‖∞ = max
i=1,...,m

n∑
j=1

| aij| řádková norma (2.14)

‖A‖1 = max
j=1,...,n

m∑
i=1

| aij| sloupcová norma (2.15)
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Př́ıklad 2.1 Vypočtěte řádkovou a sloupcovou normu matice

A =

 −3 2 5
1 −4 −2
3 −1 4


Řešeńı: Řádková norma matice je maximum ze součt̊u absolutńıch hodnot prvk̊u v jed-
notlivých řádćıch.
Součet absolutńıch hodnot prvk̊u v prvńım řádku matice je |−3|+|2|+|5| = 10, ve druhém
řádku je součet roven 7 a ve třet́ım 8. Největš́ı z těchto č́ısel je 10 a proto ‖A‖∞ = 10.
Sloupcová norma je maximum ze součt̊u absolutńıch hodnot prvk̊u v jednotlivých sloupćıch.
Tedy ‖A‖1 = max(7, 7, 11) = 11.

Čtenář si možná povšiml značné podobnosti norem 2.11, 2.12 a 2.13 s metrikami uve-
denými v kapitole 2.1. Skutečně, všechny tyto metriky můžeme dostat z výše uvedených
norem pomoćı 2.10.

Nab́ıźı se otázka, proč jsme označili řádkovou normu matice 2.14 stejně jako normu vektoru
2.13 a sloupcovou normu matice 2.15 stejně jako normu vektoru 2.12.
Tyto normy skutečně maj́ı mnoho společného. Představ́ıme-li si vektor v dimenze n jako
sloupec, můžeme jej považovat za matici o n řádćıch a jediném sloupci. Vypočteme-li
nyńı řádkovou normu této matice, dostaneme právě normu vektoru 2.13, vypočteme-li
sloupcovou normu matice, dostaneme normu vektoru 2.12.

Dále plat́ı, a to je pro daľśı úvahy podstatněǰśı, že

‖Av‖∞ ≤ ‖A‖∞ · ‖v‖∞
‖Av‖1 ≤ ‖A‖1 · ‖v‖1

Můžeme ř́ıct, že řádková norma matice je přidružená vektorové normě 2.13 a sloupcová
norma matice je přidružená vektorové normě 2.12.
(Obecně se maticová norma přidružená vektorové normě definuje docela složitě, o tom
zde mluvit nebudeme. Např. maticová norma přidružená eukleidovské normě vektoru se
poč́ıtá zcela odlǐsně.)
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3 Numerické řešeńı soustavy lineárńıch rovnic

Řešeńı soustav lineárńıch rovnic patř́ı mezi nejd̊uležitěǰśı části numerické matematiky.
Mnoho praktických úloh nakonec vede k řešeńı takovýchto soustav, často velmi rozsáhlých.
K obrovským soustavám rovnic dospějeme např. při hledáńı rozložeńı nějaké fyzikálńı
veličiny v určitém tělese. Problém se, velmi zhruba řečeno, může řešit tak, že hledáme
hodnoty této veličiny pouze v konečném počtu bod̊u (a č́ım v́ıce těchto bod̊u bude, t́ım
lépe), a to právě jako řešeńı soustavy lineárńıch rovnic.

Budeme se zabývat řešeńım soustavy n lineárńıch rovnic

a11 x1 + a12 x2 + · · · + a1n xn = b1

a21 x1 + a22 x2 + · · · + a2n xn = b2
...

...
an1 x1 + an2 x2 + · · · + ann xn = bn

(3.1)

s neznámými x1, x2, . . . , xn.
Připomeňme, že matice A = (aij), i, j = 1, . . . , n, se nazývá matice soustavy a sloup-
cový vektor b = (b1, . . . , bn)T vektor pravých stran.
Soustavu můžeme zapsat maticově ve tvaru

Ax = b (3.2)

Všude v daľśım textu budeme předpokládat, že matice soustavy je regulárńı, tj. že řešená
soustava má právě jedno řešeńı. (V technických úlohách, kde se problém řešeńı soustavy
lineárńıch rovnic může vyskytnout, to tak zpravidla bývá.)

V prvńım semestru se studenti seznámili s Gaussovou eliminačńı metodou a s Cramerovým
pravidlem. Obě tyto metody patř́ı mezi tzv. metody př́ımé. Druhou skupinou metod
řešeńı soustav lineárńıch rovnic jsou metody iteračńı.

3.1 Př́ımé metody

Př́ımé metody vedou k řešeńı soustavy po konečném počtu krok̊u. Takto nalezené řešeńı
by bylo přesné, kdybychom se v pr̊uběhu výpočtu nedopouštěli zaokrouhlovaćıch chyb.
Připomeneme metody, které by studenti měli znát z prvńıho semestru a uvedeme některé
daľśı.

3.1.1 Cramerovo pravidlo

Je-li matice soustavy 3.2 regulárńı, tj. jej́ı determinant je nenulový, pak řešeńı soustavy
lze vypoč́ıtat jako

x1 =
D1

D
, x2 =

D2

D
, . . . , xn =

Dn

D

kde D je determinant matice soustavy A a Dk, k = 1, . . . , n jsou determinanty matic, které
vzniknou z matice A nahrazeńım k-tého sloupce této matice vektorem pravých stran b.
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Cramerovo pravidlo je vhodné pouze pro velmi malé soustavy rovnic, např. pro
soustavu dvou rovnic s

”
ošklivými” koeficienty. Pro větš́ı soustavy by bylo nutné poč́ıtat

mnoho determinant̊u vysokého řádu, což je velmi pracné. Proto se pro řešeńı velkých
soustav rovnic tato metoda nepouž́ıvá.

3.1.2 Gaussova eliminačńı metoda

Základem této metody je úprava soustavy na trojúhelńıkový tvar pomoćı elementárńıch
úprav.

Přidáme-li v soustavě 3.2 vektor pravých stran b jako (n+1)-ńı sloupec k matici A,
můžeme soustavu přepsat ve tvaru

a11 x1 + a12 x2 + · · · + a1n xn = a1 n+1

a21 x1 + a22 x2 + · · · + a2n xn = a2 n+1
...

...
an1 x1 + an2 x2 + · · · + ann xn = an n+1

Nyńı se pomoćı přič́ıtáńı vhodných násobk̊u prvńı rovnice budeme snažit z ostatńıch
rovnic eliminovat x1. (Je-li a11 = 0, vyměńıme prvńı rovnici s prvńı takovou rovnićı, která
na prvńım mı́stě nulu nemá.)
Odečteme-li postupně prvńı rovnici, vynásobenou č́ıslem ai1

a11
, od i-té rovnice, pro i =

2, 3, . . . , n, dostaneme

a11 x1 + a12 x2 + · · · + a1n xn = a1 n+1

a
(1)
22 x2 + · · · + a

(1)
2n xn = a

(1)
2 n+1

...
...

a
(1)
n2 x2 + · · · + a

(1)
nn xn = a

(1)
n n+1

Nové koeficienty jsou vypočteny jako a
(1)
ij = aij− ai1

a11
a1j, i = 2, 3, . . . , n, j = 2, 3, . . . , n+1.

Nyńı budeme pomoćı vhodných násobk̊u druhé rovnice eliminovat x2 v třet́ı, čtvrté, . . .
n-té rovnici. (Opět, je-li a

(1)
22 = 0, vyměńıme druhou rovnici s prvńı z daľśıch rovnic, ve

které u x2 nula neńı.)
T́ım dostaneme

a11 x1 + a12 x2 + a13 x3 + · · · + a1n xn = a1 n+1

a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + · · · + a

(1)
2n xn = a

(1)
2 n+1

a
(2)
33 x3 + · · · + a

(2)
3n xn = a

(2)
3 n+1

...
...

a
(2)
n3 x3 + · · · + a

(2)
nn xn = a

(2)
n n+1

kde a
(2)
ij = a

(1)
ij −

a
(1)
i2

a
(1)
22

a
(1)
2j , i = 3, 4, . . . , n, j = 3, 4, . . . , n + 1.
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Pokračujeme-li dále stejným zp̊usobem, dostaneme po n-1 kroćıch soustavu v trojúhelńıkovém
tvaru

a11 x1 + a12 x2 + a13 x3 + · · · + a1n xn = a1 n+1

a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + · · · + a

(1)
2n xn = a

(1)
2 n+1

a
(2)
33 x3 + · · · + a

(2)
3n xn = a

(2)
3 n+1

...

a
(n−1)
nn xn = a

(n−1)
n n+1

(3.3)

Z této soustavy snadno urč́ıme hledané řešeńı:

xn =
a

(n−1)
n n+1

a
(n−1)
nn

(3.4)

xn−1 =
1

a
(n−2)
n−1 n−1

(
a

(n−2)
n−1 n+1 − a

(n−2)
n−1 n xn

)
...

x1 =
1

a11

(
a1n+1 − a12 x2 − a13 x3 − · · · − a1n xn

)
Postup vedoućı k soustavě 3.3 se nazývá Gaussova eliminace, výpočet neznámých dle
3.4 zpětná substituce nebo též zpětný chod. Č́ıslo a

(k−1)
kk nazýváme hlavńı prvek.

Př́ıklad 3.1 Pomoćı Gaussovy eliminace vyřešte soustavu rovnic

1, 67 x1 − 0, 15 x2 + 2, 51 x3 = −0, 84
2, 15 x1 + 3, 02 x2 − 0, 17 x3 = 2, 32
1, 71 x1 − 2, 83 x2 + 1, 45 x3 = 1, 26

Řešeńı: Koeficienty soustavy oṕı̌seme do matice: 1, 67 −0, 15 2, 51 −0, 84
2, 15 3, 02 −0, 17 2, 32
1, 71 −2, 83 1, 45 1, 26


Od druhého řádku odečteme prvńı řádek, vynásobený 2,15

1,67
a od třet́ıho vynásobený 1,71

1,67

(všechny mezivýsledky jsou zaokrouhlovány na pět desetinných mı́st): 1, 67 −0, 15 2, 51 −0, 84
0 3, 21311 −3, 40144 3, 40144
0 −2, 67641 −1, 12012 2, 12012


Nyńı od třet́ıho řádku odečteme druhý, vynásobený −2,67641

3,21311
. T́ım dostaneme 1, 67 −0, 15 2, 51 −0, 84

0 3, 21311 −3, 40144 3, 40144
0 0 −3, 95339 4, 95339

 ,
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což už odpov́ıdá soustavě v trojúhelńıkovém tvaru

1, 67 x1 − 0, 15 x2 + 2, 51 x3 = −0, 84
3, 21311 x2 − 3, 40144 x3 = 3, 40144

− 3, 95339 x3 = 4, 95339

Řešeńı této soustavy je

x3 =
4, 95339

−3, 95339
.
= −1, 25295

x2 =
1

3, 21311

(
3, 40144 + 3, 40144 · (−1, 25295)

)
.
= −0, 26777

x1 =
1

1, 67

(
−0, 84 + 0, 15 · (−0, 26777)− 2, 51 · (−1, 25295)

)
.
= 1, 35613

3.1.3 Eliminace s výběrem hlavńıho prvku

Eliminace s výběrem hlavńıho prvku je modifikace Gaussovy eliminačńı metody, která
slouž́ı ke zmenšeńı zaokrouhlovaćıch chyb.
Je-li absolutńı hodnota některého z dělitel̊u a

(i−1)
ii malá ve srovnáńı s absolutńı hodnotou

prvk̊u a
(i−1)
ki , k > i, může hrozit nebezpeč́ı velkých zaokrouhlovaćıch chyb. Zaokrouhlovaćı

chyba v absolutńı hodnotě malého č́ısla zp̊usob́ı totiž velkou chybu v jeho převrácené
hodnotě a tedy i v č́ıslech, jimiž násob́ıme řádky při eliminaci.
Abychom se vyhnuli děleńı č́ısly, která jsou malá vzhledem k ostatńım veličinám, použijeme
postup zvaný výběr hlavńıho prvku:
V prvńım kroku eliminace najdeme rovnici, která má u x1 v absolutńı hodnotě největš́ı
koeficient. Vyměńıme ji s prvńı rovnićı a pak pomoćı jej́ıch násobk̊u eliminujeme x1 z
ostatńıch rovnic. Ve druhém kroku najdeme mezi všemi rovnicemi kromě prvńı tu rovnici,
která má v absolutńı hodnotě největš́ı koeficient u x2. Vyměńıme ji s druhou rovnićı a
pomoćı jej́ıch násobk̊u eliminujeme x2 z daľśıch rovnic. Obecně v k-tém kroku eliminace
najdeme mezi posledńımi n − k + 1 rovnicemi tu, která má největš́ı koeficient u xk,
vyměńıme ji s k-tou rovnićı a pak pomoćı ńı eliminujeme.

Př́ıklad 3.2 Soustavu z př́ıkladu 3.1 řešte eliminaćı s výběrem hlavńıho prvku.

Řešeńı: Postupujeme podobně jako v předchoźım př́ıkladu. Vybraný hlavńı prvek je vždy
v rámečku. 1, 67 −0, 15 2, 51 −0, 84

2,15 3, 02 −0, 17 2, 32

1, 71 −2, 83 1, 45 1, 26

 ∼

 2, 15 3, 02 −0, 17 2, 32
0 −2, 49577 2, 64205 −2.64205

0 -5,23195 1.58521 −0, 58521

 ∼

 2, 15 3, 02 −0, 17 2, 32
0 −5, 23195 1.58521 −0, 58521
0 0 1, 88586 −2, 36289


Následovala by zpětná substituce.
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Právě popsanou metodu bychom mohli nazvat výstižněji eliminačńı metodou s částečným
výběrem hlavńıho prvku.
Úplný výběr hlavńıho prvku spoč́ıvá v tom, že v k-tém kroku voĺıme za hlavńı prvek
ten, který je největš́ı v absolutńı hodnotě v submatici vytvořené vynecháńım prvńıch k−1
řádk̊u a sloupc̊u v upravované matici. Nutnost hledat největš́ı prvek v celé submatici a
vyměňovat řádky i sloupce zp̊usobuje větš́ı časovou (a programátorskou) náročnost této
metody. Gaussova eliminačńı metoda s částečným výběrem je proto obvykle efektivněǰśı
než metoda s úplným výběrem hlavńıho prvku.

3.2 Iteračńı metody

Iteračńı metody, na rozd́ıl od př́ımých metod, nevedou k přesnému řešeńı po konečném,
předem daném počtu krok̊u. U iteračńıch metod zvoĺıme počátečńı aproximaci řešeńı a
určitým postupem ji v každém kroku metody zlepš́ıme. K řešeńı se přibližujeme postupně
a obecně ho dosáhneme až v limitě. Protože výpočet nelze provádět do nekonečna, po
jisté době jej ukonč́ıme. Výsledkem bude přibližné řešeńı soustavy.

3.2.1 Jacobiho metoda

Nejprve poṕı̌seme, jak se Jacobiho metodou soustavy rovnic řeš́ı a kdy se touto metodou
řešit mohou. Na konci kapitoly teoreticky zd̊uvodńıme, proč Jacobiho metoda funguje.
(Aby čtenář děśıćı se jakékoli teorie mohl konec kapitoly přeskočit a nebyl hned zpočátku
zastrašen.)
Budeme opět pracovat se soustavou lineárńıch rovnic

a11 x1 + a12 x2 + · · · + a1n xn = b1

a21 x1 + a22 x2 + · · · + a2n xn = b2
...

...
an1 x1 + an2 x2 + · · · + ann xn = bn

Z prvńı rovnice vyjádř́ıme x1, ze druhé rovnice x2 atd. Dostaneme

x1 =
1

a11

(
b1 − a12 x2 − a13 x3 − · · · − a1n xn

)
(3.5)

x2 =
1

a22

(
b2 − a21 x1 − a23 x3 − · · · − a2n xn

)
...

xn =
1

ann

(
bn − an1 x1 − an2 x2 − · · · − an n−1 xn−1

)
Řešeńı soustavy budeme hledat následuj́ıćım zp̊usobem:
Libovolně zvoĺıme počátečńı aproximaci řešeńı x(0) = (x

(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n )T .

Tato č́ısla dosad́ıme do pravé strany 3.5. T́ım dostaneme novou aproximaci řešeńı x(1) =
(x

(1)
1 , x

(1)
2 , . . . , x

(1)
n )T . Tu opět dosad́ıme do pravé strany 3.5 atd.
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Obecně každou daľśı aproximaci řešeńı źıskáme podle předpisu

x
(r+1)
1 =

1

a11

(
b1 − a12 x

(r)
2 − a13 x

(r)
3 − · · · − a1n x(r)

n

)
(3.6)

x
(r+1)
2 =

1

a22

(
b2 − a21 x

(r)
1 − a23 x

(r)
3 − · · · − a2n x(r)

n

)
...

x(r+1)
n =

1

ann

(
bn − an1 x

(r)
1 − an2 x

(r)
2 − · · · − an n−1 x

(r)
n−1

)
,

Za jistých (dále popsaných podmı́nek) se t́ımto postupem budeme přibližovat k přesnému
řešeńı soustavy.
Ve výpočtu pokračujeme, dokud se nedosáhne určité předem dané přesnosti, např. dokud
se aproximace řešeńı neustáĺı na požadovaném počtu desetinných mı́st, nebo dokud neńı
překročen předem daný maximálńı počet krok̊u.

Jacobiho metodou nemuśıme řešeńı soustavy naj́ıt vždy. V některých př́ıpadech posloup-
nost postupných aproximaćı k řešeńı soustavy nekonverguje. Uvedeme nyńı podmı́nky,
které zaruč́ı, že metoda konverguje (tj. najdeme pomoćı ńı přibližné řešeńı).

Definice. Matice A se nazývá řádkově ostře diagonálně dominantńı právě tehdy,
když

| aii| >
n∑

j=1,j 6=i

| aij| pro i = 1, . . . , n (3.7)

(neboli když je v každém řádku matice absolutńı hodnota prvku na diagonále větš́ı než
součet absolutńıch hodnot všech ostatńıch prvk̊u v onom řádku)
a sloupcově ostře diagonálně dominantńı právě tehdy, když

| ajj| >
n∑

i=1,i6=j

| aij| pro j = 1, . . . , n (3.8)

(neboli když je v každém sloupci matice absolutńı hodnota prvku na diagonále větš́ı než
součet absolutńıch hodnot všech ostatńıch prvk̊u v onom sloupci).

Na konci této kapitoly dokážeme, že:

Je-li matice soustavy 3.2 ostře řádkově nebo sloupcově diagonálně dominantńı,
Jacobiho metoda konverguje.

Jestliže matice soustavy 3.2 neńı diagonálně dominantńı, Jacobiho metoda konvergovat
může a nemuśı.
Existuje podmı́nka pro konvergenci Jacobiho metody nutná a dostatečná (tj. pokud je
splněna, metoda konverguje a pokud neńı splněna, metoda diverguje), jenže je pro velké
matice prakticky neověřitelná.
Proto, nejsme-li si jisti konvergenćı metody, je vhodné stanovit maximálńı počet krok̊u a
je-li překročen, výpočet ukončit s t́ım, že metoda diverguje. Pak je potřeba zvolit jinou
metodu nebo soustavu nějak upravit.



Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně 27

Př́ıklad 3.3 Jacobiho metodou řešte soustavu

15 x1 − x2 + 2 x3 = 30
2 x1 − 10 x2 + x3 = 23
x1 + 3 x2 + 18 x3 = −22

Řešeńı: Matice soustavy je diagonálně dominantńı, protože plat́ı

| 15| > | − 1|+ | 2| , | − 10| > | 2|+ | 1| , | 18| > | 1|+ | 3|.

Proto je konvergence metody zaručena. Vyṕı̌seme iteračńı vztahy:

x
(r+1)
1 =

1

15

(
30 + x

(r)
2 − 2 x

(r)
3

)
x

(r+1)
2 = − 1

10

(
23− 2 x

(r)
1 − x

(r)
3

)
x

(r+1)
3 =

1

18

(
−22− x

(r)
1 − 3 x

(r)
2

)
Jako počátečńı aproximaci zvoĺıme x = (0, 0, 0)T . Postupně źıskávané aproximace řešeńı
budeme zapisovat do tabulky:

r x
(r)
1 x

(r)
2 x

(r)
3

0 0 0 0
1 2 -2,3 -1,2222
2 2,0096 -2,0222 -0,9500
3 1,9918 -1,9930 -0,9968
4 2,0000 -2,0013 -1,0007

Je vidět, že posloupnost postupných aproximaćı konverguje k řešeńı soustavy (2,-2,-1).
Kdybychom chtěli źıskat řešeńı s přesnost́ı ε = 0, 01, mohli bychom nyńı výpočet zastavit,
protože

|x(4)
1 − x

(3)
1 | = | 2, 0000− 1, 9918| < 0, 01

|x(4)
2 − x

(3)
2 | = | − 2, 0013− (−1, 9930)| < 0, 01

|x(4)
3 − x

(3)
3 | = | − 1, 0007− (−0, 9968)| < 0, 01,

zat́ımco kdybychom požadovali přesnost ε = 0, 001, museli bychom ve výpočtu pokračovat,
protože např. |x(4)

1 − x
(3)
1 | > 0, 001.

Ukázka divergence Jacobiho metody
Kdybychom rovnice z předcházej́ıćıho př́ıkladu přepsali v jiném pořad́ı, např.

x1 + 3 x2 + 18 x3 = −22
15 x1 − x2 + 2 x3 = 30
2 x1 − 10 x2 + x3 = 23,
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př́ıslušné iteračńı vztahy by vypadaly takto:

x
(r+1)
1 = −22− 3 x

(r)
2 − 18 x

(r)
3

x
(r+1)
2 = −30 + 15 x

(r)
1 + 2 x

(r)
3

x
(r+1)
3 = 23− 2 x

(r)
1 + 10 x

(r)
2 .

Podmı́nka konvergence metody neńı splněna. Pod́ıvejme se, jak se budou chovat postupné
aproximace řešeńı:

r x
(r)
1 x

(r)
2 x

(r)
3

0 0 0 0
1 -22 -30 23
2 -346 -314 -233
3 5114 -5686 -2425

Na prvńı pohled je zřejmé, že k řešeńı soustavy (2,−2,−1) touto cestou nedojdeme,
metoda diverguje.

Jacobiho metoda z teoretického hlediska

Nyńı ukážeme, proč Jacobiho metoda funguje a proč konverguje zrovna za výše uvedených
podmı́nek.
Rovnice 3.5 se daj́ı zapsat maticově jako

x = CJ x + d,

kde CJ je tzv. iteračńı matice Jacobiho metody. Prvky matice CJ a vektoru d jsou

cij = −aij

aii

pro i 6= j , cii = 0

di =
bi

aii

.

T́ım, že jsme p̊uvodńı soustavu rovnic Ax = b upravili na tento tvar, se úkol naj́ıt řešeńı
soustavy rovnic převedl na hledáńı pevného bodu zobrazeńı

F (x) = CJ x + d, (3.9)

protože řešeńım p̊uvodńı soustavy rovnic je právě takový vektor x, pro nějž plat́ı F (x) = x.

V kapitole 2 jsme předvedli obecný postup, který vede k nalezeńı pevného bodu. Je to
tzv. metoda postupných aproximaćı, iteračńı proces.
Proto řešeńı hledáme výše popsaným zp̊usobem, tj. zvoĺıme libovolně počátečńı aproxi-
maci x(0) a daľśı aproximace poč́ıtáme jako

x(r+1) = F (x(r)) = CJ x(r) + d. (3.10)

Dále jsme v kapitole 2 uvedli, za jakých podmı́nek je jisté, že pevný bod zobrazeńı existuje
a že metodou postupných aproximaćı k němu dojdeme. Prozkoumáme nyńı, jak vypadaj́ı
tyto obecné podmı́nky pro naši konkrétńı situaci.
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Máme zobrazeńı F : Vn → Vn, kde Vn je prostor všech uspořádaných n-tic reálných č́ısel.
Na tomto prostoru můžeme zavést metriku předpisem

d(x,y) = ‖x− y‖,

kde ‖ · ‖ je některá z norem 2.12, 2.13. Prostor Vn s touto metrikou je úplný. Zjist́ıme,
kdy bude zobrazeńı F kontraktivńı.
Plat́ı

d(F (x), F (y)) = ‖F (x)− F (y)‖ = ‖CJ x + d− (CJ y + d)‖ = ‖CJ (x− y)‖ ≤
≤ ‖CJ‖ · ‖x− y‖ = ‖CJ‖ · d(x,y),

kde ‖CJ‖ je norma matice přidružená použité normě vektoru.

Je-li tedy ‖CJ‖ < 1, je zobrazeńı F kontraktivńı s koeficientem kontrakce α = ‖CJ‖ a je
zaručeno, že posloupnost postupných aproximaćı źıskaná podle předpisu 3.10 konverguje
k pevnému bodu zobrazeńı 3.9.
(Je-li ‖CJ‖ > 1, o konvergenci či divergenci iteračńıho procesu nev́ıme nic.)

Nyńı se pod́ıváme na to, jak podmı́nka ‖CJ‖ < 1 souviśı s diagonálńı dominantnost́ı
matice soustavy A.
Předpokládejme, že matice A je ostře řádkově diagonálně dominantńı.
Poč́ıtáme-li řádkovou normu matice CJ , bereme součty absolutńıch hodnot prvk̊u v jed-
notlivých řádćıch a z nich pak vyb́ıráme maximum. Součet absolutńıch hodnot prvk̊u
prvńıho řádku je∣∣∣∣−a12

a11

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣−a13

a11

∣∣∣∣+ · · ·+
∣∣∣∣−a1n

a11

∣∣∣∣ =
| a12|+ | a13|+ · · ·+ | a1n|

|a11|
.

Protože je A řádkově diagonálně dominantńı, muśı být

| a11| > | a12|+ | a13|+ · · ·+ | a1n|

a tedy součet absolutńıch hodnot prvk̊u prvńıho řádku matice CJ muśı být menš́ı než 1.
Úplně stejně se ukáže, že i součty v ostatńıch řádćıch jsou menš́ı než jedna.
Řádková norma matice CJ , coby největš́ı z č́ısel menš́ıch než jedna, bude určitě také menš́ı
než jedna. Proto, je-li A řádkově diagonálně dominantńı, je zaručeno, že Jacobiho metoda
konverguje.

Zcela analogicky se dá ukázat, že je-li A ostře sloupcově diagonálně dominantńı, je sloup-
cová norma matice CJ menš́ı než 1.

V př́ıpadě, že je ‖CJ‖ < 1, plat́ı odhady 2.8 a 2.9 z věty 2.1. Zde jsou přepsány speciálně
pro naši úlohu:

‖x(r) − x‖ ≤ ‖CJ‖
1− ‖CJ‖

‖x(r) − x(r−1)‖ (3.11)

‖x(r) − x‖ ≤ ‖CJ‖r

1− ‖CJ‖
‖x(0) − x(1)‖ (3.12)
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Pomoćı odhadu 3.11 můžeme rozhodnout, kdy zastavit iteračńı proces, chceme-li mı́t
jistotu, že se přibližné řešeńı od přesného v použité normě nelǐśı v́ıc než o předem dané ε.
Odhad 3.12 může posloužit k určeńı počtu krok̊u metody, který bude stačit pro dosažeńı
přesnosti ε.
Protože však pro velké soustavy rovnic je vypoč́ıtat normu matice CJ pracné, pro zasta-
veńı výpočtu se sṕı̌se použ́ıvá kriterium

‖x(r) − x(r−1)‖ < ε,

i když jeho splněńım neńı zaručeno, že bude i ‖x(r) − x‖ < ε.
(Toto kriterium se objevilo již v př́ıkladu 3.3, použita byla norma ‖ · ‖∞ .)

Př́ıklad 3.4 Odhadněte, o kolik se nanejvýš lǐśı přiblǐzné řešeńı źıskané v př́ıkladu 3.3
od přesného řešeńı v normě ‖ · ‖∞.

Řešeńı: K odhadu chyby použijeme vzorec 3.11. K tomu muśıme vypoč́ıtat řádkovou
normu iteračńı matice CJ . Nejprve vyṕı̌seme samotnou iteračńı matici:

CJ =

 0 1
15

− 2
15

2
10

0 1
10

− 1
18

− 3
18

0


‖CJ‖∞ = max

(
3
15

, 3
10

, 4
18

)
= 3

10
= 0, 3 .

Dále vypočteme normu rozd́ılu posledńıch dvou źıskaných aproximaćı
x(3) = (1, 9918 ; −1, 9930 ; −0, 9968) a x(4) = (2, 0000 ; −2, 0013 ; −1, 0007) :

‖x(4) − x(3)‖∞ = max(| 0, 0082| ; | − 0, 0095| ; | − 0, 0039|) = 0, 0095

Nyńı dosad́ıme do 3.11

‖x(4) − x‖∞ ≤ 0, 3

1− 0, 3
· 0, 0095

.
= 0, 0041

To znamená, že každá ze složek přibližného řešeńı x(4) se od odpov́ıdaj́ıćı složky přesného
řešeńı může lǐsit nanejvýš o 0,0041.

3.2.2 Gauss-Seidelova metoda

Gauss-Seidelova metoda je velmi podobná metodě Jacobiho. Lǐśı se od ńı pouze v tom, že
při výpočtu daľśı aproximace řešeńı použijeme vždy nejnověǰśı přibližné hodnoty x1, x2, . . . , xn,
které máme k dispozici.
Podrobněji: x

(r+1)
1 vypočteme stejně jako u Jacobiho metody a při výpočtu x

(r+1)
2 je

ihned použijeme (zat́ımco u Jacobiho metody jsme použili staré x
(r)
1 ). Při výpočtu x

(r+1)
3

použijeme nové x
(r+1)
1 a x

(r+1)
2 atd.
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Obecně iteračńı vztahy vypadaj́ı takto:

x
(r+1)
1 =

1

a11

(
b1 − a12 x

(r)
2 − a13 x

(r)
3 − · · · − a1n x(r)

n

)
(3.13)

x
(r+1)
2 =

1

a22

(
b2 − a21 x

(r+1)
1 − a23 x

(r)
3 − · · · − a2n x(r)

n

)
x

(r+1)
3 =

1

a33

(
b3 − a31 x

(r+1)
1 − a32 x

(r+1)
2 − · · · − a2n x(r)

n

)
...

x(r+1)
n =

1

ann

(
bn − an1 x

(r+1)
1 − an2 x

(r+1)
2 − · · · − an n−1 x

(r+1)
n−1

)
,

Dá se dokázat, že je-li matice soustavy 3.2 ostře řádkově diagonálně dominantńı,
Gauss-Seidelova metoda konverguje.

V jiném kritériu konvergence se objevuje pojem pozitivně definitńı matice. Protože neńı
jisté, zda se s ńım studenti již setkali, řekneme, co to je.

Definice. Symetrická matice A řádu n se nazývá pozitivně definitńı, jestliže pro každý
nenulový sloupcový vektor x = (x1, . . . , xn)T plat́ı

xTAx > 0

Př́ıklad. Pozitivně definitńı je např. matice

A =

(
1 2
2 5

)
protože pro každý vektor x = (x1, x2)

T 6= (0, 0)T plat́ı

xTAx = x2
1 + 4x1x2 + 5x2

2 = (x1 + 2x2)
2 + x2

2 > 0 ,

zat́ımco matice

B =

(
−1 2
2 5

)
neńı pozitivně definitńı, protože např. pro x = (1, 0)T plat́ı

(1, 0)B

(
1
0

)
= (1, 0)

(
−1
2

)
= −1 < 0 .

Plat́ı: Je-li matice soustavy 3.2 pozitivně definitńı, Gauss-Seidelova metoda
konverguje.

Ověřeńı toho, že je daná matice pozitivně definitńı, je náročné a pro velké matice prakticky
neproveditelné. Naštěst́ı je u některých úloh z povahy řešeného problému předem jasné,
že matice soustavy pozitivně definitńı bude.

Poznámka. Vynásob́ıme-li libovolnou regulárńı čtvercovou matici A zleva matićı k ńı
trasponovanou, vzniklá matice ATA bude symetrická a pozitivně definitńı.
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Proto, vynásob́ıme-li soustavu rovnic Ax = b s regulárńı matićı A zleva matićı AT ,
dostaneme novou soustavu

ATAx = ATb,

jej́ıž matice je pozitivně definitńı a je tedy zaručeno, že Gauss-Seidelova metoda bude pro
tuto novou soustavu konvergovat.
V př́ıpadě takto źıskaných soustav však Gauss-Seidelova metoda může konvergovat velmi
pomalu.

Př́ıklad 3.5 Gauss-Seidelovou metodou řešte tutéž soustavu jako v př́ıkladu 3.3, t.j.

15 x1 − x2 + 2 x3 = 30
2 x1 − 10 x2 + x3 = 23
x1 + 3 x2 + 18 x3 = −22

Řešeńı: Již jsme ověřili, že podmı́nka konvergence je splněna. Vyṕı̌seme iteračńı vztahy:

x
(r+1)
1 =

1

15

(
30 + x

(r)
2 − 2 x

(r)
3

)
x

(r+1)
2 = − 1

10

(
23− 2 x

(r+1)
1 − x

(r)
3

)
x

(r+1)
3 =

1

18

(
−22− x

(r+1)
1 − 3 x

(r+1)
2

)
Jako počátečńı aproximaci zvoĺıme opět x = (0, 0, 0)T .

r x
(r)
1 x

(r)
2 x

(r)
3

0 0 0 0
1 2 -1,9 -1.0167
2 2,0089 -1,9999 -1,0005
3 2,0001 -2,0000 -1,0000
4 2,0000 -2,0000 -1,0000

Vid́ıme, že se k řešeńı soustavy přibližujeme rychleji než pomoćı Jacobiho metody.

I obecně se dá ř́ıci, že Gauss-Seidelova metoda obvykle konverguje rychleji než metoda
Jacobiho. Proto se použ́ıvá častěji. Daľśı jej́ı výhodou oproti Jacobiho metodě je, že pro
uložeńı přibližného řešeńı v paměti poč́ıtače nám stač́ı jediné pole, jehož složky postupně
přepisujeme, zat́ımco u Jacobiho metody si muśıme pamatovat pole dvě: starou a novou
aproximaci řešeńı.

Existuje a v praxi se použ́ıvá i mnoho daľśıch iteračńıch metod. Seznámil-li se čtenář s
Jacobiho a Gauss-Seidelovou metodou, bude pro něj jednodušš́ı pochopit i jiné iteračńı
metody, pokud se s nimi někdy setká.
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3.3 Srovnáńı př́ımých a iteračńıch metod

Eliminačńı metoda je velmi náročná z časového i pamět’ového hlediska. Máme-li řešit n
rovnic, je potřeba vykonat přibližně n3/3 aritmetických operaćı.
Proto se hod́ı nejlépe pro nepř́ılǐs rozsáhlé soustavy s plnou matićı.
Dnes existuj́ı profesionálńı programy i pro řešeńı velkých soustav rovnic s ř́ıdkou matićı
koeficient̊u (ř́ıdkou matićı se rozumı́ taková matice, která má v každém řádku jen malý
počet nenulových prvk̊u).
Iteračńı metody jsou vhodné pro řešeńı velkých soustav s ř́ıdkou matićı koeficient̊u. Pro
řešeńı malého počtu rovnic vhodné nejsou, tam lépe poslouž́ı eliminace.



Matematika 3 34

4 Numerické metody řešeńı nelineárńıch rovnic

4.1 Numerické metody řešeńı jedné nelineárńı rovnice

Budeme se zabývat řešeńım nelineárńı rovnice

f(x) = 0, (4.1)

tj. hledáńım takových bod̊u ξ ∈ R, že f(ξ) = 0. Takovéto body budeme nazývat kořeny
rovnice 4.1.

Při hledáńı kořen̊u rovnice 4.1 nejprve zjist́ıme, kolik kořen̊u rovnice má a najdeme inter-
valy obsahuj́ıćı právě jeden kořen rovnice. Tato část řešeńı se nazývá separace kořen̊u
rovnice.
Pak budeme pomoćı některé z dále popsaných metod hledat přibližnou hodnotu vybraného
kořene rovnice.

Při hledáńı kořen̊u je užitečná následuj́ıćı věta, jej́ıž význam je patrný z obrázku 4.1

Věta 4.1 Je-li funkce f spojitá na intervalu < a, b > a plat́ı-li

f(a) · f(b) < 0, (4.2)

pak v intervalu < a, b > lež́ı alespoň jeden kořen rovnice f(x) = 0.

Poznámka. Podmı́nka 4.2 znamená, že znaménka funkčńıch hodnot v krajńıch bodech
intervalu < a, b > jsou opačná.
Kořen̊u rovnice může být v uvedeném intervalu i v́ıce, o jejich počtu věta nic neř́ıká. Na
druhou stranu, neńı-li podmı́nka 4.2 splněna, neznamená to, že v intervalu < a, b > žádný
kořen rovnice nelež́ı.

Pro nalezeńı počtu a polohy kořen̊u je vhodné prozkoumat vlastnosti funkce f a načrtnout
(nebo si pomoćı vhodného prostředku nechat načrtnout) jej́ı graf.
U některých úloh je možné upravit rovnici 4.1 na tvar

f1(x) = f2(x),

kde f1 a f2 jsou funkce, jejichž grafy umı́me nakreslit. V bodech, kde se grafy funkćı f1 a
f2 protnou, se nacházej́ı kořeny p̊uvodńı rovnice.

Př́ıklad 4.1 Najděte počet kořen̊u rovnice

ex + x2 − 3 = 0

a intervaly, v nichž tyto kořeny lež́ı.

Řešeńı: Zadanou rovnici můžeme upravit na tvar

ex = 3− x2.

Grafy funkćı f1(x) = ex a f2(x) = 3 − x2 umı́me načrtnout - viz obrázek 4.2. Z obrázku
vid́ıme, že rovnice má právě dva kořeny ξ1 a ξ2, ξ1 ∈< −2,−1 >, ξ2 ∈< 0, 1 > .

Nyńı postupně probereme metody, které lze použ́ıt pro nalezeńı kořen̊u rovnice 4.1. Všude
dál v této kapitole budeme předpokládat, že funkce f je na zkoumaném inter-
valu spojitá.
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y=f(x)

ξ ba

Obrázek 4.1: Ilustrace k větě 4.1

2y=3-x

xy=e

21
ξξ

1

3

–3 –2 –1 1 2

Obrázek 4.2: K př́ıkladu 4.1 - separace kořen̊u rovnice

4.1.1 Metoda p̊uleńı intervalu

Metoda p̊uleńı intervalu je nejjednodušš́ı z metod řešeńı nelineárńıch rovnic.
Mějme interval < a, b > takový, že f(a)·f(b) < 0, tj. lež́ı v něm alespoň jeden kořen rovnice
f(x) = 0. Tento výchoźı interval označ́ıme jako < a0, b0 >. Interval rozp̊uĺıme. Jeho střed
je x0 = a0+b0

2
. Z interval̊u < a0, x0 >, < x0, b0 > vybereme ten, ve kterém je zaručena

existence kořene. Který z nich to je, rozeznáme podle znamének funkčńıch hodnot v
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krajńıch bodech. Je-li f(a0) · f(x0) < 0, budeme pokračovat s intervalem < a0, x0 >, v
opačném př́ıpadě s intervalem < x0, b0 > . (Plat́ı-li f(x0) = 0, nalezli jsme kořen rovnice a
výpočet ukonč́ıme.) Nový interval polovičńı délky označ́ıme < a1, b1 >, opět jej rozp̊uĺıme
a stejným zp̊usobem pokračujeme.
Takto postupně sestroj́ıme posloupnost interval̊u < a0, b0 >, < a1, b1 >, < a2, b2 >, . . .
Každý daľśı interval źıskáme tak, že z předchoźıho (na základě znamének funkčńıch hodnot
v krajńıch bodech a uprostřed) vybereme tu jeho polovinu, která obsahuje kořen rovnice
- viz obrázek 4.3.

y=f(x)

22
1 11

0 00

ba
x ba

x ba

Obrázek 4.3: Metoda p̊uleńı intervalu

V p̊uleńı pokračujeme tak dlouho, dokud nenaraźıme na kořen rovnice, nebo dokud se
interval nezúž́ı na předem danou délku 2ε, neboli dokud pro nějaké k neplat́ı

bk − ak < 2ε

Za přibližnou hodnotu kořene pak vezmeme střed posledńıho nalezeného intervalu

xk =
ak + bk

2

Protože kořen se určitě nacháźı uvnitř posledńıho intervalu, může se xk od přesné hodnoty
kořene lǐsit nanejvýš o polovinu jeho délky, tj. o ε,

|xk − ξ| < ε.

Touto metodou kořen rovnice 4.1 nalezneme vždy. Obsahuje-li výchoźı interval < a, b >
v́ıce kořen̊u, najdeme jeden z nich. Nevýhodou metody p̊uleńı intervalu je, že konverguje
(přibližuje se ke kořeni) dosti pomalu. Proto je vhodné použ́ıt ji na zúžeńı p̊uvodńıho
intervalu a pak pokračovat jinou, rychleǰśı metodou.
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Př́ıklad 4.2 Metodou p̊uleńı intervalu najděte kladný kořen rovnice z př́ıkladu 4.1

ex + x2 − 3 = 0

s přesnost́ı ε = 0, 01.

Řešeńı: Kladný kořen zadané rovnice lež́ı v intervalu < 0, 1 > . Postupně vypoč́ıtávané
hodnoty ak, bk, xk budeme zapisovat do tabulky. Je vhodné si také zapisovat znaménka
funkčńıch hodnot funkce f(x) = ex + x2 − 3 v těchto bodech.

k ak bk xk f(ak) f(bk) f(xk)
0 0 1 0,5 - + -
1 0,5 1 0,75 - + -
2 0,75 1 0,875 - + +
3 0,75 0,875 0,8125 - + -
4 0,8125 0,875 0,84375 - + +
5 0,8125 0,84375 0,828125 - + -
6 0,828125 0,84375 0,8359375

Nyńı můžeme výpočet ukončit, protože b6 − a6 < 2 · 0, 01. Řešeńı rovnice ex + x2 − 3 = 0
s přesnost́ı 0, 01 je x6

.
= 0, 836.

Př́ıklad 4.3 Kolik daľśıch krok̊u metody p̊uleńı intervalu by bylo potřeba provést v předchoźım
př́ıkladu, kdybychom chtěli naj́ıt řešeńı s přesnost́ı 0, 001 ?

Řešeńı: V každém kroku se interval zkrát́ı na polovinu. Vyjdeme-li z intervalu délky l, po
k kroćıch se zúž́ı na l

2k . V našem př́ıpadě vycháźıme z intervalu < a6, b6 > délky 0, 015625.

Hledáme tedy k tak, aby platilo 0,015625
2k < 2 · 0, 001. Odtud k >

ln 0,015625
0,002

ln 2

.
= 2, 97. Muśıme

tedy udělat ještě tři kroky.

Je vidět, že počet krok̊u metody p̊uleńı intervalu nutný k nalezeńı kořene se zadanou
přesnost́ı v̊ubec nezáviśı na řešené rovnici. Dá se ukázat (podobně jako v řešeńı př́ıkladu
4.3), že k zpřesněńı výsledku o jedno desetinné mı́sto je vždy potřeba udělat 3-4 kroky
této metody.

4.1.2 Metoda regula falsi

Princip metody regula falsi je velmi podobný jako u metody p̊uleńı intervalu. Opět po-
stupně zužujeme interval obsahuj́ıćı kořen rovnice 4.1. Tentokrát ale dělićım bodem neńı
polovina intervalu, nýbrž pr̊useč́ık sečny vedené body [ak, f(ak)] a [bk, f(bk)] s osou x - viz
obrázek 4.4.
Tento pr̊useč́ık vypočteme podle vzorce

xk = bk −
bk − ak

f(bk)− f(ak)
f(bk) (4.3)

Z interval̊u < ak, xk >, < xk, bk > pak vybereme ten, v jehož krajńıch bodech maj́ı funkčńı
hodnoty funkce f opačná znaménka.
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Obrázek 4.4: Metoda regula falsi

Plat́ı-li f(ak) · f(xk) < 0, polož́ıme ak+1 = ak, bk+1 = xk, plat́ı-li f(bk) · f(xk) < 0,
polož́ıme ak+1 = xk, bk+1 = bk. V př́ıpadě, že f(xk) = 0, našli jsem kořen rovnice a
výpočet ukonč́ıme.

Ve výpočtu pokračujeme tak dlouho, dokud nenaraźıme na kořen, nebo dokud neplat́ı

|xk − xk−1| < ε,

kde ε > 0 je předem dané č́ıslo. Splněńım tohoto kriteria ale bohužel neńı zaručeno,
že přesná hodnota kořene ξ se od jeho aproximace xk lǐśı o méně než ε. Chceme-li se
přesvědčit, že |xk− ξ| < ε, můžeme vypoč́ıtat f(xk +ε) a f(xk−ε). Plat́ı-li f(xk) ·f(xk +
ε) < 0, resp. f(xk) · f(xk− ε) < 0, je jisté, že kořen ξ lež́ı v intervalu < xk, xk + ε >, resp.
< xk − ε, xk > a tedy se od xk nemůže lǐsit o v́ıce než ε.

Metoda regula falsi je vždy konvergentńı (vždy najde kořen). Bývá rychleǰśı než p̊uleńı
intervalu, ale existuj́ı př́ıpady, kdy je pomaleǰśı.

Př́ıklad 4.4 Metodou regula falsi najděte kladný kořen rovnice z př́ıkladu 4.1

ex + x2 − 3 = 0

s přesnost́ı ε = 0, 01.

Řešeńı: Mohli bychom vyj́ıt z intervalu nalezeného metodou p̊uleńı v př́ıkladu 4.2, ale
pro srovnáńı obou metod začneme opět s intervalem < 0, 1 > . U metody regula falsi
budeme potřebovat i funkčńı hodnoty v bodech ak, bk a xk, nejen jejich znaménka.

k ak bk xk f(ak) f(bk) f(xk)
0 0 1 0,73576 -2 0,71828 -0,37159
1 0,73576 1 0,82585 -0,37159 0,71828 -0,03414
2 0,82585 1 0,83375 -0,03414 0,71828 -0,00291
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Plat́ı |x2 − x1| < 0, 01, proto výpočet ukonč́ıme. Přibližné řešeńı rovnice je x2
.
= 0, 834.

4.1.3 Metoda sečen

Metoda sečen je velmi podobná jako metoda regula falsi. Vyjdeme z intervalu < a, b >,
obsahuj́ıćıho kořen rovnice. Označ́ıme x0 = a a x1 = b. Vedeme sečnu body [x0, f(x0)] a
[x1, f(x1)] a najdeme jej́ı pr̊useč́ık s osou x. Ten označ́ıme x2. Na rozd́ıl od metody regula
falsi však nyńı nevyb́ıráme interval obsahuj́ıćı kořen, ale vedeme sečnu body [x1, f(x1)],
[x2, f(x2)], jej́ı pr̊useč́ık označ́ıme x3, pak vedeme sečnu body [x2, f(x2)] a [x3, f(x3)] atd.
- viz obrázek 4.5.

4

3 2 10

y=f(x)

x
x x xx

Obrázek 4.5: Metoda sečen

V k-tém kroku metody poč́ıtáme aproximaci kořene podle vzorce

xk+1 = xk −
xk − xk−1

f(xk)− f(xk−1)
f(xk), (4.4)

kde x0 = a, x1 = b.

Výpočet ukonč́ıme, když je splněna podmı́nka

|xk − xk−1| < ε,

nebo když naraźıme př́ımo na kořen rovnice.
Připomeňme, že daná podmı́nka nezaručuje, že plat́ı |xk − ξ| < ε.

Metoda sečen je rychleǰśı než metoda regula falsi, nemuśı ale vždy konvergovat - viz
obrázek 4.6.
Protože je obt́ıžné předem zjistit, zda metoda pro danou rovnici konverguje nebo diverguje,
je vhodné zadat při výpočtu maximálńı počet krok̊u. Je-li tento počet překročen a kořen
rovnice jsme nenašli, výpočet ukonč́ıme s t́ım, že metoda diverguje. Pak je nutno změnit
počátečńı aproximace nebo zvolit jinou metodu.
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Obrázek 4.6: Metoda sečen může divergovat.

4.1.4 Newtonova metoda (metoda tečen)

Už sám název metody ř́ıká, že budeme pracovat s tečnami ke grafu funkce f. Proto všude
v této kapitole budeme předpokládat, že funkce f má derivaci.

Newtonovu metodu můžeme popsat graficky takto:
Zvoĺıme počátečńı aproximaci kořene x0. Bodem [x0, f(x0)] vedeme tečnu ke grafu funkce
f. Jej́ı pr̊useč́ık s osou x označ́ıme x1. Pak vedeme tečnu bodem [x1, f(x1)], jej́ı pr̊useč́ık
s osou x označ́ıme x2 atd. - viz obrázek 4.7.
Pr̊useč́ık tečny s osou x vypočteme jako

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
(4.5)

Výpočet provád́ıme tak dlouho, dokud neńı splněna podmı́nka

|xk − xk−1| < ε

Při splněńı této podmı́nky však nemuśı platit |xk − ξ| < ε.

Newtonovu metodu lze odvodit i pomoćı Taylorova vzorce. Ukážeme nyńı jak, protože
stejný postup později zobecńıme i pro soustavu rovnic.
Předpokládejme, že známe k-tou aproximaci řešeńı xk. Pak můžeme psát

f(ξ) = f(xk) + f ′(xk) (ξ − xk) + R,

kde R je zbytek v Taylorově vzorci.
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Obrázek 4.7: Newtonova metoda

Zanedbáme-li tento zbytek a uvědomı́me-li si že f(ξ) = 0 (protože ξ je kořenem rovnice
f(x) = 0), můžeme z předchoźı rovnice přibližně vyjádřit kořen ξ jako

ξ
.
= xk −

f(xk)

f ′(xk)
,

což je právě xk+1 nalezené dř́ıve popsaným zp̊usobem.

Z Taylorova vzorce lze také odvodit odhady chyby k-té aproximace kořene źıskané New-
tonovou metodou. Má-li funkce na intervalu I obsahuj́ıćım xk i kořen ξ druhou derivaci,
plat́ı

| ξ − xk| ≤ M2

2m1

(xk − xk−1)
2

| ξ − xk| ≤ M2

2m1

(ξ − xk−1)
2 ,

kde M2 = max |f ′′(x)| a m1 = min |f ′(x)| pro x ∈ I.

Newtonova metoda je z metod pro řešeńı nelineárńıch rovnice nejefektivněǰśı, nemuśı však
konvergovat - viz obrázek 4.8.
Jestli Newtonova metoda konvergovat bude, nebo nebude, záviśı do značné mı́ry také na
tom, jak zvoĺıme počátečńı aproximaci x0. Při pohledu na obrázek 4.7 je zřejmé, že zde
byla počátečńı aproximace zvolena vhodně. Kdybychom jako x0 zvolili např. levý krajńı
bod zobrazeného intervalu, konvergence už by zaručena (ovšem ani vyloučena) nebyla.
T́ım se dostáváme k podmı́nkám, při jejichž splněńı bude jisté, že Newtonova metoda
konverguje.
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Obrázek 4.8: Newtonova metoda může divergovat

Věta 4.2 (Fourierova podmı́nka)
Necht’ v intervalu < a, b > lež́ı jediný kořen rovnice f(x) = 0 a necht’ f ′(x) a f ′′(x) jsou
spojité a neměńı znaménko na intervalu < a, b > . Zvoĺıme-li za počátečńı aproximaci
x0 ∈< a, b > tak, aby byla splněna podmı́nka

f(x0) · f ′′(x0) > 0, (4.6)

Newtonova metoda bude konvergovat.

Připomeňme v souvislosti s předpoklady věty 4.2 některé poznatky z prvńıho semestru.
To, že f ′(x) neměńı znaménko na intervalu < a, b >, znamená, že funkce f bud’ na celém
intervalu < a, b > roste, nebo na celém intervalu klesá.
To, že znaménko neměńı f ′′(x), znamená, že funkce f je bud’ na celém intervalu < a, b >
konvexńı (nad tečnou), nebo je na celém intervalu konkávńı (pod tečnou).
Podmı́nka 4.6 znamená, že ze x0 vybereme bod, v němž má funkčńı hodnota stejné
znaménko jako druhá derivace.

Funkce, jej́ıž graf je na obrázku 4.7, je na celém zobrazeném intervalu rostoućı a konvexńı.
To znamená, že jej́ı druhá derivace je na tomto intervalu kladná. Proto se jako počátečńı
aproximace zvolil bod, v němž byla i funkčńı hodnota kladná.

Čtenář si může zkusit představit daľśı možné situace, např. funkci na celém intervalu
rostoućı a konkávńı - zde by se jako x0 zvolil levý krajńı bod - a podobně.

Př́ıklad 4.5 Newtonovou metodou najděte záporný kořen rovnice z př́ıkladu 4.1

ex + x2 − 3 = 0

s přesnost́ı ε = 0, 01.
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Řešeńı: Vı́me, že kořen lež́ı v intervalu < −2,−1 > . Ověř́ıme, že na tomto intervalu jsou
splněny předpoklady věty 4.2.
Vypočteme prvńı a druhou derivaci funkce f(x) = ex + x2 − 3 :

f ′(x) = ex + 2x , f ′′(x) = ex + 2

Na celém intervalu < −2,−1 > je f ′(x) < 0 a f ′′(x) > 0 (tzn. ani prvńı, ani druhá
derivace zde neměńı znaménko).
Nyńı vybereme počátečńı aproximaci x0 tak, aby byla splněna podmı́nka 4.6. Protože
f(−2) = e−2 + 1 > 0 a f(−1) = e−1 − 2 < 0, zvoĺıme x0 = −2.
Daľśı aproximace řešeńı budeme poč́ıtat pomoćı iteračńıho vztahu

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
= xk −

exk + x2
k − 3

exk + 2xk

Dostaneme

x0 = −2

x1
.
= −1, 70623

x2
.
= −1, 67752

x3
.
= −1, 67723

Nyńı můžeme výpočet zastavit, protože |x3 − x2| < 0, 01. Všimněme si, že tři kroky by
nám stačily i pro dosažeńı přesnosti 0, 001. Newtonova metoda je obvykle velice rychlá.
Přibližné řešeńı rovnice je x3

.
= −1, 677.

Nejsme-li schopni ověřit podmı́nky z věty 4.2, můžeme Newtonovu metodu přesto použ́ıt.
Pokud tyto podmı́nky neplat́ı, Newtonova metoda konvergovat může a nemuśı. Proto je
při výpočtu vhodné stanovit maximálńı počet krok̊u metody a je-li překročen, výpočet
ukončit a zvolit jinou počátečńı aproximaci, resp. jinou metodu řešeńı.

4.1.5 Metoda prosté iterace

Metoda prosté iterace pro řešeńı jedné nelineárńı rovnice je daľśı aplikaćı obecné metody
postupných aproximaćı, popsané v kapitole 2.

Rovnici f(x) = 0 uprav́ıme na tvar

x = g(x).

Funkce g se nazývá iteračńı funkce. Nyńı budeme mı́sto kořene p̊uvodńı rovnice hledat
pevný bod funkce g(x). Uděláme to postupem uvedeným v kapitole 2.

Zvoĺıme počátečńı aproximaci x0 a daľśı aproximace pevného bodu (neboli řešeńı p̊uvodńı
rovnice) budeme poč́ıtat jako

xk+1 = g(xk) (4.7)

T́ımto zp̊usobem můžeme a nemuśıme doj́ıt k pevnému bodu funkce g - viz obrázky 4.9
(kde se pevný bod najde) a 4.10 (kde metoda diverguje, i když počátečńı aproximace byla
pevnému bodu velmi bĺızko)
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Obrázek 4.9: Metoda prosté iterace
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Obrázek 4.10: Metoda prosté iterace může divergovat

Nyńı řekneme, kdy je zaručeno, že metoda prosté iterace konverguje.
V kapitole 2 jsme se dozvěděli, že metoda postupných aproximaćı konverguje, je-li zob-
razeńı, jehož pevný bod hledáme, kontraktivńı. U funkce jedné proměnné kontraktivita
úzce souviśı s rychlost́ı r̊ustu této funkce - viz obrázky 2.4 a 2.5. Proto plat́ı

Věta 4.3 Necht’ funkce g zobrazuje interval < a, b > do sebe a má na tomto intervalu
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derivaci. Jestlǐze existuje č́ıslo α ∈< 0, 1) tak, že

| g′(x)| ≤ α ∀x ∈< a, b > , (4.8)

pak v intervalu < a, b > existuje pevný bod ξ funkce g a posloupnost postupných aproximaćı
źıskaná předpisem 4.7 k němu konverguje pro libovolnou počátečńı aproximaci x0 ∈<
a, b >.
Dále plat́ı

|xk − ξ| ≤ α

1− α
|xk − xk−1| (4.9)

|xk − ξ| ≤ αk

1− α
|x1 − x0| (4.10)

Odhad 4.9 lze použ́ıt při rozhodováńı o zastaveńı iteračńıho procesu. Protože však ověreńı
podmı́nky 4.8 a nalezeńı α může být obt́ıžné, jako kriterium pro zastaveńı výpočtu se opět
sṕı̌se použ́ıvá podmı́nka

|xk − xk−1| < ε

(která opět nezaručuje, že |xk − ξ| < ε).
Také je vhodné stanovit maximálńı počet krok̊u a je-li překročen, výpočet ukončit. Pak
je potřeba zvolit jinou iteračńı funkci nebo jinou metodu.

Př́ıklad 4.6 Metodou prosté iterace najděte záporný kořen rovnice z př́ıkladu 4.1

ex + x2 − 3 = 0

s přesnost́ı ε = 0, 01.

Řešeńı: Vı́me, že kořen lež́ı v intervalu < −2,−1 > . Budeme hledat vhodnou iteračńı
funkci g.
Jedna možnost, jak ze zadané rovnice vyjádřit x, je

x2 = 3− ex ⇒ x = ±
√

3− ex.

Protože hledáme záporný kořen, je

g(x) = −
√

3− ex

Ověř́ıme, je-li splněna podmı́nka 4.8. K tomu je potřeba funkci g zderivovat. Dostaneme

g′(x) =
ex

2
√

3− ex
.

Nyńı budeme hledat maximum | g′(x)| na intervalu < −2,−1 > . Na tomto intervalu je

| g′(x)| = ex

2
√

3−ex . Derivace této funkce je ex(6−ex)

4(3−ex)
3
2
. To je funkce na intervalu < −2,−1 >

kladná, tedy | g′(x)| je na tomto intervalu rostoućı a svého maxima nabývá v pravém
krajńım bodě tohoto intervalu. Hodnota maxima je | g′(−1)| = e−1

2
√

3−e−1 ≤ 0.12 < 1. To
znamená, že podmı́nka 4.8 je splněna.
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Ještě bychom měli ověřit, že funkce g zobrazuje interval < −2,−1 > do sebe. Protože je
na tomto intervalu g′(x) > 0, je funkce g rostoućı a stač́ı ověřit, že hodnoty g v krajńıch
bodech intervalu do tohoto intervalu patř́ı. (Kdyby g nebyla monotonńı, museli bychom
hledat jej́ı maximum a minimum na zkoumaném intervalu, nestačilo by dosadit krajńı
body.)
Protože g(−2)

.
= −1, 69 ∈< −2,−1 > a g(−1)

.
= −1, 62 ∈< −2,−1 >, funkce g zobrazuje

zkoumaný interval do sebe.
Konvergence iteračńıho procesu je tedy zaručena.
Můžeme zvolit např. x0 = −2.
Daľśı aproximace pak budeme poč́ıtat podle předpisu

xk+1 = g(xk) = −
√

3− exk

Dostaneme

x0 = −2

x1
.
= −1, 69253

x2
.
= −1, 67808

x3
.
= −1, 67728

Nyńı můžeme výpočet zastavit, protože |x3−x2| < 0, 01. Iteračńı metoda v tomto př́ıpadě
konverguje docela rychle, protože hodnota α = 0, 12 je malá. Obecně plat́ı, že č́ım je
derivace funkce g v absolutńı hodnotě v okoĺı pevného bodu menš́ı, t́ım rychleji metoda
prosté iterace konverguje.
Přibližné řešeńı rovnice je x3

.
= −1, 677

Jiná možnost, jak z rovnice vyjádřit x, je

x = ln(3− x2) , tj. g(x) = ln(3− x2).

V tomto př́ıpadě by na intervalu < −2,−1 > podmı́nky konvergence splněny nebyly.
Pod́ıvejme se, jak se budou chovat postupné aproximace, zvoĺıme-li x0 = −1 :

x0 = −1

x1
.
= 0, 69315

x2
.
= 0, 92408

x3
.
= 0, 76364

x4
.
= 0, 88247
...

Nakonec bychom našli kladný kořen rovnice, který již jsme hledali metodou p̊uleńı a
metodou regula falsi.

Poznámka. Zp̊usob̊u, jak z rovnice f(x) = 0 vyjádřit x, je nekonečně mnoho. Jedna z
možnost́ı je vydělit rovnici f(x) = 0 derivaćı funkce f , pak rovnici vynásobit −1 a nakonec
na obě strany přič́ıst x. Dostaneme

x = x− f(x)

f ′(x)
,
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vztah, který by nám měl být povědomý.
Newtonova metoda je tedy speciálńım (a obvykle nejvhodněǰśım) př́ıpadem metody prosté
iterace.

4.2 Numerické metody řešeńı soustav nelineárńıch rovnic

Budeme se zabývat řešeńım soustavy n nelineárńıch rovnic o n neznámých

f1(x1, x2, . . . , xn) = 0 (4.11)

f2(x1, x2, . . . , xn) = 0
...

fn(x1, x2, . . . , xn) = 0

kterou můžeme přepsat vektorově jako

F(x) = o, (4.12)

kde F = (f1, . . . , fn)T , x = (x1, . . . , xn)T a o je nulový vektor.

Přesné řešeńı této soustavy opět budeme značit ξ = (ξ1, . . . , ξn)T .

Ukážeme zde metodu prosté iterace a Newtonovu metodu. Obě tyto metody vypadaj́ı
velice podobně jako pro jedinou nelineárńı rovnici. Ve skutečnosti je ale v́ıcedimenzionálńı
př́ıpad mnohem složitěǰśı, protože na rozd́ıl od jediné rovnice je velmi nesnadné źıskat
dobré informace o poloze kořene. Podmı́nky konvergence obou uvedených metod se také
ověřuj́ı mnohem obt́ıžněji než u jediné rovnice.

V př́ıpadě, že řeš́ıme dvě rovnice, hledáme vlastně pr̊useč́ıky dvou křivek v rovině daných
implicitně rovnicemi f1(x, y) = 0 a f2(x, y) = 0 - viz obrázek 4.11

4.2.1 Metoda prosté iterace

Soustavu 4.11 uprav́ıme na tvar

x1 = g1(x1, x2, . . . , xn) (4.13)

x2 = g2(x1, x2, . . . , xn)
...

xn = gn(x1, x2, . . . , xn)

což můžeme zapsat vektorově jako

x = G(x), (4.14)

kde G = (g1, . . . , gn)T

Podobně jako u jedné rovnice zvoĺıme počátečńı aproximaci x(0) a poč́ıtáme posloupnost
postupných aproximaćı z iteračńıho vztahu

x(k+1) = G(x(k)) (4.15)



Matematika 3 48

(x,y)=02f 
(x,y)=01f 

Obrázek 4.11: Grafický význam řešeńı dvou nelineárńıch rovnic

Jsou-li funkce g1, . . . , gn diferencovatelné, lze vyslovit podmı́nky konvergence pro metodu
prosté iterace, podobné těm z věty 4.3.
Protože pracujeme s n funkcemi n proměnných, v roli derivace zde bude vystupovat matice

G ′ =


∂g1

∂x1

∂g1

∂x2
· · · ∂g1

∂xn
∂g2

∂x1

∂g2

∂x2
· · · ∂g2

∂xn

. . .
∂gn

∂x1

∂gn

∂x2
· · · ∂gn

∂xn


Věta 4.4 Necht’ G zobrazuje uzavřenou oblast D do sebe a je v této oblasti diferencova-
telná. Jestlǐze existuje č́ıslo α ∈< 0, 1) tak, že

‖G ′‖ ≤ α ∀x ∈ D , (4.16)

kde ‖G ′‖ je řádková nebo sloupcová norma matice G′, pak v oblasti D existuje pevný
bod ξ zobrazeńı G a posloupnost postupných aproximaćı źıskaná předpisem 4.15 k němu
konverguje pro libovolnou počátečńı aproximaci x(0) ∈ D.

Pro odhad chyby plat́ı podobné vztahy jako 4.9, 4.10 u jedné rovnice.

Pro zastaveńı výpočtu se použ́ıvá kriterium

‖x(k) − x(k−1)‖ < ε,

kde ‖ · ‖ je některá z norem 2.13, 2.12.
Protože ověřeńı podmı́nek konvergence může být dost problematické, je vhodné předem
stanovit maximálńı počet krok̊u metody a je-li překročen, výpočet ukončit s t́ım, že metoda
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diverguje. Pak je potřeba zvolit jinou počátečńı aproximaci, jiné iteračńı funkce, nebo jinou
metodu.

Poznamenejme, že naj́ıt vhodné iteračńı funkce může být velmi obt́ıžné.

4.2.2 Newtonova metoda

Předpokládejme, že již máme aproximaci řešeńı x(k).
Podobně jako u diferencovatelné funkce jedné proměnné platilo pro xk bĺızké ke kořeni ξ

f(ξ)
.
= f(xk) + f ′(xk)(ξ − xk),

plat́ı pro n-tici diferencovatelných funkćı n proměnných F = (f1, . . . , fn)T

F(ξ)
.
= F(x(k)) + F ′(x(k)) · (ξ − x(k)),

kde

F ′ =


∂f1

∂x1

∂f1

∂x2
· · · ∂f1

∂xn
∂f2

∂x1

∂f2

∂x2
· · · ∂f2

∂xn

. . .
∂fn

∂x1

∂fn

∂x2
· · · ∂fn

∂xn


a · znač́ı násobeńı matic.

Uvědomı́me-li si, že F(ξ) = o, můžeme odtud ξ přibližně vyjádřit, č́ımž źıskáme jeho daľśı
aproximaci x(k+1). Dostaneme

x(k+1) = x(k) −
(
F ′(x(k))

)−1 · F(x(k)) (4.17)

Při výpočtu daľśı aproximace řešeńı vzorec 4.17 nepouž́ıváme. Museli bychom poč́ıtat
inverzńı matici, což je velmi pracné, zvlášt’ pro matice velkých rozměr̊u. Mı́sto toho po-
stupujeme následovně:
Vzorec 4.17 přeṕı̌seme na tvar

F ′(x(k)) · (x(k+1) − x(k)) = −F(x(k)) .

Označ́ıme

δ(k) = x(k+1) − x(k) = (δ
(k)
1 , . . . , δ(k)

n )T (4.18)

a vyřeš́ıme soustavu rovnic

F ′(x(k)) · δ(k) = −F(x(k)) (4.19)

s neznámými δ
(k)
1 , . . . , δ

(k)
n .

Řeš́ıme-li dvě rovnice, hod́ı se pro řešeńı soustavy 4.19 Cramerovo pravidlo.
Máme-li velký počet rovnic, použijeme některou z daľśıch metod popsaných v kapitole 3.
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Novou aproximaci řešeńı pak vypočteme z 4.18 jako

x(k+1) = x(k) + δ(k) .

Ve výpočtu pokračujeme tak dlouho, dokud neńı splněna podmı́nka

‖x(k) − x(k−1)‖ < ε , neboli ‖ δ(k−1)‖ < ε,

nebo dokud neńı překročen předem stanovený maximálńı počet krok̊u (v takovém př́ıpadě
je nutno zvolit jinou počátečńı aproximaci).

V každém kroku Newtonovy metody muśıme vyřešit soustavu lineárńıch rov-
nic.
Z toho je vidět, že Newtonova metoda je pracná a časově náročná. Na druhou stranu,
začneme-li bĺızko kořene, konverguje obvykle velmi rychle.

Př́ıklad 4.7 Newtonovou metodou najděte řešeńı soustavy rovnic

(x− 1)2 + y2 − 4 = 0

x + (y + 1)2 − 1 = 0

s přesnost́ı ε = 0, 01.

Řešeńı: Počet a polohu kořen̊u můžeme v tomto př́ıpadě odhadnout graficky. Prvńı rov-
nice je rovnićı kružnice a druhá rovnice je rovnićı paraboly - viz obrázek 4.12.

–2

–1

0

1

2

y

–2 –1 1 2 3x

Obrázek 4.12: K př́ıkladu 4.7 - odhad polohy kořen̊u.

Vid́ıme, že soustava má dvě řešeńı. Budeme hledat např. kořen lež́ıćı ve čtvrtém kvadrantu.
Jako počátečńı aproximaci můžeme zvolit x(0) = (0,−2).



Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně 51

Dále muśıme vypoč́ıtat matici parciálńıch derivaćı funkćı

f1(x, y) = (x− 1)2 + y2 − 4 , f2(x, y) = x + (y + 1)2 − 1

Dostaneme

F ′ =

(
∂f1

∂x
∂f1

∂y
∂f2

∂x
∂f2

∂y

)
=

(
2(x− 1) 2y

1 2(y + 1)

)
1. krok
Dosad́ıme bod x(0) = (0,−2) do matice derivaćı a do funkćı f1 a f2:

F ′(0,−2) =

(
−2 −4
1 −2

)
, F(0,−2) =

(
1
0

)
Soustava rovnic pro neznámé δ1 a δ2 (horńı index, označuj́ıćı krok, pro přehlednost vy-
necháme, je ale nutno mı́t na paměti, že v každém kroku budeme poč́ıtat jiné δ1 a δ2

)bude

−2 δ1 − 4 δ2 = −1
δ1 − 2 δ2 = 0

Snadno zjist́ıme, že řešeńım této soustavy je δ1 = 1
4

= 0, 25, δ2 = 1
8

= 0, 125.
Odtud x(1) = (0 + 0, 25 ;−2 + 0, 125) = (0, 25 ; −1, 875).

2. krok

F ′(0, 25 ;−1, 875) =

(
−1, 5 −3, 75

1 −1, 75

)
, F(0, 25 ;−1, 875)

.
=

(
0, 07812
0, 01562

)
Budeme řešit soustavu

−1, 5 δ1 − 3, 75 δ2 = −0, 07812
δ1 − 1, 75 δ2 = −0, 01562

Řešeńı této soustavy můžeme naj́ıt pomoćı Cramerova pravidla:

δ1 =

∣∣∣∣ −0, 07812 −3, 75
−0, 01562 −1, 75

∣∣∣∣∣∣∣∣ −1, 5 −3, 75
1 −1, 75

∣∣∣∣
.
= 0, 01225 , δ2 =

∣∣∣∣ −1, 5 −0, 07812
1 −0, 01562

∣∣∣∣∣∣∣∣ −1, 5 −3, 75
1 −1, 75

∣∣∣∣
.
= 0, 01593

Odtud x(2) = (0, 25 + 0, 01225 ;−1, 875 + 0, 01593) = (0, 26225 ;−1, 85907).

3. krok

F ′(0, 26225 ;−1, 85907)
.
=

(
−1, 47549 −3, 71814

1 −1, 71814

)
F(0, 26225 ;−1, 85907)

.
=

(
0, 00040
0, 00025

)
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Budeme řešit soustavu

−1, 47549 δ1 − 3, 71814 δ2 = −0, 00040
δ1 − 1, 71814 δ2 = −0, 00025

Řešeńı této soustavy pomoćı Cramerova pravidla:

δ1 =

∣∣∣∣ −0, 00040 −3, 71814
−0, 00025 −1, 71814

∣∣∣∣∣∣∣∣ −1, 47549 −3, 71814
1 −1, 71814

∣∣∣∣
.
= −0, 00004 , δ2 =

∣∣∣∣ −1, 47549 −0, 00040
1 −0, 00025

∣∣∣∣∣∣∣∣ −1, 47549 −3, 71814
1 −1, 71814

∣∣∣∣
.
= 0, 00012

Odtud x(3) = (0, 26221 ;−1, 85894).

Protože | δ1| < 0, 01 i | δ2| < 0, 01 (tj. ‖ δ‖∞ < 0, 01), můžeme výpočet ukončit. Přibližné
řešeńı je (0, 262 ;−1, 859).
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5 Aproximace funkćı

Čtenář se již určitě mnohokrát setkal s r̊uznými funkcemi a s výpočtem jejich hodnot.
U některých funkćı se funkčńı hodnota vypoč́ıtá snadno, u jiných by to člověk

”
ručně”

nezvládl a muśı použ́ıt kalkulačku. Některé funkce jsou zadány tak složitým předpisem
(viz část o statistice), že jejich hodnoty je jednodušš́ı nalézt v tabulce, než je poč́ıtat.
Někdy též máme funkci, která neńı zadána v̊ubec žádným předpisem, ale známe pouze
jej́ı hodnoty v určitých bodech, např. źıskané nějakým měřeńım. Naskýtá se otázka, jak
zjistit hodnotu takové funkce v netabulkovém bodě, jak vypoč́ıtat hodnotu jej́ı derivace
v určitém bodě nebo jak ji zintegrovat.
Řešeńım je nahradit zkoumanou funkci funkćı jinou, která se j́ı jakýmsi zp̊usobem podobá
a se kterou se lépe pracuje.
Nejčastěji touto

”
náhradńı” funkćı bývá algebraický polynom, protože v tomto př́ıpadě

jsou všechny výše uvedené výpočty skutečně velmi jednoduché.
Požadavky, podle nichž vyb́ıráme onu náhradńı funkci, mohou být r̊uzné. Zde si bĺıže
všimneme interpolace, kde se požaduje, aby aproximuj́ıćı funkce měla s funkćı p̊uvodńı
v určitých bodech stejné hodnoty a metody nejmenš́ıch čtverc̊u, kde má aproximuj́ıćı
funkce procházet zadaným bod̊um v jistém smyslu nejbĺıže, ale př́ımo jimi procházet
nemuśı.

5.1 Interpolace algebraickými polynomy

Při interpolaci zńı základńı úloha takto: Máme n+1 navzájem r̊uzných bod̊u x0, x1, . . . , xn,
kterým ř́ıkáme uzlové body nebo uzly interpolace a dále funkčńı hodnoty v těchto bodech
f0 = f(x0), f1 = f(x1), . . . , fn = f(xn). Hledáme polynom Pn(x) stupně nejvýše n takový,
že v uzlových bodech nabývá týchž hodnot jako funkce f , tj. P (xi) = fi, i = 0, . . . , n.

–1

–0.5

0.5

1

–3 –2 –1 1 2 3x

Obrázek 5.1: Funkce a interpolačńı polynom
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Poznámka. Někdy se též hledá polynom, který má se zadanou funkćı nejen stejné funkčńı
hodnoty v uzlových bodech, ale i stejné hodnoty derivaćı až do určitého řádu.

5.1.1 Existence a jednoznačnost interpolačńıho polynomu

Věta 5.1 Necht’ jsou dány body [xi, fi] , i = 0, . . . n. Pak existuje právě jeden polynom Pn

stupně nanejvýš n takový, že Pn(xi) = fi, i = 0, . . . n.

Důkaz. Existenci interpolačńıho polynomu dokážeme t́ım zp̊usobem, že předvedeme po-
stup, kterým jej lze pro libovolné navzájem r̊uzné uzlové body zkonstruovat. Tomu bude
věnován daľśı odstavec této kapitoly.
To, že interpolačńı polynom procházej́ıćı danými body existuje právě jeden, dokážeme
sporem. Předpokládejme, že existuj́ı dva polynomy stupně nanejvýš n, označme je Pn(x)
a Rn(x) takové, že Pn(xi) = fi, i = 0, . . . n i Rn(xi) = fi, i = 0, . . . n. Ukážeme, že tyto
dva polynomy jsou shodné. Za t́ım účelem označme Qn(x) = Pn(x)−Rn(x). Je vidět, že
Qn(x) je opět polynom stupně nejvýše n a nav́ıc Qn(xi) = 0, i = 0, . . . , n. Máme tedy
polynom stupně nejvýše n, který má n + 1 kořen̊u. To je možné jedině tak, že Qn(x) je
identicky roven nule, Qn(x) ≡ 0 a tedy Pn(x) ≡ Rn(x)∀x ∈ R

5.1.2 Konstrukce interpolačńıho polynomu, Lagrange̊uv interpolačńı poly-
nom

Interpolačńı polynom daný body [xi, fi], i = 0, . . . n sestav́ıme pomoćı polynomů li(x)
takových, že

li(xj) =

{
1 pro i = j
0 pro i 6= j

Čtenář snadno ověř́ı, že polynom

l0(x) =
(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)

(x0 − x1)(x0 − x1) . . . (x0 − xn)

má v x0 hodnotu 1 a v ostatńıch uzlových bodech hodnotu 0.
Podobně dostaneme i ostatńı polynomy li, i = 0, . . . n:

li(x) =
(x− x0) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(x0 − x1)(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)

Interpolačńı polynom Ln(x) nyńı dostaneme snadno jako kombinaci li(x):

Ln(x) = f0l0(x) + f1l1(x) + · · ·+ fnln(x) = (5.1)

= f0
(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)

(x0 − x1)(x0 − x2) . . . (x0 − xn)
+ f1

(x− x0)(x− x2) . . . (x− xn)

(x1 − x0)(x1 − x2) . . . (x1 − xn)
+ · · ·

· · ·+ fn
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1)

(xn − x0)(xn − x1) . . . (xn − xn−1)

Interpolačńı polynom ve tvaru 5.1 se nazývá Lagrange̊uv interpolačńı polynom.
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Př́ıklad 5.1 Najděte Lagrange̊uv interpolačńı polynom daný body
xi -1 0 2 3
fi 5 10 2 1

Řešeńı: Máme zadány 4 body, interpolačńı polynom bude tedy stupně nejvýše třet́ıho.
Pro jeho konstrukci použijeme vzorec 5.1:

L3(x) = 5
(x− 0)(x− 2)(x− 3)

(−1− 0)(−1− 2)(−1− 3)
+ 10

(x− (−1))(x− 2)(x− 3)

(0− (−1))(0− 2)(0− 3)
+

+2
(x− (−1))(x− 0)(x− 3)

(2− (−1))(2− 0)(2− 3)
+ 1

(x− (−1))(x− 0)(x− 2)

(3− (−1))(3− 0)(3− 2)
= x3 − 4x2 + 10

Výsledný interpolačńı polynom je spolu se zadanými body znázorněn na obrázku 5.2.

1
2

5

10

–1 2 3

Obrázek 5.2: K př́ıkladu 5.1: Zadané body a výsledný interpolačńı polynom

5.1.3 Newton̊uv interpolačńı polynom

Interpolačńı polynom v Lagrangeově tvaru má tu nevýhodu, že chceme-li přidat daľśı
uzlový bod, muśıme celý polynom přepoč́ıtat znovu. Také výpočet hodnoty tohoto po-
lynomu v určitém bodě je dosti pracný. Proto je někdy výhodněǰśı hledat interpolačńı
polynom v jiném tvaru než 5.1. Jako vhodný se ukazuje tvar

Nn(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + · · ·+ an(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1)(5.2)

Koeficienty a0, a1, . . . , an lze źıskat řešeńım soustavy rovnic vzniklé rozepsáńım podmı́nek
Nn(xi) = f(xi), i = 0, 1, . . . n, ale přehledněǰśı a méně pracné je vypoč́ıtat je pomoćı
takzvaných poměrných diferenćı.
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Pro danou funkci f a uzlové body xi, i = 0, . . . , n nazveme pod́ıly

f [xi, xi+1] =
f(xi+1)− f(xi)

xi+1 − xi

, i = 0, 1, . . . n− 1

poměrnými diferencemi prvńıho řádu
Pomoćı poměrných diferenćı prvńıho řádu definujeme poměrné diference druhého řádu
jako

f [xi, xi+1, xi+2] =
f [xi+1, xi+2]− f [xi, xi+1]

xi+2 − xi

, i = 0, 1, . . . , n− 2

a obecně poměrné diference k-tého řádu pro k ≤ n definujeme takto:

f [xi, xi+1, . . . , xi+k] =
f [xi+1, xi+2, . . . , xi+k]− f [xi, xi+1, . . . , xi+k−1]

xi+k − xi

, i = 0, . . . n− k.

Dá se dokázat, že pro koeficienty ai, i = 0, 1, . . . , n v 5.2 plat́ı

a0 = f(x0)

a1 = f [x0, x1]

a2 = f [x0, x1, x2]
...

an = f [x0, x1, . . . , xn]

Dosazeńım těchto hodnot do 5.2 dostaneme Newton̊uv interpolačńı polynom

Nn(x) = f(x0) + f [x0, x1](x− x0) + f [x0, x1, x2](x− x0)(x− x1) + · · · (5.3)

· · ·+ f [x0, x1, . . . , xn](x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1)

Poznámka. Jestliže vzdálenosti mezi sousedńımi uzlovými body jsou konstantńı, tj. plat́ı-
li xi+1−xi = h pro všechna i = 1, . . . n, kde h ∈ R je konstanta, lze odvodit jiný, jednodušš́ı
tvar Newtonova i Lagrangeova interpolačńıho polynomu, viz např. [2]. Uzlovým bod̊um s
touto vlastnost́ı ř́ıkáme ekvidistantńı.

Př́ıklad 5.2 Aproximujte funkci f(x) = 1
x

Newtonovým interpolačńım polynomem v uz-
lech
xi 1 2 2,5 3,2 4

a pak pomoćı něj vypočtěte přiblǐznou hodnotu funkce f v bodech x = 3 a x = 10.

Řešeńı: Abychom mohli sestavit Newton̊uv interpolačńı polynom, muśıme vypoč́ıtat
poměrné diference funkce f až do řádu 4. Budeme je postupně, po sloupćıch, zapisovat
do tabulky. Podtržené hodnoty pak použijeme pro interpolačńı polynom.

i xi f(xi) = 1
xi

f [xi, xi+1] f [xi, xi+1, xi+2] f [xi, . . . , xi+3] f [x0, . . . , x4]

0 1 1 -0,5 0,2 -0,0625 0,015625

1 2 0,5 -0,2 0,0625 -0,015625

2 2,5 0,4 -0,125 0,03125

3 3,2 0,3125 -0,078125

4 4 0,25
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Nyńı dosad́ıme do vzorce 5.3

N4(x) = 1− 0, 5(x− 1) + 0, 2(x− 1)(x− 2)− 0, 0625(x− 1)(x− 2)(x− 2, 5) +

+0, 015625(x− 1)(x− 2)(x− 2, 5)(x− 3, 2)

Přibližnou hodnotu funkce f v bodě x = 3 vypočteme dosazeńım do interpolačńıho poly-
nomu N4(x). Pro výpočet funkčńıch hodnot interpolačńıho polynomu v Newtonově tvaru
je vhodné si tento polynom poněkud upravit. Můžeme vytknout (x − 1), pak ve zbytku
(x− 2) a tak dále, až nakonec dostaneme

N4(x) = 1− (x− 1)
(
− 0, 5 + (x− 2)

(
0, 2 + (x− 2, 5)(− 0, 0625 + (x− 3, 2)0, 015625)

))
Dosazovat se hod́ı

”
zevnitř”.

Při použit́ı tohoto tvaru se značně sńıž́ı počet výpočetńıch operaćı nutných pro źıskáńı
výsledku. Je-li čtenář obeznámen s Hornerovým schématem, možná najde jistou podob-
nost s t́ımto postupem.
V našem př́ıpadě dostaneme N4(3)

.
= 0, 334, zat́ımco přesná hodnota je 1

3

.
= 0, 333.

Pro x = 10 vyjde P4(10) = 34.525, zat́ımco přesná hodnota je 1
10

= 0, 1.
Vid́ıme, že v bodě, který byl zhruba uprostřed uzlových bod̊u, je aproximace dobrá,
hodnoty interpolačńıho polynomu a zadané funkce jsou bĺızké. Naopak v bodě, který lež́ı
daleko vně intervalu < 1, 4 >, je aproximace velmi špatná.
Situace je dobře patrná z obrázku 5.3, kde je vykreslen graf funkce f spolu s vypočteným
interpolačńım polynomem. Můžeme si všimnout, že na intervalu < 1, 4 > interp. polynom
dobře vystihuje chováńı funkce f , ale mimo tento interval se od sebe hodnoty funkce f a
interpolačńıho polynomu značně lǐśı.

y = N(x)

y = f(x)

0

1

2

y

1 2 3 4 5 6x

Obrázek 5.3: K př́ıkladu 5.2: Srovnáńı funkce a interpolačńıho polynomu



Matematika 3 58

Poznámka. Bod x = 10 ležel vně intervalu ohraničeného nejmenš́ım a největš́ım uz-
lovým bodem. V takovém př́ıpadě mluv́ıme o extrapolaci. Obecně je extrapolaci vhodné
použ́ıvat pouze v bodech bĺızkých nejmenš́ımu nebo největš́ımu uzlovému bodu. O tom,
č́ım je zp̊usobena velká odchylka funkce a interpolačńıho polynomu v bodech vzdálených
od uzlových bod̊u a jakou přesnost lze při interpolaci očekávat, pojednává daľśı odstavec.

5.1.4 Odhad chyby

Věta 5.2 Necht’ interval I obsahuje body x0, x1, . . . , xn a necht’ f je (n+1)-krát diferenco-
vatelná funkce na I. Necht’ Pn(x) je interpolačńı polynom n-tého stupně určený hodnotami
funkce f v bodech x0, . . . xn. Potom pro libovolné x ∈ I existuje ξ ∈ I takové, že pro chybu
interpolace E(x) plat́ı

E(x) = f(x)− Pn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn). (5.4)

Důkaz neńı úplně jednoduchý a lze jej nalézt např. v [2].

Bod ξ je pro každé x ∈ I jiný a jeho nalezeńı je prakticky nemožné. Chybu interpolace
však můžeme alespoň shora odhadnout:
Označ́ıme-li Mn+1 = max

t∈I
|f (n+1)(t)|, plat́ı

|E(x)| = |f(x)− Pn(x)| ≤ Mn+1

(n + 1)!
|(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn)| (5.5)

Naj́ıt veličinu Mn+1 však také nemuśı být zrovna jednoduché.

Poznámka. Odhad 5.5 lze použ́ıt např. v př́ıpadě, kdy chceme sestavit tabulku hodnot
nějaké funkce f(x) s konstantńım krokem mezi hodnotami x a ptáme se, jak tento krok
zvolit, aby chyba při interpolaci polynomem daného stupně n nepřevýšila dané ε.

Př́ıklad 5.3 Odhadněte chybu interpolace z př́ıkladu 5.2 v bodě x = 3.

Poznámka. Tento př́ıklad slouž́ı sṕı̌se k ozřejmeńı jednotlivých veličin ve vzorci 5.5 a jako
ukázka, že vzorec

”
funguje”, protože v tomto př́ıpadě můžeme určit i přesnou hodnotu

chyby a nemuśıme nic odhadovat.

Řešeńı: Pro odhad chyby potřebujeme vypoč́ıtat pátou derivaci interpolované funkce
f(x) = 1

x
(protože n je v tomto př́ıpadě 4) a naj́ıt maximum jej́ı absolutńı hodnoty na

intervalu I =< 1, 4 > (I je nejmenš́ı interval obsahuj́ıćı všechny uzlové body a bod, v
němž chceme odhadovat chybu).

Vyjde f (5)(x) = −120

x6

Je vidět, že |f (5)(x)| = 120
x6 , což je funkce na I klesaj́ıćı. Svého maxima na tomto intervalu

proto dosahuje v bodě x = 1 a jeho hodnota je M5 = 120
16 = 120.

Nyńı dosad́ıme do 5.4:
|E(3)| ≤ 120

5!
|(3− 1)(3− 2)(3− 2, 5)(3− 3, 2)(3− 4)| = |2 · 1 · 0, 5 · (−0, 2) · (−1)| = 0, 2

Odhad chyby je v tomto př́ıpadě dosti nadsazený, chyba v bodě x = 3 je ve skutečnosti
mnohem menš́ı než 0, 2, viz řešeńı př́ıkladu 5.2
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To, že teoretický odhad chyby je př́ılǐs pesimistický, je poměrně časté i u jiných metod.

V bodech vzdálených uzlovým bod̊um nabývá výraz (x − x0)(x − x1) . . . (x − xn), který
se vyskytuje v odhadu chyby, velkých hodnot. Proto se interpolačńı polynom pro výpočet
přibližných hodnot funkce v takovýchto bodech nehod́ı.

Aproximace ale v některých př́ıpadech nemuśı být dobrá ani v bodech relativně bĺızkých
uzlovým bod̊um. To ilustruje obrázek 5.4, na němž je graf funkce f(x) = 1

1+x2 a inter-
polačńı polynom daný vyznačenými uzlovými body.

–1

1

2

y

–6 –4 –2 2 4 6x

Obrázek 5.4: Nevhodná aproximace interpolačńım polynomem

Situace by se př́ılǐs nezlepšila, ani kdybychom přidali v́ıce uzlových bod̊u.
Zde je velká odchylka funkce a polynomu taktéž zp̊usobena velkými hodnotami součinu
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn), předevš́ım pobĺıž konc̊u interpolačńıho intervalu.

Proto je někdy vhodné nenahrazovat funkci, zvláště chceme-li ji aproximovat na deľśım
intervalu, jedńım interpolačńım polynomem, ale interval rozdělit na malé části a na každé
z nich funkci nahradit polynomem ńızkého stupně. To bude námětem následuj́ıćı kapitoly.

5.2 Interpolace pomoćı splajn̊u

Základńı myšlenka interpolace pomoćı splajn̊u je obdobná jako u Lagrangeovy interpolace.
Máme zadány uzlové body a = x0 < x1 < · · · < xn = b a funkčńı hodnoty v nich,
které označ́ıme f0, f1, . . . , fn. Stejně jako předt́ım hledáme funkci S(x) takovou, že plat́ı
S(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , n, ale tentokrát je funkce S(x) po částech polynom (obecně na
každém intervalu < xi, xi+1 >, i = 0, 1, . . . n−1 jiný) a splňuje určité požadavky hladkosti
(tj. spojitosti derivaćı).
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Konkrétně splajnem řádu k pro uzly a = x0 < x1 < · · · < xn = b rozumı́me funkci,
která je v každém intervalu < xi, xi+1 >, i = 0, . . . n − 1, polynom stupně k a která má
v celém intervalu < a, b > spojité derivace až do řádu k − 1 včetně.

Poznámka. Slovo
”
splajn” pocháźı z anglického

”
spline”, což znamená pružné kon-

struktérské prav́ıtko. V české literatuře se někdy ṕı̌se splajn a někdy spline.

Nejjednodušš́ım př́ıkladem je splajn řádu 1, lineárńı splajn. Funkce je na každém su-
bintervalu < xi, xi+1 >, i = 0, . . . n− 1, nahrazena úsečkou, jej́ıž rovnice je

Si(x) = f(xi) +
f(xi+1)− f(xi)

xi+1 − xi

(x− xi), x ∈< xi, xi+1 >

U splajnu 1. řádu požadujeme spojitost derivaćı do řádu 0 včetně, tj. spojitost samotné
funkce S(x). Snadno se přesvědč́ıme, že hodnoty jednotlivých funkćı Si(x) v krajńıch
bodech př́ıslušného intervalu < xi, xi+1 > jsou rovny f(xi), resp. f(xi+1), č́ımž je zaručeno,
že na sebe tyto funkce v uzlových bodech spojitě navazuj́ı (viz obrázek 5.5). Zlepšeńı
aproximace dosáhneme zjemněńım interval̊u mezi uzlovými body.

y=S(x)
y=f(x)

0

2

4

6

–2 –1 1 2 3x

Obrázek 5.5: Nahrazeńı funkce lineárńım splajnem

Nejčastěji už́ıvané jsou tzv. kubické splajny, kdy k=3.

Definice a konstrukce kubického splajnu

Kubický splajn pro funkci f s uzlovými body x0, x1, . . . , xn je funkce S(x), která je
kubický polynom označený Si(x) na každém subintervalu < xi, xi+1 >, i = 0, 1, . . . , n−1,
vyhovuje podmı́nkám

Si(xi) = f(xi), i = 0, . . . , n (5.6)
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Si(xi+1) = Si+1(xi+1), i = 0, . . . , n− 2 (5.7)

S ′
i(xi+1) = S ′

i+1(xi+1), i = 0, . . . , n− 2 (5.8)

S ′′
i (xi+1) = S ′′

i+1(xi+1), i = 0, . . . , n− 2 (5.9)

a okrajovým podmı́nkám a), b) nebo c)

a) S ′′(x0) = S ′′(xn) = 0
b) S ′′(x0) = f ′′0 , S ′′(xn) = f ′′n
c) S ′(x0) = f ′0, S ′(xn) = f ′n

(f ′′0 , f ′′n , f ′0 a f ′n jsou předem zadané konstanty).

Podmı́nky 5.7 znamenaj́ı spojitost funkce S v uzlových bodech, podmı́nky 5.8 a 5.9 spo-
jitost prvńıch, resp. druhých derivaćı.
Kubický splajn splňuj́ıćı okrajové podmı́nky a) se nazývá přirozený kubický splajn.

Na obrázku 5.6 je znázorněna aproximace funkce f(x) = 1
1+x2 pomoćı přirozeného ku-

bického splajnu. Můžeme porovnat s obrázkem 5.4, kde byla tatáž funkce nahrazena in-
terpolačńım polynomem daným stejnými uzlovými body.

–0.5

0

0.5

1

1.5

y
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Obrázek 5.6: Nahrazeńı funkce f(x) = 1
1+x2 přirozeným kubickým splajnem.

Nyńı se budeme zabývat problémem, jak k zadaným uzlovým bod̊um a hodnotám funkce
v nich sestrojit přirozený kubický splajn. (Splajn vyhovuj́ıćı jiným okrajovým podmı́nkám
by se našel podobně.)

Na jednotlivých intervalech < xi, xi+1 >, i = 0, 1, . . . , n − 1, budeme splajn hledat ve
tvaru

Si(x) = ai + bi(x− xi) + ci(x− xi)
2 + di(x− xi)

3
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Z podmı́nek 5.6 dostaneme ai = f(xi), i = 0, 1, . . . n − 1. Odtud, z podmı́nek 5.7, 5.8,
5.9 a z okrajových podmı́nek S ′′

0 (x0) = S ′′
n−1(xn) = 0 lze po jistém úsiĺı odvodit soustavu

rovnic s neznámými ci, i = 0, . . . , n

hi−1ci−1 + 2(hi−1 + hi)ci + hici+1 = 3

(
∆fi

hi

− ∆fi−1

hi−1

)
, i = 1, . . . , n− 1 (5.10)

c0 = cn = 0

kde hi = xi+1 − xi a ∆fi = f(xi+1)− f(xi), i = 0, . . . , n− 1.
Po rozepsáńı a dosazeńı za c0 a cn soustava vypadá takto:

2(h0 + h1)c1 + h1c2 = 3(∆f1

h1
− ∆f0

h0
)

h1c1 + 2(h1 + h2)c2 + h2c3 = 3(∆f2

h2
− ∆f1

h1
)

. . .
...

hn−2cn−2 + 2(hn−2 + hn−1)cn−1 = 3(∆fn−1

hn−1
− ∆fn−2

hn−2
)

(5.11)

Jedná se o tř́ıdiagonálńı soustavu rovnic a lze ji vyřešit např. pomoćı Gaussovy eliminačńı
metody přizp̊usobené pro tř́ıdiagonálńı soustavu.

Koeficienty bi a di pak dopoč́ıtáme pomoćı ci ze vztah̊u (také odvozených z podmı́nek 5.6
– 5.9)

bi =
f(xi+1)− f(xi)

hi

− ci+1 + 2ci

3
hi i = 0, . . . , n− 1 (5.12)

di =
ci+1 − ci

3hi

i = 0, . . . , n− 1 (5.13)

Př́ıklad 5.4 Funkci f(x) =
√

x aproximujte přirozeným kubickým splajnem s uzlovými
body xi 1 1,69 2,25 2,89 4 a pak pomoćı tohoto splajnu vypočtěte přiblǐzně hod-
notu f(2).

Řešeńı: Dopoč́ıtáme funkčńı hodnoty v uzlových bodech a pak vypočteme hi, i = 0, 1, 2, 3,
tj. délky jednotlivých interval̊u a ∆fi, i = 0, 1, 2, 3. Vypočtené hodnoty jsou zapsány v
následuj́ıćı tabulce

i 0 1 2 3 4
xi 1 1,69 2,25 2,89 4

f(xi) =
√

xi 1 1,3 1,5 1,7 2
hi 0,69 0,56 0,64 1,11

∆fi 0,3 0,2 0,2 0,3

Vı́me, že c0 = 0. Pro neznámé c1, c2, c3 dostaneme podle 5.11 soustavu rovnic

2, 5c1 + 0, 56c2 = −0, 232919
0, 56c1 + 2, 4c2 + 0, 64c3 = −0, 133929

0, 64c2 + 3, 5c3 = −0, 126689

Řešeńım této soustavy je c1 = −0, 087085, c2 = −0, 027155, c3 = −0, 031231.
Koeficienty bi a di, i = 0, 1, 2, 3, dopoč́ıtáme podle vzorc̊u 5.12 a 5.13.
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Tedy např. b0 =
1, 3− 1

0, 69
− −0, 087085 + 2 · 0

3
· 0, 69

.
= 0, 454812

Ostatńı koeficienty by se vypoč́ıtaly podobně. Vyjde:

i 0 1 2 3
ai 1 1,3 1,5 1,7
bi 0,454812 0,394724 0,330749 0,293381
ci 0 -0,087085 -0,027155 -0,031231
di -0,042070 0,035672 -0,002123 0,009379

Výsledný přirozený kubický splajn je tedy

S(x) =


S0(x)=1+0,454812(x−1)−0,042070(x−1)3 x∈<1 ; 1,69>

S1(x)=1,3+0,394724(x−1,69)−0,087085(x−1,69)2+0,035672(x−1,69)3 x∈<1,69 ; 2,25>

S2(x)=1,5+0,330749(x−2,25)−0,027155(x−2,25)2−0,002123(x−2,25)3 x∈<2,25 ; 2,89>

S3(x)=1,7+0,293381(x−2,89)−0,031231(x−2,89)2+0,009379(x−2,89)3 x∈<2,89 ; 4>

Přibližnou hodnotu funkce f v bodě x = 2 nyńı vypočteme jako S1(2)
.
= 1, 415058 (protože

2 ∈< 1, 69 ; 2, 25 >). Pro srovnáńı, přesná hodnota je
√

2
.
= 1, 414214.

5.3 Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

V předchoźıch částech této kapitoly jsme požadovali, aby interpolačńı polynom, resp.
splajn nabýval v uzlových bodech stejných hodnot jako funkce, již se snaž́ıme aproximovat.
V př́ıpadě, že jsou funkčńı hodnoty źıskány experimentálně, např. jako výsledky nějakého
měřeńı, je interpolace nevhodná. Výsledky jsou totiž zat́ıženy chybami a interpolačńı
funkce by tyto chyby koṕırovala, což je přesně to, čeho se chceme vyvarovat. Kromě toho
povaha experiment̊u nevylučuje možnost několika měřeńı při nezměněné hodnotě x, tj.
nemuśı být všechny uzlové body navzájem r̊uzné. Vzhledem k těmto okolnostem neńı
dobré požadovat, aby aproximačńı funkce nabývala v uzlových bodech předem daných
hodnot. V mnoha př́ıpadech máme určitou představu o povaze funkce, jej́ıž hodnoty jsme
naměřili, např. může se jednat o lineárńı nebo kvadratickou závislost. Pak hledáme mezi
všemi funkcemi tohoto známého typu takovou, která procháźı k zadaným bod̊um v jistém
smyslu nejbĺıže.

Formulace problému

Jsou dány body xi, i = 0, . . . n a funkčńı hodnoty v nich yi. Dále jsou dány funkce
ϕi, i = 0, . . . m, m < n. Mezi všemi funkcemi tvaru

Pm(x) = c0ϕ0(x) + c1ϕ1(x) + · · ·+ cmϕm(x),

c0, . . . cm jsou reálná č́ısla, hledáme takovou, pro niž veličina

ρ2(c0, . . . cm) =
n∑

i=0

(yi − Pm(xi))
2

nabývá minimálńı hodnoty.
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Takovou funkci pak nazýváme nejlepš́ı aproximaćı experimentálńıch dat y0, . . . yn v
dané tř́ıdě funkćı ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u.
Veličina ρ2 se nazývá kvadratická odchylka.

Nalezeńı nejlepš́ı aproximace

Kvadratická odchylka

ρ2 =
n∑

i=0

(yi − c0ϕ0(xi)− c1ϕ1(xi)− · · · − cmϕm(xi))
2

je funkćı koeficient̊u c0, . . . , cm. Z diferenciálńıho počtu funkćı v́ıce proměnných je známo,
že nutnou podmı́nkou pro to, aby ρ2 nabývala minima, je splněńı rovnic

∂

∂cj

(ρ2) =
∂

∂cj

[ n∑
i=0

(yi − c0ϕ0(xi)− c1ϕ1(xi)− · · · − cmϕm(xi))
2
]

= 0, j = 0, . . . ,m

Zderivováńım dostaneme

n∑
i=0

2(yi − c0ϕ0(xi)− c1ϕ1(xi)− · · · − cmϕm(xi))(−ϕj(xi)) = 0, j = 0, . . . m.

Rovnice vyděĺıme −2 a rozděĺıme na jednotlivé sumy:

n∑
i=0

yiϕj(xi)−
n∑

i=0

c0ϕ0(xi)ϕj(xi)− · · · −
n∑

i=0

cmϕm(xi)ϕj(xi) j = 0, . . . m.

Z každé sumy můžeme vytknout odpov́ıdaj́ıćı koeficient ck. Snadnou úpravou pak dosta-
neme tzv. normálńı rovnice pro neznámé c0, . . . , cm :

c0

n∑
i=0

ϕ0(xi)ϕj(xi) + · · ·+ cm

n∑
i=0

ϕm(xi)ϕj(xi) =
n∑

i=0

yiϕj(xi) j = 0, . . . m.

Tato soustava rovnic po rozepsáńı vypadá takto:

c0

n∑
i=0

ϕ2
0(xi) + c1

n∑
i=0

ϕ1(xi)ϕ0(xi) + · · ·+ cm

n∑
i=0

ϕm(xi)ϕ0(xi) =
n∑

i=0

yiϕ0(xi)

c0

n∑
i=0

ϕ0(xi)ϕ1(xi) + c1

n∑
i=0

ϕ2
1(xi) + · · ·+ cm

n∑
i=0

ϕm(xi)ϕ1(xi) =
n∑

i=0

yiϕ1(xi)

. . .
...

c0

n∑
i=0

ϕ0(xi)ϕm(xi) + c1

n∑
i=0

ϕ1(xi)ϕm(xi) + · · ·+ cm

n∑
i=0

ϕ2
m(xi) =

n∑
i=0

yiϕm(xi)

(5.14)

Źıskaná soustava rovnic vypadá možná poněkud hrozivě a nepřehledně, ale uvid́ıme, že s
konkrétńımi funkcemi ϕi se situace vyjasńı.
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Aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u algebraickými polynomy

Velmi častá volba funkćı ϕi je ϕi(x) = xi, i = 0, 1, . . . m, tj.

ϕ0(x) = 1, ϕ1(x) = x, . . . , ϕm(x) = xm

Aproximuj́ıćı funkce Pm je pak tvaru

Pm(x) = c0 + c1x + · · ·+ cmxm

a jednotlivé sumy v soustavě normálńıch rovnic vyjdou

n∑
i=0

ϕ2
0(xi) =

n∑
i=0

1 = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n+1

= n + 1 ,

n∑
i=0

ϕ1(xi)ϕ0(xi) =
n∑

i=0

xi · 1 =
n∑

i=0

xi , . . .

obecně

n∑
i=0

ϕk(xi)ϕl(xi) =
n∑

i=0

xk
i · xl

i =
n∑

i=0

xk+l
i , k, l = 0, . . . ,m

Soustava normálńıch rovnic pak vypadá následovně

c0(n + 1) + c1

n∑
i=0

xi + . . . + cm

n∑
i=0

xm
i =

n∑
i=0

yi

c0

n∑
i=0

xi + c1

n∑
i=0

x2
i + . . . + cm

n∑
i=0

xm+1
i =

n∑
i=0

xiyi

...

c0

n∑
i=0

xm
i + c1

n∑
i=0

xm+1
i + . . . + cm

n∑
i=0

x2m
i =

n∑
i=0

xm
i yi

(5.15)

Speciálně pro aproximaci př́ımkou P1(x) = c0 + c1 x dostaneme soustavu

c0(n + 1) + c1

n∑
i=0

xi =
n∑

i=0

yi

c0

n∑
i=0

xi + c1

n∑
i=0

x2
i =

n∑
i=0

xiyi

(5.16)

a pro aproximaci parabolou P2(x) = c0 + c1 x + c2 x2 soustavu

c0(n + 1) + c1

n∑
i=0

xi + c2

n∑
i=0

x2
i =

n∑
i=0

yi

c0

n∑
i=0

xi + c1

n∑
i=0

x2
i + c2

n∑
i=0

x3
i =

n∑
i=0

xiyi

c0

n∑
i=0

x2
i + c1

n∑
i=0

x3
i + c2

n∑
i=0

x4
i =

n∑
i=0

x2
i yi
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Př́ıklad 5.5 Funkci zadanou následuj́ıćı tabulkou bod̊u aproximujte metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u pomoćı př́ımky.
xi 0,2 0,5 0,9 1,6 2,0 2,9 3,5
yi 16,58 19,30 18,12 20,94 20,90 24,66 24,50

Řešeńı: Bylo zadáno 7 bod̊u, proto n = 6. Koeficienty př́ımky źıskáme jako řešeńı sou-
stavy rovnic 5.16. Pro přehlednost si všechny potřebné hodnoty zaṕı̌seme do tabulky:

i xi yi x2
i xiyi

0 0,2 16,58 0,04 3,316
1 0,5 19,30 0,25 9,650
2 0,9 18,12 0,81 16,308
3 1,6 20,94 2,56 33,504
4 2,0 20,90 4,00 41,800
5 2,9 24,66 8,41 71,514
6 3,5 24,50 12,25 85,750∑

11,6 145,00 28,32 261,842

Nyńı můžeme sestavit normálńı rovnice:

7 c0 + 11, 6 c1 = 145
11, 6 c0 + 28, 32 c1 = 261, 842

Jejich řešeńım je c0
.
= 16, 788 , c1

.
= 2, 370.

Hledaná př́ımka je tedy P1(x) = 16, 788+2, 370 x. Zadané body jsou spolu s touto př́ımkou
zobrazeny na obrázku 5.7.

Poznámka. Pokud naměřené hodnoty vykazuj́ı periodické chováńı, je vhodněǰśı je po-
moćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u aproximovat trigonometrickými polynomy. Za funkce ϕi

můžeme volit
ϕ0(x) = 1 , ϕ1(x) = cos x , ϕ2(x) = sin x , ϕ3(x) = cos 2x , ϕ4(x) = sin 2x, . . .
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Obrázek 5.7: K př́ıkladu 5.5: zadané body a nalezená př́ımka

6 Numerické derivováńı a integrováńı

V této kapitole se budeme zabývat otázkou, jak vypoč́ıtat derivaci a integrál z funkce,
která je zadána pouze tabulkou bod̊u nebo pro kterou by byl analytický výpočet př́ılǐs
složitý.
Základńı myšlenkou je nahradit funkci interpolačńım polynomem, popř́ıpadě jinou apro-
ximaćı, a derivovat či integrovat aproximuj́ıćı funkci.

6.1 Numerické derivováńı

Jak již bylo řečeno v úvodu, budeme řešit problém, jak vypoč́ıtat hodnotu derivace
dané funkce v určitém bodě nikoli analyticky, ale pouze přibližně, a to pomoćı známých
funkčńıch hodnot v určitých bodech.
Můžeme k tomu použ́ıt interpolačńı polynom. Hodnotu derivace funkce nahrad́ıme hodno-
tou derivace interpolačńıho polynomu. Tedy, je-li Pn(x) interpolačńı polynom daný funkćı
f(x) a uzlovými body x0, x1, . . . , xn, polož́ıme

f ′(x)
.
= P ′

n(x).

Podobně pro derivace vyšš́ıch řád̊u (ovšem pouze do řádu n, pro vyšš́ı už ne) můžeme
položit

f (s)(x)
.
= P (s)(x).

Poznamenejme, že v uzlových bodech se hodnoty derivaćı funkce a interpolačńıho poly-
nomu nemusej́ı shodovat. Pro ilustraci může posloužit opět 5.4, na kterém je dobře vidět,
že zat́ımco funkčńı hodnoty v uzlových bodech jsou u funkce a interpolačńıho polynomu
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stejné, směrnice tečen k těmto dvěma graf̊um (tj. hodnoty derivaćı) jsou v uzlových bodech
velmi odlǐsné.

Odhad chyby pro prvńı derivaci lze vyjádřit poměrně složitým vzorcem, proto jej uve-
deme pouze speciálně pro uzlové body a pro př́ıpad, že uzly jsou ekvidistantńı.
Připomeňme, že to jsou uzly takové, že vzdálenost mezi každými dvěma sousedńımi uzly
je stejná. Tuto vzdálenost znač́ıme h. Plat́ı, že xi = x0 + ih, i = 0, . . . n.
Pro takovéto uzly pak plat́ı

f ′(xk)− P ′
n(xk) =

(−1)n−khn

(n + 1)
(

n
k

)f (n+1)(ξk), k = 0, . . . n,

kde ξk jsou body lež́ıćı uvnitř intervalu < x0, xn > .

6.1.1 Některé často použ́ıvané vzorce pro numerické derivováńı

Uvedeme zde některé jednodušš́ı, často už́ıvané vzorce pro prvńı a druhou derivaci v uz-
lových bodech. V tomto textu se s nimi ještě setkáme v kapitolách věnovaných nume-
rickému řešeńı diferenciálńıch rovnic.

Jako posledńı je v každém vzorci uveden chybový člen, který při samotném výpočtu
zanedbáváme.
Č́ım vyšš́ı mocnina kroku h se v něm vyskytuje, t́ım je chyba menš́ı (a tedy vzorec lepš́ı),
nebot’ h bývá zpravidla malé č́ıslo, h � 1, a pro taková č́ısla plat́ı h > h2 > h3 > · · · .
Nejjednodušš́ı vzorec pro derivaci prvńıho řádu dostaneme zderivováńım interpolačńıho
polynomu prvńıho stupně daného uzly x0 a x1 = x0 + h.
Má-li funkce f druhou derivaci na intervalu < x0, x1 >, pak existuj́ı body ξ0, ξ1 ∈<
x0, x1 > tak, že plat́ı

f ′(x0) =
f(x1)− f(x0)

h
− h

2
f ′′(ξ0) (6.1)

f ′(x1) =
f(x1)− f(x0)

h
− h

2
f ′′(ξ1). (6.2)

Tyto vzorce lze též odvodit pomoćı Taylorova rozvoje funkce f.

Derivováńım interpolačńıho polynomu druhého stupně daného uzly x0 = x1 − h, x1 a
x2 = x1 + h dostaneme přesněǰśı vzorce pro prvńı derivaci v těchto uzlových bodech.
Má-li funkce f čtvrtou derivaci na intervalu < x0, x2 >, pak existuj́ı body ξ0, ξ1, ξ2 ∈<
x0, x2 > takové, že

f ′(x0) =
−3f(x0) + 4f(x1)− f(x2)

2h
+

h2

3
f ′′′(ξ0) (6.3)

f ′(x1) =
f(x2)− f(x0)

2h
−h2

6
f ′′′(ξ1) (6.4)

f ′(x2) =
f(x0)− 4f(x1) + 3f(x2)

2h
+

h2

3
f ′′′(ξ2) (6.5)
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Pomoćı druhé derivace téhož interpolačńıho polynomu dostaneme vzorec pro druhou de-
rivaci funkce f v bodě x1.
Má-li funkce f pátou derivaci na intervalu < x0, x2 >, pak existuje bod ξ ∈< x0, x2 >
takový, že

f ′′(x1) =
f(x0)− 2f(x1) + f(x2)

h2
− h2

12
f (4)(ξ) (6.6)

)

)

y=f(x)
1

0

f(x

f(x

h 10 xx

Obrázek 6.1: Numerické derivováńı - ilustrace ke vzorci 6.2

Na obrázćıch 6.1 a 6.2 je zachycen geometrický význam vzorc̊u 6.2 a 6.4. Hodnota derivace
funkce f v bodě x1, tj. směrnice tečny ke grafu funkce v tomto bodě (tečna je na obrázćıch
nakreslena černě), je přibližně rovna směrnici sečny dané body x0 a x1, resp. x0 a x2 (tyto
sečny jsou na obrázćıch nakresleny šedě).

Poznámka o zaokrouhlovaćı chybě při numerické derivováńı

Mohlo by se zdát, že zmenšováńım kroku h lze dosáhnout při numerickém derivováńı
libovolné přesnosti. Bohužel se však ukazuje, že při př́ılǐs malém h může velmi nar̊ust vliv
zaokrouhlovaćı chyby.
To je vidět už z nejjednodušš́ıho vzorce 6.2. Pro malé h může být f(x0)

.
= f(x1) a tedy

v čitateli zlomku odč́ıtáme dvě sobě velmi bĺızká č́ısla, výsledek pak nav́ıc opět děĺıme
malým č́ıslem. To jsou operace vzhledem k zaokrouhlovaćı chybě velmi riskantńı, viz
kapitolu o chybách.
Naopak, při velkém kroku h nelze očekávat velkou přesnost vzhledem k chybě metody.
Proto je potřeba volit kompromis, v́ıce o tom v [5].
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Obrázek 6.2: Numerické derivováńı - ilustrace ke vzorci 6.4

V př́ıpadě funkćı, jejichž hodnoty byly źıskány např. experimentálně a jsou zat́ıženy neza-
nedbatelnými chybami, se doporučuje nejprve tyto hodnoty metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

”
vyrovnat” a potom teprve funkci derivovat.

6.2 Numerické integrováńı

Určeńı primitivńı funkce k dané funkci f(x) může být nesnadné, jak si čtenář jistě vzpo-
mene z prvńıho semestru matematiky, někdy je to zcela nemožné. V př́ıpadě, že jsou
hodnoty funkce f dány tabulkou, pojem primitivńı funkce úplně ztráćı smysl. Přesto
můžeme cht́ıt z takové funkce integrál vypoč́ıtat.

Zde se budeme zabývat výpočtem určitého integrálu

∫ b

a

f(x)dx. Jak si jistě všichni vzpo-

menou, pomoćı tohoto integrálu se vypoč́ıtá obsah plochy pod grafem funkce f(x) na
intervalu < a, b >, viz obrázek 6.3.
Numerický výpočet tohoto integrálu se nazývá numerická kvadratura. Jedna z možných
cest je nahrazeńı funkce f na intervalu < a, b > interpolačńım polynomem. Ten již se pak
zintegruje snadno.

6.2.1 Newton-Cotesovy vzorce

Newton-Cotesovy kvadraturńı vzorce (kvadraturńı formule) obdrž́ıme integrováńım inter-
polačńıch polynomů s ekvidistantńımi uzly. Můžeme je rozdělit do dvou skupin:

- uzavřené vzorce, kde krajńı body intervalu bereme za uzly kvadratury

- otevřené vzorce, kde krajńı body nebereme za uzly kvadratury a uzly jsou položeny
symetricky podle středu intervalu.
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y=f(x)

ba

Obrázek 6.3: Připomenut́ı významu určitého integrálu

Bĺıže se zde budeme zabývat uzavřenými formulemi, z otevřených se můžeme zmı́nit o
nejjednodušš́ı z nich, a tou je tzv. obdélńıková metoda.
Za jediný uzel interpolace bereme střed intervalu < a, b >, vlastně funkci na tomto inter-
valu nahrad́ıme konstantou f(a+b

2
) a integrál je pak přibližně roven obsahu obdélńıka, viz

obrázek 6.4.∫ b

a

f(x)dx
.
= (b− a)f(a+b

2
). (6.7)

y=f(x)

(a+b)/2 ba

Obrázek 6.4: Obdélńıková metoda

Z uzavřených vzorc̊u je nejjednodušš́ı lichoběžńıková metoda (nebo též lichoběžńıkové
pravidlo).
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Funkci f(x) nahrad́ıme na intervalu < a, b > lineárńım interpolačńım polynomem daným
uzly a, b (zde zapsaným v Lagrangeově tvaru):

L1(x) = f(a)
x− b

a− b
+ f(b)

x− a

b− a
.

Integraćı tohoto polynomu po použit́ı jednoduchých úprav dostaneme∫ b

a

f(x)dx
.
=

∫ b

a

L1(x)dx =
b− a

2

(
f(a) + f(b)

)
. (6.8)

V tomto př́ıpadě nahrazujeme obsah podgrafu funkce f obsahem př́ıslušného lichoběžńıka,
viz obrázek 6.5, odtud název metody.

Poznámka. Vzorec 6.8 můžeme dostat i použit́ım známého vztahu pro obsah lichoběžńıka
S = 1

2
(A + C)v, kde A a C jsou délky podstav lichoběžńıka a v je jeho výška. Muśıme si

ovšem uvědomit, že v tomto př́ıpadě je lichoběžńık obrácen, jeho podstavy jsou svisle.

(x)1y=L

y=f(x)

ba

Obrázek 6.5: Lichoběžńıková metoda

Na integraci interpolačńıho polynomu druhého stupně, za jehož uzly bereme a, b a střed
integračńıho intervalu, tj. a+b

2
, je založena tzv. Simpsonova metoda (viz obrázek 6.6):∫ b

a

f(x)dx
.
=

b− a

6

(
f(a) + 4f(a+b

2
) + f(b)

)
. (6.9)

Podobně bychom mohli integrovat interpolačńı polynomy vyšš́ıch stupň̊u. Přibližná hod-
nota integrálu vždy vyjde jako součet určitých násobk̊u funkčńıch hodnot v uzlech. Obecně
je uzavřený Newton-Cotes̊uv vzorec tvaru∫ b

a

f(x)dx
.
= (b− a)

n∑
i=0

Hif(xi), (6.10)
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(x)2y=L

y=f(x)
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Obrázek 6.6: Simpsonova metoda

kde n je stupeň použitého interpolačńıho polynomu, Hi jsou tzv. Cotesovy koeficienty a
xi jsou uzly, pro něž plat́ı xi = a + ih, i = 0, . . . , n, (h = b−a

n
je krok mezi uzly).

Přehled Cotesových koeficient̊u až do n = 8 lze nalézt např. v [2].

Chyba E Newton-Cotesových vzorc̊u se vypočte integraćı chyby interpolace 5.4,

E =
1

(n + 1)!

∫ b

a

f (n+1)(ξ)(x− x0) · · · (x− xn)dx

Zjednodušeńı tohoto výrazu je dosti obt́ıžné, je ho potřeba provést zvlášt’ pro n sudé a
pro n liché. Podrobnosti lze nalézt v [5].
Pro n sudé plat́ı

E =
f (n+2)(η)

(n + 2)!

∫ b

a

x(x− x0) · · · (x− xn) dx, (6.11)

a pro n liché

E =
f (n+1)(η)

(n + 1)!

∫ b

a

(x− x0) · · · (x− xn) dx, (6.12)

kde η ∈ [a, b]. Integrály v těchto vzorćıch lze pro konkrétńı n vypoč́ıtat (byt’ je to poněkud
pracné).

Např. chyba lichoběžńıkové metody pomoćı vzorce 6.12 vyjde

E = − 1

12
(b− a)3f ′′(η). (6.13)



Matematika 3 74

V kapitole o interpolaci jsme ukázali, že interpolačńı polynomy vyšš́ıch stupň̊u mohou
oscilovat a nemusej́ı dobře vystihnout chováńı interpolované funkce. Také výpočet Cote-
sových koeficient̊u je pro velká n složitý. Proto se Newton-Cotesových vzorc̊u vysokých
řád̊u už́ıvá zř́ıdka.

6.2.2 Složené kvadraturńı vzorce

Již z obrázk̊u je vidět, že chyba integrace pomoćı uvedených Newton-Cotesových vzorc̊u
ńızkých řád̊u může být značná. Proto je lepš́ı interval < a, b > rozdělit na větš́ı počet
stejných d́ılk̊u a na každém z nich použ́ıt vybraný jednoduchý kvadraturńı vzorec.

hh

y=f(x)

.....
21 xx mb=x0a=x

Obrázek 6.7: Složené lichoběžńıkové pravidlo

Rozebereme si nyńı podrobněji složené lichoběžńıkové pravidlo.
Interval < a, b > rozděĺıme na m subinterval̊u délky h = b−a

m
- viz obrázek 6.7. Na každém

subintervalu použijeme jednoduché lichoběžńıkové pravidlo. Plat́ı∫ b

a

f(x) dx =

∫ x1

x0

f(x) dx +

∫ x2

x1

f(x) dx + · · ·+
∫ xm

xm−1

f(x) dx
.
=

.
=

h

2

(
f(x0) + f(x1)

)
+

h

2

(
f(x1) + f(x2)

)
+ · · ·+ h

2

(
f(xm−1) + f(xm)

)
Celkem tedy∫ b

a

f(x) dx
.
= h

(
1
2
f(x0) + f(x1) + · · ·+ f(xm−1) + 1

2
f(xm)

)
= Lm (6.14)

Je zřejmé, že č́ım jemněji interval < a, b > naděĺıme, t́ım přesněǰśı bude výsledek.

Chyba integrace na každém d́ılč́ım intervalu < xi−1, xi > je podle 6.13 Ei = − 1
12

h3f ′′(ηi).
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Celková chyba je tedy

E = −h3

12

(
f ′′(η1) + f ′′(η2) + · · ·+ f ′′(ηm)

)
.

Je-li funkce f ′′ na intervalu [a, b] spojitá, existuje bod η ∈< a, b > tak, že plat́ı

f ′′(η1) + f ′′(η2) + · · ·+ f ′′(ηm) = mf ′′(η)

Dohromady dostaneme pro chybu složeného lichoběžńıkového pravidla

E = −h3

12
mf ′′(η) = −(b− a)3

12 m3
mf ′′(η) = −(b− a)3

12 m2
f ′′(η). (6.15)

Podobně jako u chyby interpolace je prakticky nemožné určit bod η. Lze-li nalézt M2 =
maxt∈<a,b> |f ′′(t)|, můžeme chybu alespoň shora odhadnout. Plat́ı totiž

|E| ≤ (b− a)3

12 m2
M2 (6.16)

Tento odhad lze použ́ıt též pro určeńı vhodného počtu děleńı m, chceme-li, aby chyba
integrace nepřesáhla nějaké zadané ε.

Sṕı̌se než odhad chyby se ovšem pro dosažeńı žádané přesnosti ε použ́ıvá jiný postup.
Můžeme konstruovat posloupnost L1, L2, L4, . . . Jej́ı výpočet je velmi úsporný, protože
všechny funkčńı hodnoty použité v nějakém Lm se použij́ı i při výpočtu L2m. Plat́ı

L2m =
1

2
Lm +

b− a

2m

(
f(x1) + f(x3) + · · ·+ f(x2m−1)

)
,

kde v závorce je pouze součet funkčńıch hodnot v nových děĺıćıch bodech, které p̊uvodńı
děleńı zjemňuj́ı.
Výpočet zastav́ıme, jakmile je splněna podmı́nka |L2m − Lm| < ε.
(Splněńım této podmı́nky ale neńı zaručeno, že se L2m od přesné hodnoty integrálu lǐśı o
méně než ε.)

Zcela analogicky jako složené lichoběžńıkové pravidlo můžeme odvodit složené Simpso-
novo pravidlo.
Interval < a, b > rozděĺıme na sudý počet m d́ılk̊u délky h = b−a

m
a postupně na dvojićıch

sousedńıch d́ılk̊u použijeme jednoduché Simpsonovo pravidlo.
Po úpravě dostaneme∫ b

a

f(x) dx
.
= (6.17)

.
=

h

3

(
f(x0) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) + · · ·+ 2f(xm−2) + 4f(xm−1) + f(xm)

)
= Sm

Pro odhad chyby E se použije vzorec 6.11 a podobné úvahy jako při odvozováńı chyby
složeného lichoběžńıkového pravidla. Vyjde

E = −(b− a)5

180 m4
f (4)(η), (6.18)

η ∈ [a, b].
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Př́ıklad 6.1 Vypočtěte přiblǐznou hodnotu integrálu

∫ 2

0

e−x2

dx pomoćı složeného lichoběžńıkového

pravidla pro m = 4. Odhadněte, jaké nanejvýš chyby se při tomto výpočtu dopust́ıme.

Řešeńı: Dosad́ıme do vzorce 6.14. Délka kroku h je v tomto př́ıpadě 2−0
4

= 0, 5. Přibližná
hodnota integrálu je tedy

L4 = 0, 5 ·
(

1
2
f(0) + f(0, 5) + f(1) + f(1, 5) + 1

2
f(2)

)
=

= 0, 5 ·
(

1
2
e0 + e−0,25 + e−1 + e−2,25 + 1

2
e−4
)

.
= 0, 8806

Odhad chyby dostaneme pomoćı vzorce 6.16.
Muśıme vypoč́ıtat druhou derivaci funkce f(x) = e−x2

. Ta vyjde f ′′(x) = e−x2
(4x2 − 2).

Nyńı najdeme maximum jej́ı absolutńı hodnoty na intervalu < 0, 2 > . Využit́ım poznatk̊u
z prvńıho semestru matematiky zjist́ıme, že funkce f ′′(x) nabývá lokálńıho minima v

bodě x = 0 a lokálńıho maxima v bodech x = ±
√

6
2

. Nás však zaj́ımá maximum absolutńı
hodnoty na intervalu < 0, 2 > . Vypočteme hodnoty f ′′ ve všech

”
podezřelých” bodech:

f ′′(0) = −2 f ′′(

√
6

2
)

.
= 0, 89 f ′′(2)

.
= 0, 26

V absolutńı hodnotě je z těchto č́ısel největš́ı −2, tedy M2 = | − 2| = 2.

Celkem je tedy absolutńı hodnota chyby nanejvýš rovna (2−0)3

12·42 · 2 = 1
12

= 0, 0833

Př́ıklad 6.2 Zjistěte, jakou délku kroku je třeba zvolit při výpočtu integrálu

∫ 2

0

e−x2

dx

(téhož jako v př́ıkladu 6.1) pomoćı složeného lichoběžńıkového pravidla, chceme-li, aby
chyba integrace nebyla věťśı než 0, 001.

Řešeńı: Přehledněǰśı je naj́ıt nejprve vhodný počet děleńı m, z něj již délku kroku urč́ıme
snadno.

Vı́me, že pro chybu E plat́ı |E| ≤ (b− a)3

12 m2
M2. V př́ıkladu 6.1 jsme zjistili, že M2 = 2.

Najdeme-li m tak, aby výraz na pravé straně předchoźı nerovnosti byl menš́ı než 0, 001,
bude zaručeno, že i chyba E bude dostatečně malá. Má tedy platit

(2− 0)3

12 m2
· 2 ≤ 0, 001

Odtud snadno dostaneme, že

m2 ≥ 8 · 2
12 · 0, 001

m ≥ 36, 51

Zvoĺıme-li tedy m = 37 (nebo jakékoli větš́ı), je zaručeno, že chyba bude menš́ı než 0,001.
Hledaná délka kroku může být tedy 2

37
.

Poznamenejme, že takto źıskaný počet děleńı m může být zbytečně velký. V tomto
př́ıkladu by ve skutečnosti pro dosažeńı zadané přesnosti stačilo už m = 5 - to ale bez zna-
losti přesné hodnoty integrálu nejsme schopni rozeznat. S počtem děleńı źıskaným právě
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předvedeným postupem máme sice možná v́ıce práce, ale zato jistotu, že výsledek bude
dost přesný.

Poznámka. Kromě Newton-Cotesových kvadraturńıch vzorc̊u existuje i mnoho daľśıch.
Důležité jsou např. Gaussovy kvadraturńı formule. V nich se přibližná hodnota integrálu
opět poč́ıtá jako lineárńı kombinace funkčńıch hodnot,∫ b

a

f(x) dx
.
=

n∑
i=0

Hif(xi).

Koeficienty Hi ∈ R a uzly xi ∈< a, b > jsou určeny tak, aby vzorec byl přesný pro
integrováńı polynomů do stupně 2n + 1 včetně.

Poznámka. Numerický výpočet neurčitého integrálu
∫

f(x) dx spoč́ıvá v nalezeńı
funkce y(x) =

∫ x

x0
f(t) dt.

Tato úloha je ekvivalentńı s nalezeńım řešeńı Cauchyovy počátečńı úlohy

y′ = f(x), y(x0) = 0.

Metodám numerického řešeńı takovýchto úloh bude věnována kapitola 7.

7 Numerické řešeńı diferenciálńıch rovnic

Bude doplněno.

7.1 Počátečńı úlohy

7.2 Okrajové úlohy
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Část II

PRAVDĚPODOBNOST

8 Pravděpodobnostńı modely

Nyńı se ve studiu přeneseme někam trochu jinam - opust́ıme numerické metody a vrhneme
se do studia pravděpodobvnosti. Ćılem této kapitoly je představit čtenáři čtyři základńı
pojet́ı pravděpodobnosti, která jsou už́ıvána v technické praxi. Uvid́ıme, že pojet́ı 7.1
je speciálńım př́ıpadem pojet́ı 8.3 a pojet́ı 8.2 speciálńım př́ıpadem pojet́ı 8.4. Důležitý
je pojem náhodné veličiny (náhodné proměnné) X. Popsat, jak se veličina X chová, je
úkolem teorie pravděpodobnosti.

Co je to pravděpodobnost? Souběžně v tomto textu se mluv́ı i o statistice, tedy druhá
otázka, která s tou prvńı souviśı, je: Co je to statistika?. Statistika a pravděpodobnost
jsou jako dvě strany jedné mince. Teorie pravděpodobnosti se ptá: Pokud vycháźıme z
konkrétńıho stavu světa, jaké d̊usledky budou pravděpodobně následovat? A teorie sta-
tistiky se ptá: Pokud vycháźıme z jisté skupiny d̊usledk̊u (např. měřeńı), jaký stav světa
asi tyto d̊usledky zp̊usobil?

Př́ıklad 8.1 Hážeme hraćı kostkou. Pokud je kostka z homogenńıho materiálu (vycháźıme
z určitého stavu světa), tj. je regulérńı hraćı kostka a neńı falešná, pravděpodobnost, že
padne šestka (=určitý d̊usledek), je rovna 1

6
. Tj. usuzujeme, že šestka padne asi v 1

6
·100 =

16, 66% př́ıpad̊u hodu kostkou. To je pravděpodobnost.
Kdyby naopak nám ze 150 hod̊u kostkou šestka padla ve 47 př́ıpadech (= měřeńı), usoudili
bychom, že bud’ se jedná o náhodu, že šestka padala v 47

150
·100 = 31, 33% hod̊u, nebo kostka

neńı homogenńı a obsahuje nějaké ol̊uvko, které ji nut́ı k tomu, aby šestka padala častěji
(usuzujeme na určitý stav světa). To je statistika.
Tématem této ilustrace byla náhodná veličina X, která udává, jaký počet ok padne při
hodu kostkou.

Dř́ıve než představ́ıme jednotlivá pojet́ı pravděpodobnosti, muśıme zavést určité označeńı.
Ṕısmeno Ω bude značit množinu všech hodnot, kterých náhodná veličina X může nabývat.
Bude to zpravidla množina všech možných výsledk̊u experimentu nebo hry. Velkými
ṕısmeny (např. A, B, . . .) budeme označovat nějaké podmnožiny množiny Ω a budeme
jim ř́ıkat náhodné jevy. Když řekneme, že nastal jev A, budeme t́ım rozumět, že náhodná
veličina X nabývá hodnoty z množiny A. Symbol P (A) bude označovat pravděpodobnost,
že nastane jev A. Pravděpodobnost splňuje následuj́ıćı vlastnosti:

(i) 0 ≤ P (A) ≤ 1.

(ii) Ω označuje jev jistý, jehož pravděpodobnost je P (Ω) = 1, prázdná množina ∅ zna-
mená jev nemožný, pro který P (∅) = 0.
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(iii) Pokud náhodné jevy A1, A2, . . . , An jsou po dvou disjunktńı, tj. Ai∩Aj = ∅ pro i 6= j,
pak pravděpodobnost jejich sjednoceńı je rovna součtu jednotlivých pravděpodobnost́ı,
tj.

P (A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An) = P (A1) + P (A2) + · · ·+ P (An).

Dále A = Ω−A znamená opačný jev k jevu A. Jev A tedy nastane, pokud nenastane jev
A. Sjednoceńı jev̊u A∪B znamená, že nastane aspoň jeden z jev̊u A, B. Pr̊unik jev̊u A∩B
ř́ıká, že jevy A, B nastanou současně. Z vlastnost́ı (i) až (iii) lze odvodit daľśı d̊uležité
vztahy, které plat́ı:

(iv) P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).

(v) Pokud A ⊆ B, tak P (A) ≤ P (B).

(vi) P (A) = 1− P (A).

To jsme tedy charakterizovali pravděpodobnost a můžeme se pustit do studia jednotlivých
typ̊u pravděpodobnostńıch model̊u.

8.1 Klasická pravděpodobnost

Vážeńı přátelé, ano. Důvodem vzniku pravděpodobnosti je rozvoj hazardńıch her. To je
tzv. klasické pojet́ı. Klasická pravděpodobnost jevu A se definuje jako pod́ıl počtu
př́ıznivých výsledk̊u (=hodnot lež́ıćıch v množině A= počtu prvk̊u množiny
A) ku počtu všech možných výsledk̊u (= počtu prvk̊u množiny Ω). Označ́ıme-li
počet prvk̊u množiny svislými čarami, plat́ı

P (A) =
|A|
|Ω|

(svislé čáry označuj́ı počet prvk̊u množiny).

Př́ıklad 8.2 Uvažujme jednoduchou hazardńı hru, která spoč́ıvá v hodu minćı dvakrát
za sebou. Přitom náhodná veličina (X, Y ) neudává vzdálenost, do které jsme minci ho-
dili, nýbrž vš́ımá si, kolikrát a v jakém pořad́ı padl na minci rub nebo ĺıc. Jedná se
vlastně o dvourozměrnou veličinu - jej́ı prvńı souřadnice X charakterizuje prvńı hod,
druhá souřadnice Y druhý hod mince. Množina všech možných výsledk̊u je zde Ω =
{(L, R), (R,L), (L, L), (R,R)}. Když jev A např́ıklad znamená, že v naš́ı hře padl ĺıc při
prvńım hodu, tento výsledek nastane ve dvou př́ıpadech: A = {(L, R), (L, L)}. Tedy

P (A) =
|A|
|Ω|

=
2

4
= 0, 5.

To znamená, že když naši jednoduchou hru budeme několikrát opakovat, tak pokud mince
neńı falešná a je dobře vyvážená, jev A nastane přiblǐzně v 50% př́ıpad̊u.
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Důležitý je následuj́ıćı rámeček, kde je charakterizováno, kdy lze klasickou pravděpodobnost
použ́ıt:

Klasickou pravděpodobnost můžeme už́ıt jen tehdy, když Ω (= množina všech
možných výsledk̊u pokusu) je konečná a všechny výsledky hry nebo pokusu

nastávaj́ı se stejnou pravděpodobnost́ı (= jsou stejně pravděpodobné).

Př́ıklad 8.3 Uvažujme jednoduchý experiment třech hod̊u minćı. Jaká je pravděpodobnost
jevu A = dvakrát padne ĺıc a jednou rub (přitom nezálež́ı na pořad́ı, ve kterém padnou)?

Řešeńı: Množina všech možných výsledk̊u experimentu je

Ω = {LLL,LLR, LRL,RLL, LRR, RLR, RRL, RRR}.
Množinu A lze psát A = {LLR, LRL,RLL}. Podle definice klasické pravděpodobnosti tedy
P (A) = 3

8
= 0.375.

Aby bylo vidět, že klasickou pravděpodobnost lze už́ıt i k něčemu praktičtěǰśımu, zavedeme
pojem podmı́něné pravděpodobnosti. O co se jedná, vysvětĺım na př́ıkladu.

Př́ıklad 8.4 Ze 120 student̊u v přednáškové skupině jich 90 spočetlo př́ıklady zadané
za dobrovolnou domáćı samostatnou práci. Pak 75 student̊u složilo zkoušku v řádném
termı́nu, z toho 70 bylo těch, co spoč́ıtali zadané př́ıklady. Student XY se přǐsel ze-
ptat na výsledek zkoušky. Zkoušej́ıćı jej nezná, ale XY prozrad́ı, že si spoč́ıtal zadané
př́ıklady. Zkoušej́ıćı nešt’astnou náhodou zapomněl zkouškovou zprávu doma, ale na základě
předchoźıch souhrnných údaj̊u (které zná zpaměti) studentovi je schopen ř́ıct pravděpodobnost,
s jakou složil zkoušku. Určete ji i vy.

Řešeńı: Označme S = náhodně vybraný student spoč́ıtal zadané př́ıklady; Z = náhodně
vybraný student složil zkoušku. Naš́ım úkolem je určit podmı́něnou pravděpodobnost
P (Z|S) (čti: podmı́něná pravděpodobnost jevu Z, pokud už v́ıme, že nastala podmı́nka S;
podmı́nku S při tomto typu zápisu ṕı̌seme vždy za svislou čarou). Abychom tuto podmı́něnou
pravděpodobnost mohli určit, zcela zapomeneme ty studenty, kteř́ı nesplňuj́ı podmı́nku, o
které v́ıme, že už nastala - zúž́ıme tedy své daľśı uvažováńı pouze na množinu těch 90
student̊u, kteř́ı spoč́ıtali zadané př́ıklady. Pak v duchu klasické pravděpodobnosti použité
na těchto 90 student̊u dostáváme

P (Z|S) =
70

90
= 0.778 =

|Z ∩ S|
|S|

.

v rámci hesla
”
vyjádři jednoduchou skutečnost tak, aby j́ı nikdo nerozumněl” nyńı ještě

uprav́ıme posledńı zlomek v př́ıkladu tak, že čitatele i jmenovatele vyděĺıme hodnotou |Ω|
(koneckonc̊u je to povolená úprava, takže si to můžeme dovolit):

P (Z|S) =
|Z ∩ S|
|S|

=

|Z∩S|
|Ω|
|S|
|Ω|

=
P (Z ∩ S)

P (S)
.
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Posledńı vztah v předchoźım odvozeńı se uvád́ı jako základńı vzorec pro výpočet podmı́něné
pravděpodobnosti:

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
. (8.1)

Porovnáńım pravděpodobnost́ı P (Z) = 75
120

= 0.625 a P (Z|S) = 0.778 vid́ıme, že spoč́ıtáńı
domáćı úlohy naznačuje, že student dopadl u zkoušky lépe. Podmı́něná pravděpodobnost
udává, jak se změńı P (Z) dodáńım podmı́nky S, tj. jakým zp̊usobem ovlivńı podmı́nka
S pravděpodobnost jevu Z.

Někdy dodáńı daľśı podmı́nky pravděpodobnost jevu neovlivńı - pak ř́ıkáme, že jev A
je na podmı́nce B nezávislý, nebo že jevy A, B jsou nezávislé:

P (A|B) = P (A)

Př́ıklad 8.5 V situaci z př́ıkladu 8.3 sestává 120 student̊u, o kterých je řeč, z 24 d́ıvek (z
nichž 15 složilo zkoušku) a 96 kluk̊u (z nichž 60 složilo zkoušku). Záviśı úspěch u zkoušky
na tom, zda je student d́ıvka nebo kluk?

Řešeńı. Označme D = náhodně vybraný student je d́ıvka; K = náhodně vybraný student
je kluk. Pak

P (Z|D) =
P (Z ∩D)

P (D)
=

15
120
24
120

= 0.625 = P (Z);

P (Z|K) =
P (Z ∩K)

P (K)
=

60
120
96
120

= 0.625 = P (Z).

Vid́ıme, že jev Z nezáv́ıśı na jevu D, ani na jevu K. Tj. úspěch u zkoušky nezáviśı na
tom, zda je student d́ıvka nebo kluk.

Zat́ım se zdálo, že dosazovat do vzorce 8.1 je poněkud vykonstruované, protože dosazujeme
dva stejné jmenovatele, které pak zkrát́ıme, ale tento vztah má skutečně užit́ı - např́ıklad
lze z něj zase něco odvodit, a sice vztah pro výpočet pr̊uniku dvou jev̊u:

P (A ∩B) = P (A) · P (B|A); (8.2)

a protože při operaci pr̊uniku nezálež́ı na pořad́ı množin, plat́ı též

P (A ∩B) = P (B ∩ A) = P (B) · P (A|B).

Zkrátka a dobře, při výpočtu pravděpodobnosti pr̊uniku jev̊u lze použ́ıt libovolný ze dvou
právě uvedených vzorc̊u podle toho, do kterého umı́me jednodušeji dosadit. Pokud jevy
A, B jsou nezávislé, na základě toho, co už bylo řečeno, v́ıme, že plat́ı

P (A ∩B) = P (A) · P (B). (8.3)
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Př́ıklad 8.6 Semináře se účastńı šest lid́ı, z toho čtyři muži a dvě ženy. Během prvńıch
šesti týdn̊u semináře má každý účastńık jednou vystoupit s referátem. Pořad́ı referát̊u je
sestaveno náhodně, tj. každý týden je náhodně vybrán jeden z těch, co ještě nereferovali.
Jaká je pravděpodobnost, že prvńı dva týdny budou mı́t referát ženy?

Řešeńı: Označme F1 = prvńı týden má referát žena, F2 = druhý týden má referát žena.
Pak podle vzorce 8.2 P (F1 ∩ F2) = P (F1) · P (F2|F1). Podle klasické pravděpodobnosti
P (F1) = 2

6
. Při výpočtu P (F2|F1) muśıme brát v úvahu platnost podmı́nky, že prvńı týden

byla vybrána žena. Proto tedy druhý týden m̊užeme vybrat už jen z pěti kandidát̊u pouze
zbývaj́ıćı ženu, co ještě nereferovala, tj. P (F2|F1) = 1

5
. Celkem P (F1∩F2) = 2

6
· 1

5
= 0.066.

Př́ıklad 8.7 Současně hážeme kostkou i minćı. Jaká je pravděpodobnost, že na kostce
padne pětka a na minci současně padne ĺıc?

Řešeńı: Protože hod minćı je nezávislý na hodu kostkou, využijeme vztah 8.3:

P (5 ∩ L) = P (5) · P (L) =
1

6
· 1

2
= 0.083.

Zat́ım jsme se stále nevzdálili od celkem nepraktického házeńı kostkou nebo minćı. Ale jak
už to bývá, abychom se přibĺıžili popisu složitěǰśıch skutečnost́ı, budeme muset ještě proj́ıt
trochu složitěǰśı teorie. Uvažujte se mnou následuj́ıćı situaci: Ω stále znač́ı množinu všech
možných výsledk̊u experimentu (z nichž každý nastává se stejnou pravděpodobnost́ı).
Vezměme libovolné disjunktńı pokryt́ı množiny Ω - t́ım rozumı́me takový systém
podmnožin H1, H2, . . . , Hk množiny Ω, kde

Hi ∩Hj = ∅ pro i 6= j, a dále
k⋃

i=1

Hi = Ω.

Čili množinu Ω jsme rozdělili na disjunktńı systém podmnožin. Když nyńı vezmeme libo-
volnou podmnožinu A množiny Ω, plat́ı následuj́ıćı bizarńı vztah:

A = (H1 ∩ A) ∪ (H2 ∩ A) ∪ . . . ∪ (Hk ∩ A), (8.4)

slovně vyjádřeno - množina A má s každou z množin H1, . . . , Hk nějaký pr̊unik (třeba i
prázdný), a když se všechny ty pr̊uniky sjednot́ı, dostaneme zase množinu A. Kdo tomu
nevěř́ı, at’ si nakresĺı obrázek třeba pro k = 4 (nakreslete nejprve množinu Ω, pak ji
rozdělte na disjunktńı systém množin H1, H2, H3, H4, a nakonec množinu A).

Využijme nyńı pro výpočet P (A) bizarńıho vztahu 8.4:

P (A) = P (H1 ∩ A) + P (H2 ∩ A) + · · ·+ P (Hk ∩ A) =

= P (H1) · P (A|H1) + P (H2) · P (A|H2) + · · ·+ P (Hk) · P (A|Hk)

(prvńı rovnost plat́ı na základě vlastnosti (iii) pravděpodobnosti disjunktńıho sjednoceńı
z úvodu kapitoly, druhá rovnost je pouze přepis s využit́ım vzorce 8.2). Uvedený vztah se
nazývá věta o úplné pravděpodobnosti - přepǐsme jej ještě jednou:

P (A) = P (H1) · P (A|H1) + P (H2) · P (A|H2) + · · ·+ P (Hk) · P (A|Hk). (8.5)
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Úplná pravděpodobnost zde je právě P (A), kterou dostaneme součtem jistých d́ılč́ıch
pravděpodobnost́ı - odtud název věty. Na otázku, k čemu je tento vztah dobrý, od-
pov́ıdám, že paradoxně je někdy jednodušš́ı vypoč́ıtat P (A) pomoćı tohoto vzorce, protože
pravděpodobnosti P (Hi) a P (A|Hi) jsou celkem snadno zjistitelné.

Př́ıklad 8.8 Ze zkušenosti se v́ı, že Tomáš zasáhne basketbalový koš s pravděpodobnost́ı
0.8, Jana s pravděpodobnost́ı 0.5 a Honza s pravděpodobnost́ı 0.4. Jaká je pravděpodobnost,
že náhodně vybraný hráč tref́ı koš?

Řešeńı. Kĺıčem úspěchu těchto a podobných př́ıklad̊u je všechny jevy si dobře označit. To
někdy studenti podceńı, rychle něco spočtou, a pak nev́ı, co vlastně spočetli - tak se snadno
vyrob́ı chyba. Nejprve muśıme označit disjunktńı pokryt́ı množiny možných výsledk̊u: H1

= vybraný hráč je Tomáš, H2 = vybraný hráč je Jana, H3 = vybraný hráč je Honza. To
je disjunktńı pokryt́ı - jednotlivé situace se navzájem vylučuj́ı (nemohou nastat současně)
a žádná daľśı situace nastat nem̊uže. Dále A = náhodně vybraný hráč tref́ı koš. Protože
P (H1) = P (H2) = P (H3) = 1

3
, známe vše potřebné pro dosazeńı do vzorce:

P (A) = P (H1) · P (A|H1) + P (H2) · P (A|H2) + P (H3) · P (A|H3) =

=
1

3
· 0.8 +

1

3
· 0.5 +

1

3
· 0.4 = 0.566.

Ten, kdo na předchoźı př́ıklad přǐsel i bez vzorce 8.5, necht’ prośım promine, že se snaž́ım
zamlžit jednoduché skutečnosti složitými vzorci. Ono se opravdu jedná o prosté úvahy
vyplývaj́ıćı z vlastnost́ı pravděpodobnosti.

A ještě posledńı odvozeńı na téme klasické pravděpodobnosti: kombinaćı vzorce pro
podmı́něnou pravděpodobnost, pravděpodobnost pr̊uniku a věty o úplné pravděpodobnosti
dostamneme:

P (Hi|A) =
P (Hi ∩ A)

P (A)
=

P (Hi) · P (A|Hi)

P (H1) · P (A|H1) + P (H2) · P (A|H2) + · · ·+ P (Hk) · P (A|Hk)

Tento vzorec se nazývá Bayes̊uv vzorec - přepǐsme jej ještě jednou:

P (Hi|A) =
P (Hi) · P (A|Hi)

P (H1) · P (A|H1) + P (H2) · P (A|H2) + · · ·+ P (Hk) · P (A|Hk)
(8.6)

Př́ıklad 8.9 Vı́me, že pravděpodobnost, že Honza na pálce při baseballu dobře odpáĺı mı́č,
je 0.1. Pravděpodobnost, že kdokoli jiný z jeho týmu dobře odpáĺı, je rovna 0.3. Z rádia se
dov́ıdáme, že Honz̊uv tým je na pálce, a slyš́ıme: Je to zásah! Jaká je pravděpodobnost, že
rozhlasový reportér mluv́ı o Honzovi (v jednom týmu je celkem devět hráč̊u)?

Řešeńı: Jádrem správného použit́ı Bayesova vzorce je nalezeńı disjunktńıho pokryt́ı a
označeńı jevu A - zbytek už jen spoč́ıvá v dosazeńı. Tak tedy: H1 = Honza je na pálce, H2

= někdo jiný z Honzova týmu je na pálce. Tyto dva jevy tvoř́ı disjunktńı pokryt́ı, protože
vyčerpávaj́ı všechny situace, které nás zaj́ımaj́ı, a přitom nemohou nastat současně. Dále
A = Honz̊uv tým zasáhl mı́č. Naš́ım úkolem je zjistit P (H1|A):

P (H1|A) =
P (H1) · P (A|H1)

P (H1) · P (A|H1) + P (H2) · P (A|H2)
=

1
9
· 0.1

1
9
· 0.1 + 8

9
· 0.3

= 0.04.
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Složitěǰśı využit́ı Bayesova vzorce prob́ırá následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 8.10 Výrobce dodává sv̊uj produkt v sadách o pevném počtu kus̊u. Dı́ky poruchám
ve výrobńım procesu je v některých sadách nepřijatelné množstv́ı zmetk̊u. Pravděpodobnost
výskytu této špatné sady (se zmetkovitost́ı 15%) je P (B) = 0.05, kdežto dobré sady (se
zmetkovitost́ı 4%) P (G) = 0.95. Výrobce v́ı, že prodej špatné sady m̊uže být pokutován.
Samozřejmě si m̊uže myslet, že pravděpodobnost výroby špatné sady je tak malá, že m̊uže k
dodávce zvolit jakoukoliv sadu. Ale pokud provede kontrolu např. pěti výrobk̊u z dané sady,
tato dodatečná informace m̊uže ovlivnit jeho rozhodnut́ı (jedná se o tzv. aposteriorńı
Bayesovské rozhodováńı, aposteriori = po (provedeńı kontroly, experimentu, apod.) -
na rozd́ıl od apriorńıho rozhodnut́ı, apriori = před). Označ́ıme-li

Y0 = z pěti kontrolovaných výrobk̊u dané sady jsou všechny v pořádku;

Y1 = z pěti kontrolovaných výrobk̊u dané sady je jeden zmetek;

Y2 = z pěti kontrolovaných výrobk̊u dané sady jsou dva zmetky;

Y3 = z pěti kontrolovaných výrobk̊u dané sady jsou tři zmetky;

Y4 = z pěti kontrolovaných výrobk̊u dané sady jsou čtyři zmetky;

Y5 = z pěti kontrolovaných výrobk̊u dané sady je všech pět vadných,

vypočtěte P (G|Yi) pro i = 0, 1, . . . , 5.

Řešeńı. Př́ıslušná apriorńı pravděpodobnost je P (G) = 0.95. Vypočteme nyńı aposteriorńı
pravděpodobnosti, které v sobě obsahuj́ı už výsledek kontroly pěti výrobk̊u z dané sady.
Př́ıslušné disjunktńı pokryt́ı je právě B = daná sada je špatná (bad), G = daná sada je
dobrá (good). Využijeme tedy Bayesova vzorce

P (G|Yi) =
P (G) · P (Yi|G)

P (G) · P (Yi|G) + P (B) · P (Yi|B)

(pro zmateńı nepř́ıtele index i v celém vzorci z̊ustává stejný). Pak počet zmetk̊u v dobré
sadě z pěti vybraných má rozděleńı Bi(N = 5, p = 0.04), počet zmetk̊u ve špatné sadě z pěti
vybraných rozděleńı Bi(N = 5, p = 0.15). Pomoćı těchto model̊u urč́ıme pravděpodobnosti
P (Yi|B), P (Yi|G). Dosazeńım máme

P (G|Y0) =
0.95 · 0.965

0.95 · 0.965 + 0.05 · 0.855
= 0.972;

P (G|Y1) =
0.95 ·

[(
5
1

)
· 0.04 · 0.964

]
0.95 ·

[(
5
1

)
· 0.04 · 0.964

]
+ 0.05 ·

[(
5
1

)
· 0.15 · 0.854

] = 0.892;

P (G|Y2) = 0.661;

P (G|Y3) = 0.315;

P (G|Y4) = 0.098;

P (G|Y5) = 0.025.
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Vid́ıme tedy, že rostoućı počet zmetk̊u ve výběru podstatně měńı p̊uvodńı apriorńı pravděpodobnost
P (G) = 0.95. Kdyby např́ıklad při kontrole pěti výrobk̊u byly už čtyři vadné, jedná se o
dobrou sadu s pravděpodobnost́ı menš́ı než jedna desetina a výrobce by měl raději k dodávce
zvolit sadu jinou.

Předchoźı př́ıklad rozeb́ırá teoretické zázemı́ za jistým typem podnikové či firemńı kontroly
- přinejmenš́ım dobrá ukázka toho, že i pomoćı klasické pravděpodobnosti lze popsat určité
situace praxe.

8.2 Geometrická pravděpodobnost

Př́ıklad 8.11 Honza a Marek se domluvili, že se setkaj́ı na jistém mı́stě mezi osmou a
devátou hodinou, kam každý z nich v tu dobu přijde. Ale řekli si, že ten, kdo přijde prvńı,
bude na toho druhého čekat jen 15 minut, a pak odejde. Jaká je pravděpodobnost, že se
setkaj́ı?

Řešeńı: Označme
8 + x . . . čas př́ıchodu Honzy (v hodinách);
8 + y . . . čas př́ıchodu Marka.
Vı́me, že oba přijdou určitě do dev́ıti hodin, tedy 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1. Každý výsledek je-
jich př́ıchodu lze vyjádřit jako uspořádanou dvojici (x, y), což lze znázornit - a uvid́ıme, že
to bude pomoćı - jako bod v rovině, jehož obě souřadnice lež́ı v intervalu < 0, 1 >. Všechny
tyto body modeluj́ıćı možný výsledek př́ıchod̊u vytvářej́ı tedy čtverec v rovině. Tento čtverec
Ω = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} je množinou všech možných výsledk̊u dané situace
(viz obrázek 8.1).

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrázek 8.1: K př. 8.11: Množina všech možných výsledk̊u.

Počet všech možných př́ıpad̊u je sice nekonečný, ale jsme schopni spoč́ıtat obsah čtverce:
S(Ω) = 1 · 1 = 1.

Označme dále

A . . . Honza a Marek se setkaj́ı

Př́ıznivým př́ıpad̊um jevu A odpov́ıdaj́ı ty př́ıchody (x, y) obou student̊u, ve kterých se



Matematika 3 86

x od y lǐśı nanejvýš o 15 minut, což je asi 1
4

hodiny. Pro tyto
”
př́ıznivé” body čtverce Ω

tedy muśı platit nerovnost

|y − x| ≤ 1

4
.

Vyřešme tuto nerovnost. Při odstraňováńı absolutńı hodnoty muśıme rozlǐsit dvě situace:

• Pro y − x ≥ 0 se znaménka neměńı, tj y − x ≤ 1
4
, odtud y ≤ x + 1

4
.

• Pro y− x < 0 muśıme při odstraňováńı absolutńı hodnoty na levé straně nerovnosti
změnit znaménka: −y + x ≤ 1

4
, odtud y ≥ x− 1

4
.

Body splňuj́ıćı některou z uvedených dvou situaćı lze znázornit vyšrafovanou část́ı na
obrázku 8.2:

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

0.2 0.4 0.6 0.8 1x

Obrázek 8.2: K př. 8.11: Množina všech př́ıznivých výsledk̊u.

Jev A lze tedy vyjádřit jako množinu bod̊u v rovině:

A = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, y ≤ x +
1

4
, y ≥ x− 1

4
}.

Př́ıznivých př́ıpad̊u je také nekonečně mnoho, ale jsme schopni vypoč́ıtat mı́ru této ne-
konečnosti, konkrétně řečeno obsah množiny A: nejjednodušeji S(A) vypočteme z gra-
fického znázorněńı na obrázku 8.2, když budeme brát v úvahu rozděleńı čtverce Ω na
šestnáct menš́ıch čtverečk̊u o straně délky 1

4
. Je vidět, že množina A zab́ırá plochu sedmi

z těchto čtverečk̊u, a protože S(Ω) = 1, máme S(A) = 7
16
· S(Ω) = 7

16
.

Pravděpodobnost jevu A ted’ urč́ıme jako pod́ıl mı́ry množiny př́ıznivých př́ıpad̊u a mı́ry
množiny všech možných př́ıpad̊u:

P (A) =
S(A)

S(Ω)
=

7
16

1
=

7

16
.

V tomto př́ıkladu jsme se zabývali opět dvourozměrnou veličinou (X,Y ), aby byl krásně
zřetelný geometrický rozměr tohoto pravděpodobnostńıho modelu. Ovšem definováńı některých
dále uváděných pojm̊u pro v́ıcerozměrné veličiny by zabralo čas. Zkrátka a dobře, t́ımto
př́ıkladem v našem krátkém šestipřednáškovém kursu pravděpodobnosti dvourozměrné veličiny
opust́ıme. Spokoj́ıme se s faktem, že existuj́ı, a necháme je na pokoji.
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V právě uvedeném př́ıkladu jsme už nepoužili klasickou pravděpodobnost, ale jakési jej́ı
přirozené rozš́ı̌reńı - geometrickou pravděpodobnost. Protože počty prvk̊u množin A a Ω
jsou nekonečné, nelze je dosazovat do zlomku. Ale pokud mı́sto počtu prvk̊u dosazujeme
mı́ry množin, pod́ıl

P (A) =
m(A)

m(Ω)

má vlastnosti pravděpodobnosti. Geometrickou pravděpodobnost jevu A definu-
jeme jako pod́ıl mı́ry množiny př́ıznivých výsledk̊u (=mı́ry množiny A) a mı́ry
množiny všech možných výsledk̊u (= mı́ry množiny Ω). Vzhledem k tomu, že mı́ra
množiny je velmi složitý pojem, jehož přesné zavedeńı by zabralo i několik přednášek, spo-
kojme se s tvrzeńım, že mı́rou intervalu rozumı́me jeho délku, mı́rou části roviny rozumı́me
jej́ı obsah a mı́rou části prostoru jej́ı objem.

Ovšem nesmı́me zde zapomenout zd̊uraznit (pěkně do rámečku), ve kterých př́ıpadech
lze geometrickou pravděpodobnost použ́ıt:

Geometrickou pravděpodobnost můžeme už́ıt jen tehdy, když Ω (= množina všech
možných výsledk̊u pokusu) je nekonečná a všechny výsledky hry nebo pokusu

nastávaj́ı se stejnou pravděpodobnost́ı (= jsou stejně pravděpodobné).

Přiznávám se, že v právě uvedeném rámečku jsem se dopustil nepřesnosti ve slově
”
ne-

konečná”. Množina Ω muśı být nespočetně nekonečná oblast kladné mı́ry (pojem oblasti
viz 1.ročńık - diferenciálńı a integrálńı počet funkćı v́ıce proměnných),

V obou dosud uvažovaných modelech se vyskytovala d̊uležitá podmı́nka, že každé dva
r̊uzné výsledky jisté situace muśı být stejně pravděpodobné. To ovšem někdy neńı skutečnost́ı,
a d́ıky tomu vznikly daľśı dva modely pro popis pravděpodobnosti.

8.3 Diskrétńı pravděpodobnost

Už jsme v teorii pravděpodobnosti tak zběhĺı, že můžeme zač́ıt i třeba něč́ım tak d̊uležitým,
jako je rámeček:

Diskrétńı pravděpodobnost můžeme už́ıt tehdy, když Ω (= počet všech
možných výsledk̊u pokusu) je konečná (Ω = {ω1, ω2, . . . , ωk})

nebo spočetná (Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn, ωn+1, . . .});
přitom výsledky wi nemuśı nastat se stejnou pravděpodobnost́ı.

Muśı ovšem vždy platit, že
∑

ωi∈Ω P (ωi) = 1.

Jednotlivé elementárńı výsledky experimentu v př́ıpadě diskrétńı pravděpodobnosti mo-
hou, ale nemuśı být stejně pravděpodobné. Diskrétńı pravděpodobnost jevu A de-
finujeme jako součet pravděpodobnost́ı těch elementárńıch jev̊u ωi, které jsou
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prvky množiny A:

P (A) =
∑
ωi∈A

P (ωi).

Takto zavedená funkce P na podmnožinách množiny Ω splňuje vlastnosti (i), (ii), (iii)
z úvodu této kapitoly, a je to tedy pravděpodobnost. Např́ıklad třeba plat́ı P (Ω) =∑

ωi∈Ω P (ωi) = 1, což je součást vlastnosti (ii).

Př́ıklad 8.12 Pravděpodobnost, že zař́ızeńı pracuje celý den bez poruchy, je rovna 1
5
. Tato

pravděpodobnost je stejná každý den a nezáviśı na tom, zda ve dnech předchoźıch došlo
k poruše nebo ne. Pravděpodobnost, že v některý den dojde k poruše, vyčerpává všechny
ostatńı situace, které mohou ten den nastat kromě bezporuchového provozu, a je tud́ı̌z
rovna 1 − 1

5
, což je 4

5
. Náhodná veličina X udává počet dn̊u nutný k tomu, aby nastala

prvńı porucha (sleduje tedy spolehlivost zař́ızeńı - hodnoty veličiny X sńı̌zené o jedničku
nám ř́ıkaj́ı, kolik dn̊u zař́ızeńı pracovalo bez poruchy).

a) Určete rozděleńı veličiny X (tj. určete elementárńı jevy ωi a jejich pravděpodobnosti
P (ωi)).

b) Vypočtěte pravděpodobnost, že k poruše zař́ızeńı nedojde prvńıch pět dńı jeho provozu.

Řešeńı:

ad a) Nejnǐzš́ı možná hodnota veličiny X, kterou m̊užeme naměřit, je hodnota 1, a
to tehdy, když k poruše zař́ızeńı dojde už prvńı den provozu. To m̊uže nastat s
pravděpodobnost́ı 4

5
. Tento fakt budeme zkráceně zapisovat

P (X = 1) =
4

5
= 0.8 (čti: pravděpodobnost, že X nabude hodnoty 1, je rovna

4

5
).

Dále m̊uže veličina X nabýt hodnoty 2 - a to tehdy, když prvńı den nedojde k poruše
(to nastane s pravděpodobnost́ı 1

5
), ale druhý den ano (a sice s pravděpodobnost́ı

4
5
). Tedy výsledná pravděpodobnost této situace je rovna součinu pravděpodobnost́ı v

jednotlivých dnech:

P (X = 2) =
1

5
· 4

5
= 0.16.

Samozřejmě se také m̊uže stát, že naměř́ıme hodnotu X = 3, a sice s pravděpodobnost́ı
1
5

(že prvńı den nedojde k poruše) krát 1
5

(že druhý den nedojde k poruše) krát 4
5

(že
k poruše dojde třet́ı den). A tak

P (X = 3) =
1

5
· 1

5
· 4

5
= 0.032.
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Teoreticky je prostě možné, že veličina X nabude jakékoli přirozené hodnoty k, a
sice s pravděpodobnost́ı

P (X = k) =
1

5
· 1

5
· . . . · 1

5︸ ︷︷ ︸
(k-1) krát

·4
5

=

(
1

5

)k−1

· 4

5
.

Např́ıklad pravděpodobnost, že veličina X nabude hodnoty 100 (tj. k prvńı poruše
dojde až po 100 dnech provozu) je sice hodně malá (P (X = 100) = 6.3 · 10−70), ale
stále ještě r̊uzná od nuly.

Právě jsme popsali rozděleńı veličiny, kde jednotlivé elementárńı hodnoty 1, 2, 3, 4, . . .
nastávaj́ı s r̊uznou pravděpodobnost́ı. Těchto hodnot je nekonečně mnoho a v́ıme, že
muśı splňovat vztah

∞∑
k=1

P (X = k) = 1,

protože pravděpodobnost všech možných př́ıpad̊u, které mohou při měřeńı veličiny X
nastat, je vždy rovna jedné - to je jedna ze základńıch vlastnost́ı pravděpodobnosti.

Veličina X se nazývá diskrétńı náhodná veličina - nikoliv proto, že je nenápadná,
ale že nabývá tzv. diskrétńıch hodnot, což jsou např́ıklad takové hodnoty, které se
lǐśı o násobek určité konstanty (v našem př́ıpadě konstanty 1). Funkce, jej́ı̌z hodnoty
jsme právě určili, se nazývá pravděpodobnostńı funkce a označuje se věťsinou
p(x), což je ještě v́ıce zkrácený zápis:

p(x) = P (X = x)

(čti: pravděpodobnost, že
”
velké X” nabývá hodnoty

”
malé x”). Od nyněǰska tedy

zálež́ı na tom, zda je napsáno velké X (kterým budeme mı́t na mysli veličinu X) nebo
malé x (označuj́ıćı jednu konkrétńı hodnotu veličiny

”
velké X”).V našem př́ıpadě

p(x) =

{ (
1
5

)x−1 · 4
5

pro x ∈ {1, 2, 3, . . .}
0 jinak.

Na obrázku 8.3 je vidět, že hodnoty jednotlivých pravděpodobnost́ı se pro rostoućı
x bĺı̌źı rychle k nule. Pokud zaokrouhlujeme výsledky na tři desetinná mı́sta (což je
přesnost postačuj́ıćı pro pravděpodobnostńı výpočty), už pro x ≥ 6 je p(x) prakticky
rovno nule.

Pro popis rozděleńı náhodných veličin se definuje tzv. distribučńı funkce F (x)
předpisem

F (x) = P (X < x).
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Obrázek 8.3: K př. 8.12: Hodnoty pravděpodobnostńı funkce p(x).

Aby nedošlo k nedorozuměńı, tento vztah čteme: hodnota funkce F v bodě
”
malé x”

je rovna pravděpodobnosti, že náhodná veličina
”

velké X” nabude hodnoty menš́ı
než

”
malé x”, tj. hodnoty z intervalu (−∞, x).

Pro diskrétńı veličinu lze dosadit do pravé strany tohoto definičńıho vztahu:

F (x) = P (X < x) =
∑
k<x

p(k).

Distribučńı funkce v našem př́ıkladu je zachycena na obrázku 8.4.

U diskrétńı veličiny je distribučńı funkce schodového tvaru - jedná se o funkci, která
je po částech konstantńı, pouze v bodech 1, 2, 3, . . . docháźı ke změně (ke schodu),
kde velikost změny (= výška schodu) v bodě k je rovna právě hodnotě p(k). Body
vyznačené na levém konci každého ze schod̊u prázdným kolečkem (na obrázku to
nelze rozeznat - jsou tam jen jakési černé tečky) naznačuj́ı, že funkčńı hodnota
distribučńı funkce v bodě schodu je definována ne v bodě prázdného kolečka, ale dole
u paty nǐzš́ıho schodu (ještě nezvýšená). Např́ıklad F (2) = 0.8. Distribučńı funkce
je tedy zleva spojitá funkce, tj.

lim
x→k

F (x) = F (k),
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Obrázek 8.4: K př. 8.12: Graf distribučńı funkce F(x) diskrétńıho rozděleńı.

kde k je bod, ve kterém docháźı ke změně výšky schodu. V našem př́ıkladu se jedná
o nekonečně dlouhé schodǐstě, ale věťsina z nekonečně mnoha schod̊u (to už obrázek
nezachycuje, ale jsou tam) za pátým schodem má velmi malou výšku.

Rozděleńı pravděpodobnosti v tomto př́ıkladu má i sv̊uj název - je to tzv. geometrické
rozděleńı s parametrem p (pozor, je to něco jiného než geometrická pravděpodobnost
- geometrická pravděpodobnost je obecný název pro celou tř́ıdu pravděpodobnostńıch
model̊u u nespočetně mnoha možných výsledk̊u, z nichž každý nastane se stejnou
pravděpodobnost́ı, kdežto geometrická pravděpodobnost je konkrétńı model diskrétńıho
typu pro nejvýše spočetně mnoho r̊uzných výsledk̊u nastávaj́ıćıch s r̊uznou pravděpodobnost́ı
- toto názvoslov́ı má sv̊uj p̊uvod v historii a ustálilo se tak, a proto by si tyto pojmy
nikdo neměl zaměnit).

ad b) Máme určit pravděpodobnost, že k poruše dojde nejdř́ıve šestý den od zahájeńı
provozu. To znamená, že k prvńı poruše m̊uže doj́ıt šestý den, sedmý den, osmý den
nebo kdykoliv později. Hledaná pravděpodobnost se tedy rovná

p = p(6) + p(7) + p(8) + · · · ,

zkrátka a dobře se jedná o součet nekonečné řady. Nekonečnou řadu někdy neńı
snadné seč́ıst - to potvrd́ı každý, kdo se o to někdy pokoušel. Ale v našem př́ıpadě
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využijeme faktu, že součet všech nenulových hodnot pravděpodobnostńı funkce je ro-
ven jedné, a mı́sto seč́ıtáńı nekonečné řady odečteme od hodnoty 1 pravděpodobnosti
těch elementárńıch jev̊u, které v této řadě nejsou obsaženy:

p =
∞∑

k=6

p(k) = 1−
5∑

k=1

p(k) = 1− (0.8 + 0.16 + 0.032 + 0.0064 + 0.00128) = 0.00032.

Vid́ıme tedy, že pravděpodobnost, že k prvńı poruše dojde nejdř́ıve šestý den, je
skutečně malá. Nicméně fintu s odečteńım zbývaj́ıćıch pravděpodobnost́ı od jedničky
si m̊užeme pamatovat - hod́ı se vždy, když t́ım ušetř́ıme počet dosazeńı do pravděpodobnostńı
funkce (a využ́ıváme ji i v př́ıpadech, kdy diskrétńı veličina nenabývá spočetného, ale
jen konečného počtu hodnot).

8.4 Spojitá pravděpodobnost

Některé veličiny nenabývaj́ı diskrétńı hodnoty, ale hodnoty z určitého intervalu reálných
č́ısel. Např́ıklad při měřeńı veličiny udávaj́ıćı teplotu vzduchu můžeme naměřit libovolnou
reálnou hodnotu z intervalu 0 až 25◦C (jsme omezeni pouze přesnost́ı svého teploměru).
Veličiny nabývaj́ıćı hodnoty z jistého intervalu se nazývaj́ı spojité náhodné veličiny.
A jejich pravděpodobnostńı zákonitosti popisuje spojité rozděleńı pravděpodobnosti.

Spojité rozděleńı k popisu veličiny X můžeme už́ıt tehdy, když X nabývá hodnot
z množiny Ω, která je nespočetně nekonečná (zpravidla Ω = R);

přitom jednotlivých hodnot nemuśı nabývat se stejnou pravděpodobnost́ı;
r̊uznost, s jakou nabývá jednotlivých hodnot, je určena funkćı f(x),

které ř́ıkáme hustota. Muśı přitom vždy platit, že∫
Ω

f(x)dx = 1.

Spojitou pravděpodobnost jevu, že veličina X nabude hodnoty z intervalu
< a, b >, kde a ≤ b, definujeme jako integrál z hustoty:

P (X ∈< a, b >) =

∫ b

a

f(x)dx.

Př́ıklad 8.13 Životnost jistého druhu velmi speciálńıch žárovek je spojitá náhodná veličina
s hustotou

f(x) =
1√
12π

· e−
(x−10)2

12 .

Vypočtěte pravděpodobnost, že koupená žárovka vydrž́ı

a) 9 až 12 hodin provozu.

b) přesně 10 hodin provozu.
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Obrázek 8.5: K př. 8.13: Graf hustoty f(x) spojitého rozděleńı.

Řešeńı: Uvedené rozděleńı má sv̊uj název - je to tzv. normálńı rozděleńı pravděpodobnosti
a jeho hustota je uvedena na obrázku 8.5.
Křivce hustoty se někdy ř́ıká Gaussova křivka, protože za jej́ıho objevitele je považován
německý matematik, fyzik, geofyzik a astronom Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855). Řı́ká
se, že tento člověk předběhl svou dobu. A skutečně, je obdivuhodné, jak mohl naj́ıt funkci
tak podivného vzorce a krásného vzezřeńı, která nabývá nenulové hodnoty pro každé reálné
č́ıslo, a přesto je integrál z ńı roven jedné. Až doṕı̌su tato skripta, zkuśım v knihovně naj́ıt,
jak k tomu došlo.

Řešeńı:

ad a) Označme X veličinu udávaj́ıćı životnost žárovky. Pak

P (X ∈< 9; 12 >) =

∫ 12

9

f(x)dx = 0.453.

Z matematické analýzy všichni věd́ı, že určitý (Riemann̊uv) integrál z nezáporné
funkce je roven obsahu plochy pod grafem funkce na daném intervalu. Plat́ı to i
v tomto př́ıpadě - vypočtená pravděpodobnost je rovna obsahu šrafované plochy na
obrázku 8.6.

Vlastńımu výpočtu integrálu se budeme věnovat až v kapitole 12, která se zabývá
normálńım rozděleńım hlouběji. Zde se spokoj́ıme pouze s výsledkem.

Podobně jako u diskrétńı pravděpodobnosti i zde se definuje distribučńı funkce, a
sice stejným zp̊udsobem:

F (x) = P (X < x).
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Obrázek 8.6: K př.8.13: Pravděpodobnost u spojité veličiny je rovna obsahu šrafované
plochy.

Nyńı ovšem se ke konkrétńımu výpočtu funkčńı hodnoty už́ıvá hustoty f(x):

F (x) = P (X < x) = P (X ∈ (−∞, x)) =

∫ x

−∞
f(t)dt.

Mezi hustotou a distribučńı funkćı u spojitého rozděleńı pravděpodobnosti plat́ı zaj́ımavý
vztah, a sice hustota je derivaćı distribučńı funkce:

F ′(x) = f(x)

v těch bodech x, kde existuje derivace funkce F (x). Graf distribučńı funkce v našem
př́ıkladu je uveden na obrázku 8.7.

Podobně jako u diskrétńıho rozděleńı, i u spojitého rozděleńı lež́ı fukčńı hodnoty dis-
tribučńı funkce v intervalu < 0; 1 > (protože se jedná o hodnoty jisté pravděpodobnosti);
dále plat́ı

lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→∞

F (x) = 1.

ad b) Podle části a) m̊užeme určit pravděpodobnost, že životnost žárovky bude přesně
10 hodin:

P (X = 10) =

∫ 10

10

f(x)dx = 0.
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Obrázek 8.7: K př.8.13: Graf distribučńı funkce F (x) daného normálńıho rozděleńı.

Tı́mto se lǐśı spojitá veličina od diskrétńı veličiny: u diskrétńı veličiny existuje ne-
nulová pravděpodobnost, že X nabude konkrétńı hodnoty. Kdežto u spojité veličiny
pravděpodobnost, že X nabuje jisté konkrétńı hodnoty, je vždy rovna nule. Do-
volte mi pokusit se vysvětlit tento jev. Jeho podstata tkv́ı v integrálńım počtu, ale
vysvětleme jej úvahou. Dejme tomu, že bychom chtěli mezi vyráběnými žárovkami
naj́ıt některou, jej́ı̌z životnost je rovna přesně 10 hodin. Tuto dobu životnosti bychom
měřili pomoćı mechanických hodinek se vteřinovou ručičkou (přesnost je na sekundy),
stopkami (přesnost na setinu sekundy) a ještě jedńım měřidlem přesněǰśım než
stopky, které měř́ı sekundy s přesnost́ı na 4 desetinná mı́sta. Pokud bychom našli
žárovku, jej́ı̌z životnost by byla 10 hodin měřená hodinkami s ručičkou, je dost malá
pravděpodobnost, že by na stopkách nebyla žádná odchylka od 10 hodin v setinách
sekundy. Ale i kdyby to nastalo, tak je dost málo pravděpodobné, že by na třet́ım
měřidle nebyla odchylka při měřeńı s přesnost́ı na 4 desetinná mı́sta. Pokud bychom
použili ještě přesněǰśı měřidlo, pravděpodobnost, že při zvyšuj́ıćım se počtu dese-
tinných mı́st přesnosti měřeńı je životnost rovna přesně 10 hodin, je stále menš́ı.
Celkem m̊užeme uzavř́ıt, že pravděpodobnost, že bychom našli žárovku s životnost́ı
10 hodin a přesnost́ı na nekonečně mnoho desetinných mı́st, je rovna nule.

Komu se toto vysvětleńı stále ještě nezdá, muśı se spokojit s konstatováńım, že
pravděpodobnost naměřeńı životnosti přesně 10 hodin je hodně, hodně malá.

8.5 Shrnut́ı pojmů

Pokud výsledky jistého pokusu, hry nebo experimentu mohou nastat se stejnou pravděpodobnost́ı,
použ́ıváme k jeho popisu klasickou (8.1) nebo geometrickou (8.2) pravděpodobnost. Ovšem
pokud některé z elementárńıch výsledk̊u nastávaj́ı častěji než jiné, situaci znázorńıme po-
moćı diskrétńı (8.3) nebo spojité (8.4) pravděpodobnosti.
Naše exkurze po základńıch pravděpodobnostńıch modelech je u konce. Studovali jsme
přitom vždy rozděleńı jisté náhodné veličiny. Intuitivně je jasné, o co se jedná. Matema-
ticky se náhodná veličina definuje jako jisté zobrazeńı:
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Pokud S je množina jev̊u nad prostorem Ω, nazveme zobrazeńı X : S → R náhodnou
veličinou, když pro libovolné x0 ∈ R je množina X−1((−∞, x0)) prvkem množiny S
(množinou X−1((−∞, x0)) rozumı́me sjednoceńı všech množin z S, které zobrazeńı X
zobraźı na hodnotu menš́ı než x0).

Nechci nyńı trávit čas objasňováńım této definice. Spokoj́ım se s t́ım, že upozorńım čtenáře
na to, co od něj budu vyžadovat předevš́ım. Když studujeme jistou veličinu, jako prvńı věc
bychom si měli uvědomit, zda se jedná o veličinu diskrétńı (ta nabývá hodnot z konečné
(např. {1, 2, 3, 4, 5, 6}) nebo spočetné (např. N, Z) množiny Ω) nebo spojitou (ta nabývá
hodnot z reálného intervalu Ω =< a, b > nebo z celé množiny reálných č́ısel). Popis těchto
dvou typ̊u veličin se totiž v některých věcech lǐśı. A použ́ıvané vzorce nebo zp̊usob popisu
se neustále odv́ıj́ı od jednoho z těchto dvou typ̊u. V následuj́ıćıch kapitolách (a i v úlohách
praxe) se potřebuje občas určit pravděpodobnost, že náhodná veličina nabývá hodnot z
jistého intervalu (a, b >. S ohledem na typ veličiny budeme už́ıvat vzorec

P (X ∈ (a, b >)) = P (a < X ≤ b) =

{ ∑
a<x≤b, x∈Ω p(x) pro diskrétńı veličinu X,∫ b

a
f(x)dx pro spojitou veličinu X.

(8.7)

Jak už bylo řečeno, v diskrétńım př́ıpadě funkce p(x) se nazývá pravděpodobnostńı funkce,
ve spojitém př́ıpadě funkce f(x) hustota. U obou typ̊u veličin se definuje tzv. distribučńı
funkce F (x). Pokud známe jej́ı hodnoty, můžeme mı́sto vzorce 8.7 použ́ıt u obou typ̊u
veličin

P (X ∈ (a, b >) = F (b)− F (a). (8.8)
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9 Středńı hodnota a rozptyl

Zat́ımco v kapitole 8 jsme se zabývali r̊uznými matematickými př́ıstupy k pravděpodobnosti,
nyńı se pod́ıváme zejména na zpracováńı konkrétńıch dat. Pokud źıskáme měřeńım sou-
bor hodnot určité veličiny, existuj́ı r̊uzné metody, kterými naměřená data zpracováváme a
popisujeme. K základńımu popisu patř́ı pr̊uměr naměřených dat. Uvid́ıme, že pr̊uměr sou-
viśı s pojmem středńı hodnoty v teorii pravděpodobnosti. Dále se seznámı́me s některými
daľśımi charakteristikami naměřených dat, mezi nimiž je nejd̊uležitěǰśı tzv. rozptyl. Důležitou
součást́ı této kapitoly jsou také daľśı kroky v objasňováńı rozd́ılu mezi teoríı a prax́ı -
vztahu pravděpodobnosti a statistiky.

9.1 Empirické a teoretické rozděleńı pravděpodobnosti

Dř́ıve než přistouṕıme ke konkrétńımu popisu souboru naměřených dat, je d̊uležité si
uvědomit rozd́ıl a souvislost mezi empirickým a teoretickým rozděleńım pravděpodobnosti.
Vysvětĺıme ji na následuj́ıćıch dvou př́ıkladech. Empirické rozděleńı pravděpodobnosti
je to rozděleńı, které źıskáme z naměřených dat (z anglického empire = ř́ı̌se, impérium;
tedy empirické rozděleńı popisuje konkrétńı měřeńı - jak nám v tom našem českém impériu
hážou kostky, mince, porouchávaj́ı se zař́ızeńı, apod.)

Př́ıklad 9.1 Byla źıskána data t́ım zp̊usobem, že každá z dvaceti osob hodila čtyřikrát
korunou. V tabulce 9.1 jsou zaznamenány počty ĺıc̊u ve čtyřech hodech u každé z osob.
Určete empirické rozděleńı pravděpodobnosti veličiny X.

Tabulka 9.1: K př. 9.1: Naměřené hodnoty veličiny X.

osoba 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X-hodnota 3 1 1 3 1 2 0 2 4 4

osoba 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

X-hodnota 1 2 2 1 2 1 2 3 3 3

Řešeńı: Nejprve si všimněme, že naše veličina X je diskrétńı, protože nabývá pouze pěti
hodnot - 0, 1, 2, 3 nebo 4. Zpracováńı této úlohy je založeno na pojmu četnost, který udává
počet výskyt̊u dané hodnoty v našem souboru. Např́ıklad ze všech dvaceti měřeńı je jen
jedna hodnota 0, tj. veličina X nabývá hodnoty 0 s četnost́ı 1 (budeme značit c(0) = 1).
Hodnota 1 se vyskytuje s četnost́ı 6, atd. Všechny četnosti jsou zaznamenány v tabulce
9.2:
Muśı platit jednoduchá kontrola, že součet všech četnost́ı ve druhém řádku tabulky je ro-
ven počtu hodnot (v našem př́ıpadě 20), protože každou hodnotu jsme poč́ıtali právě jednou.
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Tabulka 9.2: K př. 9.1: Tabulka empirických četnost́ı hodnot veličiny X.

X-hodnota 0 1 2 3 4

četnost 1 6 6 5 2

Uvedené četnosti lze také znázornit v tzv. histogramu četnost́ı - viz obr. 9.1, kde
výšky jednotlivých obdélńıčk̊u jsou rovny konkrétńım četnostem a délka základny každého
z obdélńıčk̊u je rovna 1.
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Obrázek 9.1: K př́ıkladu 9.1: Histogram četnost́ı veličiny X.

K určeńı empirického rozděleńı pravděpodobnosti nám zbývá posledńı krok - vydělit četnosti
délkou souboru (= počtem hodnot), v našem př́ıpadě č́ıslem 20. Tak dostaneme tabulku
9.3 relativńıch četnost́ı vzhledem k počtu měřeńı.

Tabulka 9.3: K př. 9.1: Funkce p(x) empirického rozděleńı pravděpodobnosti veličiny X.

X-hodnota 0 1 2 3 4

p(x) 0.05 0.3 0.3 0.25 0.1

Součet těchto relativńıch četnost́ı je roven jedné, jsou tedy splněny všechny podmı́nky
diskrétńı pravděpodobnosti - nalezli jsme pravděpodobnostńı funkci p(x) tohoto rozděleńı.
Při zpracováńı dat se někdy mı́sto pravděpodobnostńı funkce už́ıvá grafického znázorněńı v
podobě histogramu pravděpodobnost́ı (pravděpodobnostńıho histogramu) viz obr. 9.2.
Jediný rozd́ıl mezi obrázky 9.1 a 9.2 je v tom, že v prvńım př́ıpadě se na osu y nanáš́ı hod-
noty četnosti a ve druhém př́ıpadě pravděpodobnosti. Na pravděpodobnostńım histogramu
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Obrázek 9.2: K př. 9.1: Histogram pravděpodobnost́ı veličiny X.

je zaj́ımavé to, že součet obsah̊u všech obdélńık̊u na obrázku je roven jedné, čili jedná se
o jakýsi geometrický model analogický situaci spojité pravděpodobnosti, kde v́ıme, že plat́ı

P (X ∈< a, b >) =

∫ b

a

f(x)dx = obsah plochy pod křivkou f(x) na intervalu < a, b >.

Pokud chceme s využit́ım histogramu pravděpodobnosti v našem diskrétńım př́ıpadě vyč́ıslit
třeba pravděpodobnost,̌ze při 4 hodech minćı padl ĺıc jednou nebo dvakrát, dostáváme

P (X ∈< 1, 2 >) = P (X = 1) + P (X = 2) = 0.3 + 0.3 = 0.6,

což je rovno součtu obsah̊u obdélńık̊u histogramu nad hodnotami 1 a 2 (viz obr. 9.3).
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Obrázek 9.3: K př. 9.1: I v diskrétńım př́ıpadě lze pravděpodobnost vyjádřit jako obsah
jisté plochy.

Pokud tedy uvažujeme u spojité veličiny hustotu a u diskrétńı veličiny histogram pravděpodobnost́ı,
lze v obou př́ıpadech vyjádřit pravděpodobnost, že veličina X nabude hodnot z jistého in-
tervalu, jako obsah určité plochy (v př́ıpadě histogramu muśı platit d̊uležitý předpoklad,
který zde ještě jednou připomenu: základna každého z elementárńıch obdélńık̊u histogramu
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muśı mı́t délku 1).

M̊užeme také pro formu nakreslit graf pravděpodobnostńı funkce p(x) (obrázek 9.4), popř́ıpadě
graf distribučńı funkce F (x) (9.5). V tomto př́ıpadě se distribučńı funkce skládá z pěti
schod̊u, z nichž ten posledńı má výšku 1 a nekonečnou délku.
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Obrázek 9.4: K př. 9.1: Graf pravděpodobnostńı funkce p(x).
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Obrázek 9.5: K př. 9.1: Graf distribučńı funkce F (x) rozděleńı veličiny X.



Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně 101

Veličina X v tomto př́ıkladu je možná ještě vhodněǰśım reprezentantem diskrétńıho rozděleńı
než veličina z př́ıkladu 8.12, protože nabývá konečně mnoha hodnot s r̊uznou pravděpodobnost́ı
(aby si někdo po absolvováńı př́ıkladu 8.12 nemyslel, že diskrétńı veličina m̊uže nabývat
jen nekonečně mnoha hodnot).

Pojem teoretické rozděleńı pravděpodobnosti je asi každému jasný - urč́ıme rozděleńı
teoreticky, nikoliv na základě měřeńı. Ale zaj́ımavé bude nalézt teoretické rozděleńı ve
stejné situaci, kterou jsme právě uvažovali.

Př́ıklad 9.2 Nalezněte teoretické rozděleńı veličiny X, která udává počet ĺıc̊u při čtyřech
hodech minćı.

Řešeńı: Podrob́ıme naši situaci teoretickým úvahám za předpokladu, že mince je vyvážená
a vyrobená ze stejnorodého materiálu. V tabulce 9.4 jsou uvedeny všechny možné výsledky
čtyř hod̊u minćı (druhý sloupec udává vždy počet ĺıc̊u v dané variantě):

Tabulka 9.4: K př. 9.2: přehled všech možných výsledk̊u při čtyřech hodech minćı.

výsledek počet ĺıc̊u výsledek počet ĺıc̊u

LLLL 4 LRRL 2

LLLR 3 RLRL 2

LLRL 3 RRLL 2

LRLL 3 LRRR 1

RLLL 3 RLRR 1

LLRR 2 RRLR 1

LRLR 2 RRRL 1

RLLR 2 RRRR 0

Bystrému pozorovateli asi neušlo, že všech možných výsledk̊u je 16. A protože ĺıc padá s
pravděpodobnost́ı 1

2
, každý z těchto 16 výsledk̊u je stejně pravděpodobný. A proto m̊užeme

z tabulky určit četnosti počtu ĺıc̊u (viz tabulka 9.5)

Tabulka 9.5: K př. 9.2: Tabulka teoretických četnost́ı hodnot veličiny X.

X-hodnota 0 1 2 3 4

četnost 1 4 6 4 1
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Tabulka 9.6: K př. 9.2: Funkce p(x) teoretického rozděleńı pravděpodobnosti veličiny X.

X-hodnota 0 1 2 3 4

p(x) 0.0625 0.25 0.375 0.25 0.0625

a vyděleńım hodnotou 16 pak i relativńı četnosti, které už jsou hodnotami hledané teoretické
pravděpodobnostńı funkce p(x) (viz tabulka 9.6).
Př́ıslušný histogram pravděpodobnosti je znázorněn na obrázku 9.6.
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Obrázek 9.6: K př. 9.2: Histogram pravděpodobnosti teoretického rozděleńı veličiny X.

K teoretickému rozděleńı pravděpodobnosti v př́ıkladu 9.2 lze jednoduše sestrojit teore-
tické rozděleńı četnosti, a dokonce si můžeme vybrat, kolikrát se má experiment

”
prak-

ticky” provádět. Např́ıklad pro 128 opakováńı experimentu čtyř hod̊u minćı má teore-
tické rozděleńı četnosti stejný tvar jako pravděpodobnostńı histogram 9.6, jen na osu y
vynáš́ıme hodnoty reprezentuj́ıćı četnost c(i) (obrázek zde už neńı uveden, od 9.6 se lǐśı
jen měř́ıtkem svislé osy):

c(0) = p(0) · 128 = 0.0625 · 128 = 8

c(1) = p(1) · 128 = 0.25 · 128 = 32

c(2) = p(2) · 128 = 0.375 · 128 = 48

c(3) = p(3) · 128 = 0.25 · 128 = 32

c(4) = p(4) · 128 = 0.0625 · 128 = 8
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Čili kdybychom učinili 128 pokus̊u, z nichž jeden sestává ze čtyř hod̊u minćı, náš nejlepš́ı
teoretický odhad je ten, že v 8 pokusech by nepadl žádný ĺıc, ve 32 pokusech jeden ĺıc, atd.

Teoretické rozděleńı pravděpodobnosti je jakési očekávané rozděleńı, které nastane za
jistých předpoklad̊u. Např́ıklad při pokusu 4 hod̊u minćı těmito předpoklady jsou:

• Mince je vyrobena tak, že rub a ĺıc padá se stejnou pravděpodobnost́ı.

• Minćı je házeno
”
normálně”, ne nějakým divným stylem, který by zvýhodňoval bud’

rub, nebo ĺıc.

• Každý účastńık pokusu pravdivě nahláśı své výsledky.

Rozděleńı źıskané empiricky v př́ıkladu 9.1
”
zhruba” odpov́ıdá teoretickému rozděleńı z

př́ıkladu 9.2. Zdá se tedy rozumné uzavř́ıt, že se světem je všechno v pořádku: mince
je pravděpodobně dobře vyvážená, lidé j́ı hážou dobrým zp̊usobem a nahlašuj́ı výsledky
poctivě.

Pokud by data z př́ıkladu 9.1 vedla na empirické rozděleńı pravděpodobnosti uvedené
na obrázku 9.7,
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Obrázek 9.7: K př́ıklad̊um 9.1, 9.2: Empirický histogram pravděpodobnost́ı veličiny X,
který se hodně lǐśı od teoretického.

bylo by patrné, že tři nebo čtyři ĺıce padaly ve čtyřech hodech mnohem častěji, než
jsme očekávali, na úkor výsledk̊u 0 ĺıc̊u, 1 ĺıc, 2 ĺıce. To by zpochybnilo některý z našich
předpoklad̊u. Uzavřeli bychom, že bud’ je mince nějak divně vyvážená, nebo lidé j́ı házej́ı
divným stylem.

V tom tedy tkv́ı podstata statistického usuzováńı: Před experimentem se urč́ı, jaký tvar
má za jistých předpoklad̊u teoretické rozděleńı pravděpodobnosti. Pak se provede expe-
riment a z naměřených dat źıskáme empirické rozděleńı pravděpodobnosti. Jestliže se
teoretické a empirické rozděleńı shoduj́ı, uzav́ıráme, že předpoklady, které jsme učinili,
jsou pravděpodobně správné. Na druhé straně, když se teoretické rozděleńı od empirického
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významně lǐśı, uzav́ıráme, že jeden nebo v́ıce předpoklad̊u je pravděpodobně nesprávných.
Podrobněji o tom bude řeč při konkrétńıch statistických testech v následuj́ıćıch kapitolách.
Zde byly uveden jen př́ıklady vysvětluj́ıćı, k čemu pravděpodobnostńı rozděleńı slouž́ı.

9.2 Empirické charakteristiky popisu dat

Pust́ıme se nyńı už do konkrétńıho zpracováńı naměřených dat. Pokud máme jistý počet
měřeńı veličiny, lze z těchto měřeńı určit následuj́ıćı jednoduché charakteristiky:

• Pr̊uměr z naměřených hodnot x1, x2, . . . , xn: X = 1
n
·
∑n

i=1 xi. Označeńı X je celkem
standardńı a použ́ıvá se ve fyzice i daľśıch vědách k vyjádřeńı pr̊uměrné hodnoty.

• Medián z hodnot x1, x2, . . . , xn je prostředńı z těchto hodnot vzhledem k jejich
uspořádáńı podle velikosti.

• Modus z hodnot x1, x2, . . . , xn je ta z hodnot, která se vyskytuje s nejvyšš́ı četnost́ı.

Př́ıklad 9.3 Jsou źıskány výsledky kvizového skóre u 11 osob:

8, 5, 7, 9, 8, 1, 3, 4, 7, 7, 7.

Pr̊uměr těchto hodnot je X = 1
11
·
∑

xi = 66
11

= 6.. Modus tohoto souboru je hodnota,
která se vyskytuje nejčastěji, čili č́ıslo 7. A abychom mohli určit medián, muśıme hodnoty
seřadit podle velikosti (např́ıklad vzestupně):

1, 3, 4, 5, 7, 7, 7, 7, 8, 8, 9.

Prostředńı z těchto hodnot je na šesté pozici, čili mediánem je č́ıslo 7.

Př́ıklad 9.4 Mějme jiný soubor hodnot, už uspořádaný podle velikosti, např́ıklad sestupně:

7, 6, 5, 5, 4, 2, 1, 1.

Protože počet měřeńı je sudý (budeme též ř́ıkat, že soubor měřeńı má sudou délku), medián
urč́ıme jako pr̊uměr dvou prostředńıch hodnot: 1

2
(5 + 4) = 4.5.

Př́ıklad 9.5 Soubor měřeńı m̊uže mı́t v́ıce mod̊u (= druhý pád od slova modus). Např́ıklad
soubor

8, 6, 6, 5, 4, 3, 3

je tzv. bimodálńı soubor, protože nejčastěji (= dvakrát) se v něm objevuj́ı hodnoty 6
(=modus1) a 3 (=modus2). Při třech modech mluv́ıme o trimodálńım, při čtyřech o kvatro-
modálńım souboru, atd. Některé učebnice ignoruj́ı možnost v́ıce mod̊u a za modus označuj́ı
nejvěťśı nejčastěji nabývanou hodnotu, což by v našem př́ıpadě bylo 6.

Z uvedených tř́ı charakteristik je většinou nejužitečněǰśı pr̊uměr - až na následuj́ıćı př́ıklad,
kde se vyskytuje v souboru měřeńı tzv. odkloněná hodnota, což je hodnota, která se hodně
lǐśı od všech ostatńıch.
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Tabulka 9.7: K př́ıkladu 9.6: Soubor měřeńı źıskaných v experimentu.

otázka odpověd’ doba reakce (v sekundách)

ovoce na
”
h” hruška 0.6

stát na
”
F” Francie 0.4

mužské jméno na
”
H” Horymı́r 0.6

ročńı obdob́ı na
”
p” podzim 0.7

část těla na
”
z” záda 10.0

Př́ıklad 9.6 Uvažujme experiment, ve kterém měř́ıme čas reakce náhodně vybraného stu-
denta na otázku, respektive čas, který uběhne mezi naš́ı otázkou a jeho odpověd́ı. Pr̊uběh
experimentu je zaznamenán v tabulce 9.7.
Z naměřených dat X = 2.46, modus = medián = 0.6. Velký rozd́ıl mezi mediánem a
pr̊uměrem je zp̊usoben odkloněnou hodnotou 10.0. V tomto př́ıpadě je k popisu souboru
měřeńı užitečněǰśı už́ıt medián (anebo odkloněnou hodnotu vypustit, a pak teprve spoč́ıtat
pr̊uměr).

Kromě pr̊uměru nás často zaj́ımá, jakým zp̊usobem se data od pr̊uměru lǐśı, tj. jak velká
je odchylka hodnot od pr̊uměru. Lze určovat r̊uzné typy odchylek - pod́ıvejme se na ně
pro konkrétńı data.

Př́ıklad 9.7 Uvažujme soubor měřeńı z př́ıkladu 9.3. Pro tato data se definuj́ı r̊uzné typy
odchylek uvedené v tabulce 9.8.
Pro každou hodnotu měřeńı xi lze určit jej́ı odchylku od pr̊uměru xi − X, absolutńı
hodnotu této odchylky |xi − X| (tzv. absolutńı odchylku) a kvadratickou odchylku
(xi−X)2. Nám by se ovšem kromě pr̊uměru X źıskaného ze všech hodnot v souboru hodila
daľśı mı́ra odchýleńı od pr̊uměru vypočtená ze všech hodnot souboru najednou.

Touto mı́rou odchýleńı od pr̊uměru nem̊uže být pr̊uměrná odchylka 1
n

∑n
i=1(xi − X),

protože ta je vždy rovna nule, čili žádnou informaci o rozptylu hodnot z něj neźıskáme.
Kdo tomu nevěř́ı, at’ upravuje spolu se mnou:

1

n

n∑
1

(xi −X) =
1

n
(
∑

xi)−
1

n
(
∑

X) = X − 1

n
· n ·X = 0.

Daľśım kandidátem na rozptyl je pr̊uměrná absolutńı odchylka 1
n

∑
|xi−X|. V našem

př́ıkladu je rovna 2 a už sděluje jakousi informaci o rozptylu: náhodně vybraná hodnota
měřeńı je od pr̊uměru X odchýlená asi o 2 jednotky. S touto měrou rozptylu se v některých
matematických popisech už setkáváme. Ale vzhledem k tomu, že součet absolutńıch hod-
not je obt́ı̌zně matematicky zpracovatelný (např. obt́ı̌zně se derivuje, apod.), nejčastěǰśıho
použ́ıváńı se těš́ı pr̊uměrná kvadratická odchylka 1

n

∑
(xi − X)2. S ńı se už čtenář
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Tabulka 9.8: K př́ıkladu 9.7: Různé typy odchylek od pr̊uměru.

xi xi −X |xi −X| (xi −X)2

8 2 2 4

5 -1 1 1

7 1 1 1

9 3 3 9

8 2 2 4

1 -5 5 25

3 -3 3 9

4 -2 2 4

7 1 1 1

7 1 1 1

7 1 1 1

setkal v prvńı části tohoto skripta - u metody nejmenš́ıch čtverc̊u. I v pravděpodobnosti a
statistice se použ́ıvá sṕı̌se tato mı́ra odchýleńı. Budeme ji označovat S2 a nazývat empi-
rický rozptyl (pokud bude ze souvislost́ı jasné, že se jedná o soubor empiricky źıskaných
hodnot, slovo

”
empirický” někdy vynecháme).

V našem př́ıkladu S2 = 5.455. Jedná se o veličinu, jej́ı̌z rozměr je vzhledem k źıskaným
dat̊um umocněný na druhou. Protože někdy budeme potřebovat charakteristiku stejného
fyzikálńıho rozměru, označme

S :=
√

S2; veličina S se nazývá empirická směrodatná odchylka.

Pro naše data S =
√

5.455 = 2.336. Dov́ıdáme se tedy, že náhodně vybraná hodonota ze
souboru je od pr̊uměru odchýlená asi o 2.336. Tato mı́ra rozptýleńı je tedy mı́rně vyšš́ı
než pr̊uměrná absolutńı odchylka - u pr̊uměrné kvadratické odchylky m̊užeme tedy mluvit
o věťśı velkorysosti.

Daľśı mı́rou rozptylu hodnot m̊uže být intervalový rozsah hodnot < xmin, xmax >. V našem
př́ıkladu vid́ıme, že X ∈< 1; 9 >.

Protoš́ım budeme už́ıvat zejména empirický rozptyl S2, na chv́ıli se u něj zastavme. Pokud
budete spolu se mnou upravovat definičńı vztah, dospějeme ke vzorci, který budeme pro
výpočet S2 použ́ıvat:

S2 =
1

n

n∑
i=1

(xi −X)2 =
1

n

∑
(x2

i − 2X · xi + X
2
) =
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=
1

n
(
∑

x2
i )−

2X

n
(
∑

xi) +
n

n
·X2

=
1

n
(
∑

x2
i )− 2X

2
+ X

2
=

=
1

n
(
∑

x2
i )−X

2
.

Posledńı řádek odvozeńı se někdy čte jako
”
pr̊uměr čtverc̊u minus čtverec pr̊uměru”, což

je i pomůckou k zapamatováńı vzorce.

Následuj́ıćı př́ıklad je kĺıčovým př́ıkladem této kapitoly - jsou zde uvedeny vzorce, které
jsou podkladem teoretických charakteristik odd́ılu 9.3.

Př́ıklad 9.8 Náhodná veličina X udává počet ĺıc̊u při čtyřech hodech minćı. Měřeńım se
źıskalo těchto dvacet hodnot veličiny:

3, 1, 1, 3, 1, 2, 0, 2, 4, 4, 1, 2, 2, 1, 2, 1, 2, 3, 3, 3.

Určete pr̊uměr a empirický rozptyl souboru měřeńı.

a) Klasické řešeńı: Jedná se o stejná data jako v př́ıkladu 9.1. Vypočteme pr̊uměr,
empirický rozptyl i empirickou směrodatnou odchylku:

X =
1

20

20∑
1

xi = 2.05;

S2 =
1

20
(

20∑
1

x2
i )− 2.052 = 1.1475;

S =
√

1.1475 = 1.0712.

Vid́ıme tedy, že při čtyřech hodech minćı padalo pr̊uměrně 2.05 ĺıc̊u (hodnota pr̊uměru
se ve statistice zpravidla nezaokrouhluje), přitom náhodně vybraná hodnota se od to-
hoto pr̊uměru odchyluje asi o 1.07 ĺıc̊u (tato hodnota se rovněž nezaokrouhluje).

b) Řešeńı pomoćı rozděleńı četnosti: Máme li data zpracována v podobě četnost́ı -
viz tabulka 9.9, kde νi jsou hodnoty, kterých veličina X nabývá (ν je ṕısmeno řecké
abecedy a čte se

”
ný”) -

m̊užeme k výpočtu pr̊uměru a rozptylu dat využ́ıt vzorce, které obsahuj́ı četnosti:

X =
1

n

∑
νi

νi · c(νi); S2 =
1

n
(
∑
νi

ν2
i · c(νi))−X

2
.

Dosazeńım se přesvědč́ıme, že dostaneme stejný výsledek jako v př́ıpadě klasických
vzorc̊u (a ono je i vidět, že vzorce pro četnosti dostaneme z klasických vzorc̊u jedno-
duchou úvahou - četnost c(νi) vyjadřuje, kolikrát se hodnota νi v souboru vyskytuje,
a proto se jedná jen o přepsáńı jednoho a téhož vzorce).
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Tabulka 9.9: K př́ıkladu 9.8: Tabulka četnost́ı souboru měřeńı veličiny X.

νi ν2
i četnost c(νi)

0 0 1

1 1 6

2 4 6

3 9 5

4 16 2

c) Řešeńı pomoćı rozděleńı pravděpodobnosti: Sledujte se mnou následuj́ıćı úvahu:
Vklouzneme-li se zlomkem 1

n
ve vzorćıch už́ıvaj́ıćıch četnost z řešeńı b) za sumu, uv-

nitř dostaneme zlomky c(νi)
n

. Tyto zlomky vlastně vyjadřuj́ı relativńı četnosti hodnot
νi, tedy jejich empirické pravděpodobnosti:

c(νi)

n
= p(νi).

Odtud m̊užeme psát vzorce pro výpočet pr̊uměru a rozptylu ve tvaru

X =
∑
νi

νi ·
c(νi)

n
=
∑
νi

νi · p(νi);

S2 =

(∑
νi

ν2
i ·

c(νi)

n

)
−X

2
= (
∑
νi

ν2
i · p(νi))−X

2
.

S využit́ım tabulky 9.10 empirických pravděpodobnost́ı pak dosazeńım do těchto vzorc̊u
dostaneme tentýž výsledek jako v př́ıpadě a) a b).

I v tomto př́ıpadě se stále jedná o pouhé přepsáńı stejných vzorc̊u a) nebo b) s
využit́ım označeńı pomoćı pravděpodobnosti.

9.3 Teoretické charakteristiky popisu dat

Někomu sem možná zdály vzorce z odstavce c) př́ıkladu 9.8 př́ılǐs vykonstruované, ale tyto
úvahy jsou základem pro definici charakteristik teoretickéh rozděleńı pravděpodobnosti.
Právě u teoretického rozděleńı nemáme totiž k dispozici ani četnosti, ani měřeńı, ale pouze
teoretické pravděpodobnosti. Právě ty dosad́ıme do vzorc̊u mı́sto pravděpodobnost́ı em-
pirických.
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Tabulka 9.10: K př́ıkladu 9.8: Tabulka empirických pravděpodobnost́ı.

νi ν2
i p(νi)

0 0 0.05

1 1 0.3

2 4 0.3

3 9 0.25

4 16 0.1

Uvažujme nejprve diskrétńı náhodnou veličinu X. Středńı hodnotu EX veličiny X
definujeme vztahem

EX =
∑
νi

νi · p(νi).

Označeńı pomoćı ṕısmene E pocháźı z anglického expected value (= očekávaná hodnota).
Středńı hodnota podle odstavce c) př́ıkladu 9.8 tedy neńı nic jiného něž pr̊uměr hodnot,
které bychom źıskali při platnosti daných teoretických předpoklad̊u. Je to tedy jakýsi
teoretický pr̊uměr, který bychom źıskali při praktickém měřeńı, kdyby měřená veličina
odpov́ıdala danému teoretickému popisu.

Rozptyl DX veličiny X definujeme jako středńı hodnotu čtverce odchylky veličiny X
od své středńı hodnoty EX:

DX = E(X − EX)2.

Označeńı pomoćı ṕısmene D pocháźı z anglického dispersion (=rozptyl). Jiné anglické
slovo pro rozptyl je variance, odtud v některých učebnićıch se rozptyl označuje jako varX.
Ale my se v daľśım budeme držet označeńı DX. Pod́ıvejme se definici rozptylu na zoubek:
umocněńım závorky a dosazeńım za středńı hodnotu veličin X2 a X dostaneme

DX = E(X − EX)2 = E(X2 − 2X · EX + (EX)2) =

= EX2 − 2EX · EX + (EX)2 = EX2 − (EX)2 =

=
∑
νi

ν2
i p(νi)− (

∑
νi

νi · p(νi))
2.

Druhý řádek odvozeńı je právě vzorec pro výpočet S2 z odstavce c) př́ıkladu 9.8. Tj.
rozptyl je definován naprosto přirozeně jako hodnota, kterou bychom vypočetli jako S2

pro soubor měřeńı veličiny, která by odpov́ıdala teoretickému rozděleńı.

Také analogicky definujeme směrodatnou odchylku veličiny X jako
√

DX.
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Př́ıklad 9.9 Vypočtěte středńı hodnotu a rozptyl počtu ĺıc̊u ze čtyř hod̊u v př́ıkladu 9.2.

Řešeńı. Dosazeńım do vzorce pro EX máme

EX =
∑

νi · p(νi) = 0 · 0.0625 + 1 · 0.25 + 2 · 0.375 + 3 · 0.25 + 4 · 0.0625 = 2.

Nyńı vypočteme ještě EX2, protože to budeme potřebovat pro výpočet rozptylu:

EX2 =
∑

ν2
i · p(νi) = 0 · 0.0625 + 1 · 0.25 + 4 · 0.375 + 9 · 0.25 + 16 · 0.0625 = 5.

A nyńı

DX = EX2 − (EX)2 = 5− 22 = 1.

Tedy nejv́ıce očekávaná hodnota počtu ĺıc̊u je 2, a odchylka od této hodnoty je věťsinou√
DX, což je 1 ĺıc.

Př́ıklad 9.10 Vypočtěte středńı hodnotu veličiny X z př́ıkladu 8.12.

Řešeńı: EX v tomto př́ıpadě udává očekávaný počet dn̊u, po kterém dojde k prvńı poruše
zař́ızeńı. Dosazeńım do vzorce dostáváme

EX =
∑

νi · p(νi) =
∞∑

k=1

k · p(k) =
∞∑

k=1

k · (1
5
)k−1 · 4

5
.

A jsme v pěkné bryndě, protože máme seč́ıst nekonečnou řadu. Zde nepom̊uže jen se
usmı́vat a pohodlně dosadit vzorec pro součet geometrické řady. Tak jednoduché to nebude.
Trochu muśıme zapracovat a vylovit v paměti něco o integrováńı nekonečné řady člen po
členu. Ale začněme tou geometrickou řadou. Plat́ı následuj́ıćı vztah, který by si měl odnést
do života každý absolvent VUT (nikdy nev́ıte, kdy se vám bude hodit - ale ted’ vážně, v
životě jsou přece nejd̊uležitěǰśı ty věci, které si mysĺıme, že v̊ubec nepotřebujeme, např́ıklad
nějaký kamarád, který nám nepřestane d̊uvěřovat, když uděláme v životě nějakou chybu,
nebo vzorec pro součet geometrické řady):

1 + x + x2 + x3 + x4 + x5 + · · · =
∞∑

k=0

xk =
1

1− x
pro |x| < 1.

Uvedená řada se nazývá geometrická, protože každý daľśı člen řady je x-násobkem předchoźıho
členu. Řı́káme, že x je kvocient. Tato řada má konečný součet jen pro |x| < 1. Bylo by
fajn, kdybychom tento krásný vzorec mohli použ́ıt i v našem př́ıpadě. Po nějakých úpravách
zjist́ıme, že to jde. Začněme označeńım:

EX =
∞∑

k=1

k · (1
5
)k−1 · 4

5
=

4

5
·
∞∑

k=1

k · (1
5
)k−1 =

4

5
· v(

1

5
),

kde v(x) =
∑∞

k=1 k · xk−1. Nyńı si m̊užeme dovolit č́ıslovat sumu v(x) od nuly, protože
přičteńım nuly se hodnota výrazu v(x) nezměńı:

v(x) =
∞∑

k=1

k · xk−1 =
∞∑

k=0

k · xk−1.
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Nyńı se zintegrováńım této rovnosti zbav́ıme konstanty k, která vystupuje v každém členu
řady: ∫

v(x)dx =
∞∑

k=0

k ·
∫

xk−1dx =
∞∑

k=0

k · xk

k
=

∞∑
k=0

xk.

Ted’ jsme už schopni sumu seč́ıst podle vzorce pro součet geometrické řady:∫
v(x)dx =

∞∑
k=0

xk =
1

1− x
.

No a v(x) ted’ źıskáme zase derivaćı posledńı rovnosti:

v(x) =
d

dx

(
1

1− x

)
=

1

(1− x)2
.

A jsme téměř u ćıle. Nesmı́me zapomenout, že celý postup funguje jen pro |x| < 1. Ale
my potřebujeme znát v(x) pro x = 1

5
, což splňuje tuto podmı́nku konvergence. Tak tedy:

EX =
4

5
· v(

1

5
) =

4

5
· 1

(1− 1
5
)2

=
5

4
= 1.25.

Ve spojitém př́ıpadě se středńı hodnota a rozptyl definuj́ı vlastně obdobně, s jediným
rozd́ılem - sč́ıtáme nespočetně mnoho nekonečně malých hodnot, takže mı́sto sumy použijeme
integrál. Pro spojitou veličinu X tedy

EX :=

∫ ∞

−∞
x · f(x)dx;

DX := E(X − EX)2 =

∫ ∞

−∞
(x− EX)2 · f(x)dx.

Úpravou definičńıho vztahu pro DX a využit́ım vzorce
∫∞
−∞ f(x)dx = 1 bychom dospěli

k témuž zp̊usobu výpočtu jako v diskrétńım př́ıpadě:

DX =

∫ ∞

−∞
x2 · f(x)dx−

[∫ ∞

−∞
x · f(x)dx

]2

= EX2 − (EX)2.

Př́ıklad 9.11 Honza źıskal na zkoušku 80 bod̊u, zat́ımco pr̊uměr je 75. Je jeho výsledek
vynikaj́ıćı, nebo pr̊uměrný? Na tuto otázku právě dává odpověd’ rozptyl. V př́ıpadě malého
empirického rozptylu (např. věťsina ohodnoceńı se pohybuje mezi 73 a 77 body) je výsledek
80 bod̊u vynikaj́ıćı, až pozoruhodný. V př́ıpadě velkého rozptylu (např. jsou zcela běžné
hodnoty z intervalu 55 až 95) je jeho výsledek naprosto pr̊uměrný. O kvalitě výsledku
nerozhoduje (nevypov́ıdá) pouze jeho porovnáńı s pr̊uměrem, ale také uvážeńı rozptylu.
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Pro určeńı kvality určitého výsledku je tedy d̊uležitý jak pr̊uměr, tak i rozptyl. Zavedeme
nyńı jakousi transformaci hodnot veličiny X na hodnoty veličiny U , ve kterých je skryta
informace jak o pr̊uměru, tak i o rozptylu. Pokud xi jsou hodnoty veličiny X pro i =
1, 2, . . . , n, tak

ui :=
xi −X

S
, i = 1, 2, . . . , n

jsou hodnoty normované veličiny U . Z definice normované veličiny např́ıklad plyne, že

1. Pokud ui > 0, znamená to, že xi > X.

2. Pokud |ui| > 1, znamená to, že xi se od pr̊uměru X lǐśı o v́ıce než S.

Veličina U tedy představuje převod jakékoli veličiny X na jakousi normovanou stupnici
hodnot, ve které je skryta informace o pr̊uměru i o rozptylu současně (v některé literatuře,
zejména anglické, se normovaná veličina označuje ṕısmenem Z a mluv́ıme o z-hodnotě;
ale české názvoslov́ı celkem jednotně označuje ṕısmenem U).

Př́ıklad 9.12 Kdybych vám řekl, že moje mart’anská kamarádka je 100 cm vysoká, ne-
mohli byste tuto výšku porovnat s výškou ostatńıch mart’an̊u. Ale kdybych uvedl, že nor-
movaná hodnota jej́ı výšky je −1, věděli byste, že je na mart’any dost malá. Z údaje, že
normovaná hodnota jej́ıho IQ je 2, byste usoudili, že je to vysoce inteligentńı mart’anka.
Z normované hodnoty hmotnosti 0 se vid́ı, že jej́ı hmotnost je pr̊uměrná.

Př́ıklad 9.13 Moje mladš́ı sestra se rozhoduje, zda se stane pilotkou letadla nebo ku-
chařkou. pilotńı zkoušky zvládla na 62%, kuchařské na 90%. Na co se v́ıc hod́ı?

Bylo by nemoudré, aby se rozhodovala na základě porovnáńı této procentuálńı úspěšnosti.
D̊uležitěǰśı je porovnáńı hodnot normovaných:

62− 50

6
= 2 62 je o 2 · S v́ıce než pr̊uměr50.

90− 85

5
= 1 90 je o S v́ıce než pr̊uměr85.

Vid́ıme, že se sestra v́ıce hod́ı na pilotku než na kuchařku, respektive má věťśı šance źıskat
zaměstnáńı pilotky.

Normovaná hodnota je tedy v jednotkách směrodatné odchylky od pr̊uměru.

9.4 Shrnut́ı pojmů

V této kapitole jsme definovali dvě d̊uležité charakteristiky pro popis dat jak naměřených,
tak teoretických. Jsou to středńı hodnota a rozptyl. Znovu je při výpočtu těchto charak-
teristik d̊uležité si uvědomit, zda je veličina X diskrétńı, nebo spojitá. Podle typu veličiny
pak dosazujeme do vzorce:

EX =

{ ∑
xi∈Ω xi · p(xi) pro diskrétńı veličinu X;∫∞

−∞ x · f(x)dx pro spojitou veličinu X.
(9.1)
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Pojem rozptylu definujeme už s využit́ım pojmu středńı hodnoty. Pro diskrétńı i spojitou
veličinu lze pro výpočet rozptylu už́ıt vzorec

DX = E(X2)− (EX)2. (9.2)

Při odvozováńı tohoto vzorce v diskrétńım př́ıpadě jsme užili jistých pravidel pro poč́ıtáńı
se středńı hodnotou: pokud a, b jsou reálná č́ısla a X, Y náhodné veličiny, plat́ı vztah

E(aX − bY ) = a · EX − b · EY.

Čili konstantu lze vytknout před středńı hodnotu. Dále plat́ı E(aX + b) = aEX + b (tj.
středńı hodnota konstanty je rovna konstantě samotné). Pro výpočet rozptylu složených
výraz̊u plat́ı jiná pravidla, a sice

D(aX − bY ) = a2 ·DX + b2 ·DY.

Čili pokud vytýkáme konstantu před rozptyl, muśıme ji umocnit na druhou. To např́ıklad
znamená, že rozptyl rozd́ılu veličin je roven součtu, nikoliv rozd́ılu rozptyl̊u: D(X −Y ) =
DX + DY . Dále plat́ı D(aX + b) = a2 ·DX, tj. rozptyl konstanty b je roven nule.
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10 Binomické rozděleńı pravděpodobnosti

V této a následuj́ıćıch dvou kapitolách projdeme podrobněji některá rozděleńı, jež maj́ı
největš́ı využit́ı v technické praxi. Nejprve se seznámı́me s binomickým rozděleńım. Toto
rozděleńı pravděpodobnosti je základńı a je výchoźım pro odvozeńı všech ostatńıch. A
proto úvodńı kurs pravděpodobnostńıch model̊u muśı obsahovat kapitolu o něm. Seznámı́me
se se základńımi vlastnostmi tohoto rozděleńı, a pak uvid́ıme jeho využit́ı ve statistice na
znaménkovém testu. Tato kapitola tedy obsahuje také principy, které jsou společné všem
statistickým test̊um.

10.1 Vlastnosti binomického rozděleńı

Začněme hned definićı binomického rozděleńı, kterou pak osvětĺıme na několika př́ıkladech.
Uvažujme experiment takové povahy, že mohou nastat jen dva r̊uzné výsledky, které se
navzájem vylučuj́ı (nemůže k nim doj́ıt současně):

”
úspěch” a

”
neúspěch” (

”
úspěch” ne-

muśı znamenat nic světoborného; označuje se t́ımto termı́nem proto, že se jedná o ten ze
dvou možných výsledk̊u, na který se ve svých úvahách chceme zaměřit).

Pravděpodobnost úspěchu je p, pravděpodobnost neúspěchu 1 − p. Náhodná
veličina X, která udává počet výskyt̊u úspěchu při N nezávislých opakováńıch
experimentu, má tzv. binomické rozděleńı pravděpodobnosti (s parametry N, p)
a nabývá hodnot z množiny {0, 1, 2, . . . , N} s pravděpodobnost́ı

P (X = r) =

(
N

r

)
· pr · (1− p)N−r.

Mluv́ı se zde o nezávislých opakováńıch experimentu. Slovo
”
nezávislých” znamená, že

výskyt úspěchu při prvńım opakováńı experimentu nemá vliv na to, zda při druhém a
daľśıch opakováńıch nastane úspěch nebo ne. Skutečnost, že veličina X má binomické
rozděleńı s parametry N, p, budeme označovat

X ∼ Bi(N, p).

Pod́ıvejme se nyńı na konkrétńı př́ıklady.

Př́ıklad 10.1 Hážeme čtyřikrát kostkou. Veličina X udává, kolikrát přitom padne šestka.
Jaké je rozděleńı pravděpodobnosti veličiny X?

Řešeńı: Pravděpodobnost, že při jednom hodu padne šestka, je rovna p = 1
6
. Hody jsou

navzájem nezávislé, tj. pokud v prvńım hodu padla šestka, nemá to vliv na to, zda ve
druhém hodu padne nebo ne. Tedy veličina X, která měř́ı počet šestek při čtyřech ho-
dech, má binomické rozděleńı pravděpodobnosti s parametry N = 4, p = 1

6
. Pod́ıvejme

se konkrétně na pravděpodobnosti, s jakými veličina X nabývá konkrétńı hodnoty. Bude
odtud zřejmé i odvozeńı vzorce pro jejich výpočet.

P (X = 0) = P (ne 6) · P (ne 6) · P (ne 6) · P (ne 6) =
5

6
· 5

6
· 5

6
· 5

6
= 0.482;
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P (X = 1) = P (jednou padne 6, jinak něco jiného než 6) =

= P (6 padne jako prvńı, jinak ne) + P (6 padne jako druhá, jinak ne) +

+P (6 padne jako druhá, jinak ne) + P (6 padne jako čtvrtá, jinak ne) =

=
1

6
· 5

6
· 5

6
· 5

6
+

5

6
· 1

6
· 5

6
· 5

6
+

5

6
· 5

6
· 1

6
· 5

6
+

5

6
· 5

6
· 5

6
· 1

6
=

= (všechna možná pořad́ı výskytu jednoho úspěchu) · 1

6
· 5

6
· 5

6
· 5

6
=

=

(
4

1

)
· 1

6
· 5

6
· 5

6
· 5

6
= 0.386;

P (X = 2) = P (dvakrát padne šestka, jinak ne) =

= (všechny možnosti výběru 2 pořad́ı ze 4) · 1

6
· 1

6
· 5

6
· 5

6
=

=

(
4

2

)
· 1

6
· 1

6
· 5

6
· 5

6
= 0.116;

P (X = 3) =

(
4

3

)
· 1

6
· 1

6
· 1

6
· 5

6
= 0.015;

P (X = 4) =

(
4

4

)
·
(

1

6

)4

= 0.001.

Všimněte si, že součet těchto pěti pravděpodobnost́ı je roven jedné. Při výpočtu jsme za-
okrouhlovali na tři desetinná mı́sta.

Př́ıklad 10.2 Senátor Swenson před volbami tvrd́ı, že pro něj bude hlasovat 70% volič̊u.
Agentura STEN chce provést pr̊uzkum u 20 lid́ı. Náhodná veličina X udává počet Swen-
sonových volič̊u z dvaceti dotázaných. Určete

a) teoretické rozděleńı veličiny X (před provedeńım pr̊uzkumu);

b) pravděpodobnost, že Swensona bude volit přesně 14 lid́ı z 20 dotázaných;

c) pravděpodobnost, že Swensona bude volit maximálně 14 lid́ı z 20 dotázaných.

Řešeńı:

ad a) Dané teoretické rozděleńı je binomické s parametry N = 20 a p = 0.7. Veličina
X nabývá hodnot z množiny {0, 1, 2, . . . , 20} s pravděpodobnost́ı

P (X = r) =

(
20

r

)
· 0.7r · 0.320−r.

ad b) Dosazeńım do vzorce a) máme

P (X = 14) = 0.192,

pokud zaokrouhlujeme na tři desetinná mı́sta.
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ad c) Zde využijeme finty použité poprvé v př́ıkladu 8.12: abychom ušetřili několik sč́ıtanc̊u,
vypočteme pravděpodobnost opačného jevu a odečteme ji od jedničky:

P (X ≤ 14) = 1− P (X > 14) = 1− (p(15) + p(16) + p(17) + p(18) + p(19) + p(20)) =

= 1− (0.179 + 0.13 + 0.072 + 0.028 + 0.007 + 0.001) = 0.583.

Pokud by agentura STEN v předchoźım př́ıkladu zjistila, že
”
pro” bylo jen 8 lid́ı z 20,

pak některý z teoretických předpoklad̊u nebyl v pořádku:

• vzorek dotázaných lid́ı nebyl náhodný (byl z antiswensonovské oblasti státu);

• odpovědi nebyly nezávislé (odpov́ıdaj́ıćı mezi sebou navzájem diskutovali o Swen-
sonovi);

• STEN pracovala dobře, ale Swenson byl př́ılǐs optimistický se svým odhadem (to je
nejpravděpodobněǰśı problém).

Ukažme si ještě graficky tvar binomického rozděleńı, např́ıklad pomoćı pravděpodobnostńıho
histogramu.

a) Pokud p = 0.5, rozděleńı je vždy symetrické (viz obr. 10.1, 10.2, 10.3).
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Obrázek 10.1: Histogram pravděpodobnost́ı binomického rozděleńı pro N = 3, p = 0.5.

b) Pro p 6= 0.5 a malé N je rozděleńı asymetrické, ale pro rostoućı N se stává v́ıce a v́ıce
symetrickým (viz obr. 10.4, 10.5, 10.6, 10.7 - na obrázku 10.7 jsou pravděpodobnosti
nenulové pro hodnoty 0 až 40, ale při zaokrouhlováńı na tři desetinná mı́sta jsou
hodnoty v bodech 12 a v́ıce už rovny nule; Je vidět, že histogram je už poměrně
symetrický na rozd́ıl od obrázku 10.6.).
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Obrázek 10.2: Histogram pravděpodobnost́ı binomického rozděleńı pro N = 6, p = 0.5.

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

2 4 6 8 10

Obrázek 10.3: Histogram pravděpodobnost́ı binomického rozděleńı pro N = 10, p = 0.5.
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Obrázek 10.4: Histogram pravděpodobnost́ı binomického rozděleńı pro N = 4, p = 0.1.
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Obrázek 10.5: Histogram pravděpodobnost́ı binomického rozděleńı pro N = 4, p = 0.9.
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Obrázek 10.6: Histogram pravděpodobnost́ı binomického rozděleńı pro N = 10, p = 0.1.
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Obrázek 10.7: Histogram pravděpodobnost́ı binomického rozděleńı pro N = 40, p = 0.1.

Vypočteme nyńı středńı hodnotu a rozptyl veličiny X s binomickým rozděleńım Bi(N, p).



Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně 119

EX =
N∑

i=0

i · p(i) =
N∑

i=1

i ·
(

N

i

)
· pi · (1− p)N−i =

=
N∑

i=1

i · N !

(N − i)! · i!
· pi · (1− p)N−i =

= N · p ·
N∑

i=1

(N − 1)!

(N − i)! · (i− 1)!

Nejprve jsme dosadili do vzorce pro středńı hodnotu diskrétńı veličiny, vyjádřili kom-
binačńı č́ıslo podle definice s využit́ım faktoriál̊u, zkrátili i a vyhodili N a jedno p před
sumu. Nyńı ještě označ́ıme

M := N − 1, j := i− 1.

Pak totiž

EX = N · p ·
M∑

j=0

M !

(M − j)! · j!
· pj · (1− p)M−j = Np

M∑
j=0

(
M

j

)
· pj · (1− p)M−j

a na pravé straně posledńıho vztahu dostáváme sumu, která vyjadřuje součet hodnot
pravděpodobnostńı funkce binomického rozděleńı s parametry M a p, tj. podle jedné ze
základńıch vlastnost́ı pravděpodobnosti je rovna jedné. A tak nám z̊ustává pouze

EX = N · p.

Při odvozeńı hodnoty rozptylu použijeme stejnou taktiku: pokuśıme se před sumu něco
vytknout, aby zbylé sumováńı bylo rovno jedné:

DX =

(
N∑

i=0

i2 · p(i)

)
− (EX)2 =

(
N∑

i=1

i2 · N !

(N − i)! · i!
· pi · (1− p)N−i

)
−N2 · p2 =

= N · p ·

(
N∑

i=1

i · (N − 1)!

(N − i)! · (i− 1)!
· pi−1 · (1− p)N−i

)
−N2 · p2;

Označ́ıme-li nyńı M := N − 1, j := i− 1, dostaneme

DX = Np

(
M∑

j=0

(j + 1) · M !

(M − j)! · j!

)
−N2p2.

Závorku (j +1) v posledńım výrazu rozděĺıme do součtu dvou sum - v té prvńı sumě bude
j, ve druhé bude 1:

DX = Np
M∑

j=0

j ·
(

M

j

)
pj(1− p)M−j + Np

M∑
j=0

(
M

j

)
pj(1− p)M−j −N2p2.
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Nyńı už je snadné seč́ıst obě posledńı sumy v právě dosaženém výrazu, protože ta prvńı
je podle definice rovna středńı hodnotě binomického rozděleńı s parametry M a p (což je
Mp), ta druhá je rovna součtu pravděpodobnost́ı binomického rozděleńı s parametry M
a p (čili jedné). Celkem dostáváme

DX = Np ·Mp + Np · 1−N2p2 =

= Np · (N − 1)p + Np−N2p2 = Np−Np2 =

= Np(1− p).

Binomické rozděleńı je př́ıkladem toho, že výpočet rozptylu dá vždy v́ıc práce než výpočet
středńı hodnoty (respektive středńı hodnota je jedńım z člen̊u při výpočtu rozptylu).

Někdy se hodnoty veličiny s binomickým rozděleńım uváděj́ı nikoliv v četnostech i (např.
12 úspěch̊u ze 20 pokus̊u), ale v pod́ılech úspěšnosti i

N
(např. 12

20
). Toto binomické

rozděleńı pod́ıl̊u úspěšnosti má stejné parametry N , p, ale d́ıky jiným hodnotám,
kterých nabývá, je zde jiná středńı hodnota a rozptyl:

EX =
N∑
0

i

N
· p(i) =

1

N
· (středńı hodnota veličiny četnost́ı) =

1

N
·Np = p.

DX =

(
N∑
0

i2

N2
· p(i)

)
− (EX)2 =

1

N2

(
N∑
0

i2p(i)

)
− p2 =

=
1

N2
· (prvńı člen při výpočtu rozptylu veličiny četnost́ı)− p2 =

=
1

N2
(Np · (N − 1)p + Np)− p2 = p2 − p2

N
+

p

N
− p2 =

p(1− p)

N
.

Př́ıklad 10.3 Na obrázku 10.8 je histogram pravděpodobnostńı funkce binomické veličiny
pro p = 0.5, která nabývá hodnot 0, 1

16
, 2

16
, . . ., 16

16
. Od binomického rozděleńı s hodnotami

0, 1, 2, . . ., 16 se lǐśı jen jiným značeńım hodnot na vodorovné ose; jinak jsou př́ıslušné
histogramy stejné.

Př́ıklad 10.4 Hod́ıme 400-krát minćı. Náhodná veličina udávaj́ıćı počet ĺıc̊u v těchto
pokusech má binomické rozděleńı s parametry N = 400, p = 0.5. Př́ıslušné teoretické
rozděleńı má tyto charakteristiky:

a) Hodnoty X jsou v četnostech:

EX = Np = 200; DX = Np(1− p) = 100;
√

DX = 10.

b) Hodnoty X jsou v pod́ılech (= relativńıch četnostech):

EX = p = 0.5; DX =
p(1− p)

N
= 0.000625;

√
DX = 0.025.
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Obrázek 10.8: Histogram pravděpodobnost́ı binomického rozděleńı pro N = 16, p = 0.5
s hodnotami relativńıch četnost́ı.

Protože charakter histogramu pravděpodobnost́ı je stejný (rozd́ıl je pouze v označeńı hodnot
na ose x), sobě odpov́ıdaj́ıćı normované hodnoty se rovnaj́ı: Např́ıklad pokud ze 400 hod̊u
padne 210 ĺıc̊u, př́ıslušná normovaná hodnota je

210− 200

10
= 1;

210 ĺıc̊um odpov́ıdá relativńı četnost 210
400

= 0.525, př́ıslušná normovaná hodnota je

0.525− 0.5

0.025
= 1.

Jediné, na co si muśıme dávat pozor, je tedy jiná středńı hodnota a rozptyl v každém z
př́ıstup̊u a),b).

10.2 Základńı principy statistického testu

Jedno z využit́ı binomického rozděleńı je ve statistickém znaménkovém testu. Dř́ıve než
k němu přistouṕıme, na př́ıkladu vysvětĺıme jednotlivé kroky statistického testu obecně.

Př́ıklad 10.5 Soudńı proces jako př́ıklad rozhodovaćıho procesu. Uvažujme jed-
noduchý soudńı proces, ve kterém existuje pouze jediný možný trest a soud rozhodne, zda
se tomuto trestu obžalovaný podrob́ı nebo ne. A nav́ıc proti rozhodnut́ı soudu neexistuje
žádné odvoláńı. Jedná se o jakýsi rozhodovaćı proces, u kterého mohou nastat čtyři možné
výsledky:

1. Obžalovaný je vinen a soud jej odsoud́ı.

2. Obžalovaný je nevinen a soud jej osvobod́ı.

3. Obžalovaný je nevinen a soud jej odsoud́ı. Jedná se o chybné rozhodnut́ı - tuto chybu
budeme označovat jako chybu prvńıho druhu.
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4. Obžalovaný je vinen a soud jej osvobod́ı. Toto rozhodnut́ı je rovněž chybné - budeme
tuto chybu označovat chybou druhého druhu.

V každém soudńım procesu se muśı hledat jistá rovnováha mezi tvrdost́ı a mı́rnost́ı. Jedńım
extrémem je liberálńı soudce, který k usvědčeńı obžalovaného vyžaduje velké množstv́ı
d̊ukaz̊u. Takový soudce jen zř́ıdka odsoud́ı nevinného (zř́ıdka se dopust́ı chyby prvńıho
druhu), ale dosti často osvobod́ı vińıka (chyba druhého druhu). Druhým extrémem je kon-
zervativńı soudce, kterému k usvědčeńı stač́ı jen několik d̊ukaz̊u. Takový soudce pośılá do
vězeńı i jen při st́ınu podezřeńı, čili častěji odsoud́ı nevinného (chyba prvńıho druhu), ale
zř́ıdka osvobod́ı darebáka (= zř́ıdka se dopust́ı chyby druhého druhu). Slova

”
konzerva-

tivńı” a
”
liberálńı” jsou termı́ny z politiky. V dnešńı době už nikdo nev́ı, co znamenaj́ı.

Tato jejich
”
statistická” definice navrhuje jejich význam, ale také upozorňuje na nebezpeč́ı

každého z těchto postoj̊u.

Je otázkou, která z chyb je závažněǰśı - zda chyba prvńıho druhu, nebo chyba druhého
druhu. Všeobecně se má za to, že závažněǰśı je uvěznit nevinného, než odsoudit darebáka.
A proto se chybě odsouzeńı nevinného přisuzuje druh č́ıslo 1 a věnuje se j́ı věťśı pozor-
nost. Ale někde muśı být stanovena jistá hranice, po jej́ımž překročeńı už soud přistouṕı
k rozhodnut́ı

”
vinen” a bez skrupuĺı člověka potrestá.

Všimněme si jedné věci, která plat́ı jako obecný princip. Pokud se soudce snaž́ı být benevo-
lentńı a odsoud́ı člověka až po nahromaděńı velkého množstv́ı d̊ukaz̊u (snǐzuje t́ım možnost
výskytu chyby prvńıho druhu), současně nar̊ustá nebezpeč́ı, že i když je obžalovaný vinen,
potřebné množstv́ı d̊ukaz̊u se nenajde a soud jej osvobod́ı (roste možnost výskytu chyby
druhého druhu). Neńı to nic světoborného, ale už jsme dlouho neměli žádný rámeček, a
proto jej aspoň uvnitř př́ıkladu m̊užeme použ́ıt:

Snǐzováńım možnosti výskytu chyby prvńıho druhu roste možnost výskytu
chyby druhého druhu - a naopak: pokud zvyšujeme možnost výskytu chyby

prvńıho druhu, snǐzuje se možnost výskytu chyby druhého druhu.

Z uvedeného rámečku je vidět, že žádnou z chyb neńı možné naprosto vyrušit: pokud totǐz
snǐzujeme možnost výskytu chyby prvńıho druhu až téměř na nulu, roste t́ım možnost
výskytu chyby druhého druhu do obludných rozměr̊u a rozhodnut́ı učiněná t́ımto stylem
jsou nerozumná, až nemoudrá. Strategíı v rozhodovaćıch procesech tohoto typu je tedy
zvolit pravděpodobnost výskytu chyby prvńıho druhu malou, ale ne př́ılǐs malou.

Shrňme předchoźı úvahy do pěti krok̊u, které popisuj́ı celý soudńı proces:

1. Stoj́ı proti sobě dvě možná rozhodnut́ı soudu:

H0 ... obžalovaný je nevinen
H1 ... obžalovaný je vinen
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Soud muśı rozhodnout právě jednu z těchto variant a toto rozhodnut́ı je nezvratné,
neexistuje proti němu odvoláńı.

2. Vystouṕı žalobce, který předlož́ı nashromážděné d̊ukazy pro platnost H1.

3. Vystouṕı obhájce a vysvětĺı všechny souvislosti za předpokladu, že plat́ı H0. Snaž́ı se
vidět a vysvětlit všechny argumenty obžaloby ve světle toho, že obžalovaný je nevinen.

4. Porota soudu se odebere k rokováńı. Bere v ůvahu jak množstv́ı d̊ukaz̊u a jejich
závažnost, tak i argumenty obhajoby a možnost, že tyto d̊ukazy neznamenaj́ı nutně
vinu obžalovaného, ale v jeho neprospěch hraj́ı jen náhodou.

5. Porota se vraćı a vyslovuje sv̊uj verdikt: pokud byla překročena mı́ra závažnosti
d̊ukaz̊u pro platnost H1, obžalovaný je vinen. pokud ne, obžalovaný je osvobozen.
Toto rozhodnut́ı soudu je nezvratné.

Právě uvedených pět krok̊u v př́ıkladu 10.5 se vyskytuje v mnoha rozhodovaćıch procesech,
které nazýváme statistické testy. Tyto principy plat́ı obecně, vyslovme je tedy obecně,
už oproštěni od př́ıkladu soudce a obžalovaného (ovšem analogie se soudńım procesem
zde existuje velice př́ımá):

(K1) Statistický test obyčejně rozhoduje o tom, zda plat́ı hypotéza H0 (tzv. nulová
hypotéza) nebo H1 (tzv. alternativńı hypotéza). Tyto dvě hypotézy přitom
stoj́ı ve vzájemném rozporu. Ve většině test̊u H0 tvrd́ı, že jistá veličina nezáviśı
na hodnotách určité daľśı veličiny, kdežto H1 tvrd́ı, že naopak záviśı (pro ty, kdo
by si chtěli udržet souvislost mezi statistickým testem a soudńım procesem, což
doporučuji, pomůcka k zapamatováńı: H0 testu ř́ıká nezáviśı, a H0 soudńıho procesu
nevinen).

(K2) Stanov́ıme kritérium (zpravidla určitou funkci), které ukazuje na mı́ru platnosti
alternativńı hypotézy H1 (určuje

”
závažnost d̊ukaz̊u” pro H1). Pak provedeme expe-

riment, ve kterém změř́ıme data potřebná pro dosazeńı hodnot do našeho kritéria.

(K3) Kritériem bývá jistá funkce, která při r̊uzných měřeńıch nabývá r̊uzných hodnot, je
to tedy náhodná veličina. Urč́ıme teoretické rozděleńı kritéria za předpokladu,
že plat́ı hypotéza H0. Jinými slovy, poṕı̌seme vlastnosti kriterijńı veličiny ve světle
toho, že plat́ı H0.

(K4) Na základě teoretického rozděleńı kriterijńı veličiny stanov́ıme určitý interval hod-
not, kam když padne empirická hodnota kritéria, tak nezviklá naše přesvědčeńı o
platnosti H0, ale eventuelńı dopad hodnoty kritéria mimo tento interval nás povede k
názoru, že byla překročena jistá kritická mı́ra, takže usoud́ıme, že H0 neplat́ı. Kri-
tickou mı́ru zpravidla určujeme tak, aby pravděpodobnost výskytu chyby prvńıho
druhu (tj. že rozhodneme, že H0 neplat́ı, když ve skutečnosti H0 plat́ı) byla do-
statečně malá, např rovna 0.05 (to se chyby prvńıho druhu dopust́ıme nejvýše v
pěti procentech př́ıpad̊u), ale ne př́ılǐs malá, aby nerostla možnost výskytu chyby
druhého druhu (tj. že rozhodneme, že H0 plat́ı, když ve skutečnosti H0 neplat́ı) do
nerozumných rozměr̊u.
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(K5) Porovnáme empirickou hodnotu kritéria s kritickou mı́rou. Pokud je kritická mı́ra
překročena (hodnota kritéria lež́ı mimo interval nalezený v bodě 4), zamı́táme hy-
potézu H0 ve prospěch alternativńı hypotézy H1. Pokud neńı kritická mı́ra překročena,
hypotézu H0 nezamı́táme.

Pro ty, co nedávali pozor nebo jsou unaveńı, ještě jednou definice chyby prvńıho a druhého
druhu - s využit́ım tabulky 10.1:

Tabulka 10.1: Čtyři možné výsledky statistického testu.

skutečnost: H0 plat́ı skutečnost: H1 plat́ı

rozhodnut́ı: H0 nezamı́táme O.K. chyba 2.druhu

rozhodnut́ı: H0 zamı́táme chyba 1.druhu O.K.

Daľśı standardńı označeńı se použ́ıvá pro pravděpodobnost výskytu chyby 1.druhu (znač́ı
se α) a pravděpodobnost výskytu chyby 2.druhu (znač́ıme β).

10.3 Znaménkový test

Ted’ už známe potřebnou terminologii, a proto se pust́ıme do jednoduchého statistického
testu, kterým je znaménkový test (anglicky - the sign test). Vše bude vysvětleno v
následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 10.6 Chceme ověřit hypotézu, že zvýšeńı motivace má vliv na lidskou pamět’.
Abychom źıskali určitá data, nebudeme zkoumat všechny lidi na zeměkouli, ale náhodně
vybereme 10 lid́ı, provedeme s nimi test a jeho výsledek vztáhneme na celé lidstvo (tento
test vzorku a vztažeńı jeho výsledku na celek je pro statistiku charakteristický). U vybraných
lid́ı provedeme následuj́ıćı experiment:

1. Každému z vybraných lid́ı se pomalu přečte 20 slov, a po pěti minutách má zopakovat
všechna. která se mu vybav́ı. Za každé správně zopakované slovo dostává 10 Kč.

2. Přečte se jiných 20 slov a dotazovaný člověk si jich po pěti minutách má opět co
nejv́ıc vybavit - nyńı ale za každé správně zapamatované slovo dostává 200 Kč.

3. Znaménkovým testem zjist́ıme, zda se při zvýšeńı finančńı motivace významně zvýšila
vybavovaćı schopnost daného vzorku 10 lid́ı.

Řešeńı: Źıskala se data v tabulce 10.2.
Budeme nyńı přesně procházet pět krok̊u testu představených v předchoźım odd́ılu:
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Tabulka 10.2: K př́ıkladu 10.6: Data źıskaná testovým měřeńım.

člověk počet zapamatovaných slov za 10 Kč počet zapamatovaných slov za 200 Kč zlepšeńı?

1 7 8 +

2 5 7 +

3 6 5 -

4 5 9 +

5 6 7 +

6 5 9 +

7 3 5 +

8 4 5 +

9 8 11 +

10 2 4 +

(K1) Stanovme hypotézy H0 a H1:

H0 : Vybavovaćı schopnost člověka nezáviśı na velikosti motivace v tom smyslu,

že zvýšeńı motivace nevede ke zvýšeńı schopnosti zapamatováńı

H1 : Vybavovaćı schopnost člověka záviśı na velikosti motivace v tom smyslu,

že se zvýšeńım motivace roste i zapamatovaćı schopnost

(K2) Kritériem našeho testového rozhodováńı bude počet lid́ı, u kterých nastalo zlepšeńı
při zvýšeńı finančńı motivace, tj. počet kladných znamének v posledńım sloupci ta-
bulky 10.2. Označme tento počet kladných znaménkových změn jako T . Veličina T
tedy udává počet kladných znamének v deseti nezávislých měřeńıch.

(K3) Určeme rozložeńı pravděpodobnosti náhodné veličiny T za předpokladu, že plat́ı H0 -
tj. vysvětleme chováńı veličiny ve světle toho, že zapamatováńı nezáviśı na motivaci.
V takovém př́ıpadě výskyt kladného znaménka je naprosto náhodný a stejně dobře
se mı́sto kladného znaménka m̊uže u konkrétńıho člověka objevit záporné znaménko.
Čili pokud je výskyt kladného znaménka u konkrétńıho člověka náhodný, m̊uže k
němu doj́ıt s takovou pravděpodobnost́ı, s jakou při hodu korunou padne ĺıc - čili s
pravděpodobnost́ı 1

2
. Tedy veličina T při platnosti hypotézy H0 udává počet kladných

znamének z deseti situaćı, přičemž v každé situaci k tomu dojde s pravděpodobnost́ı
1
2

- ale to nám něco připomı́ná. To přece znamená, že veličina T má za předpokladu
platnosti H0 binomické rozděleńı s parametry N = 10, p = 0.5.
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(K4) Muśıme určit kritickou mez Tk počtu kladných znamének, při jejichž dosažeńı už
přestaneme věřit, že plat́ı H0, a usoud́ıme, že počet kladných znamének je statisticky
významný a ukazuje na platnost hypotézy H1. Z toho d̊uvodu muśıme bĺı̌ze prozkou-
mat pravděpodobnostńı funkci p(x) naš́ı diskrétńı náhodné veličiny T - viz tabulka
10.3

Tabulka 10.3: K př́ıkladu 10.6: hodnoty funkce p(r) a kumulativńı pravděpodobnostńı
funkce P (T ≥ r) zaokrouhleny na tři des. mı́sta.

r p(r) = P (T = r) P (T ≥ r)

10 0.001 0.001

9 0.010 0.011

8 0.044 0.055

7 0.117 0.172

6 0.205 0.377

5 0.246 0.623

4 0.205 0.828

3 0.117 0.945

2 0.044 0.989

1 0.010 0.999

0 0.001 1.000

Pro určeńı kritické hodnoty je rozhoduj́ıćı právě kumulativńı pravděpodobnostńı funkce
v posledńım sloupci tabulky 10.3. Nyńı pravděpodobnost, že k výskytu deseti kladných
znamének dojde naprostou náhodou, nikoliv na základě závislosti pamatováńı na mo-
tivaci, je rovna

P (T ≥ 10) = 0.001;

Čili kdybychom hypotézu H0 zamı́tli v př́ıpadě výskytu 10 kladných znamének, měli
bychom šanci se dopustit chyby prvńıho druhu s pravděpodobnost́ı 0.001. To je dost
ńızká pravděpodobnost, což znamená, že riziko výskytu chyby druhého druhu (= H0

neplat́ı, ale my ji nezamı́tneme) je naopak veliké. Proto jdeme v tabulce kumula-
tivńıch pravděpodobnost́ı dále: pravděpodobnost, že k výskytu dev́ıti a v́ıce kladných
znamének dojde naprostou náhodou, nikoliv na základě závislosti pamatováńı na mo-
tivaci, je rovna

P (T ≥ 9) = 0.011;
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Čili kdybychom H0 zamı́tli pro kritickou hodnotu Tk = 9, dopustili bychom se chyby
prvńıho druhu s pravděpodobnost́ı 0.011. A tak dále, zkrátka snaž́ıme se naj́ıt kri-
tickou hodnotu pro takové riziko α výskytu chyby prvńıho druhu, které je dost malé
(např α ≤ 0.05), ale ne zas př́ılǐs malé. Proto se zaraźıme u takové kumulativńı
četnosti, která je menš́ı než 0.05, ale přitom je to nejvěťśı možná kumulativńı pravděpodobnost
s touto vlastnost́ı. Protože

P (T ≥ 8) = 0.055 > 0.05,

vrát́ıme se zpět k nejblǐzš́ı nǐzš́ı hodnotě, tj. Tk = 9 a pravděpodobnost výskytu chyby
prvńıho druhu je rovna α = 0.011 (tj. pokud při T ≥ Tk = 9 zamı́tneme H0, máme
šanci dopustit se chyby prvńıho druhu na 1.1%).

(K5) Naměřený počet kladných znamének T = 9 je roven kritické hodnotě Tk = 9, a
tedy zamı́táme H0 o nezávislosti ve prospěch alternativńı hypotézy H1. Řı́káme, že
závislost pamatováńı na motivaci je statisticky významná. V př́ıpadě, kdy by počet
kladných znamének byl menš́ı než Tk = 9, bychom H0 nezamı́tli.

Je otázkou, jaké znaménko přǐradit v předchoźım př́ıkladu člověku, který má stejnou hod-
notu zapamatovaných slov v obou motivačńıch situaćıch (to v našich datech nenastalo,
ale je to možné). Existuj́ı dvě alternativy řešeńı: bud’ můžeme stejnou hodnotu u obou
finančńıch podmı́nek označit znaménkem

”
minus” (koneckonc̊u o zlepšeńı se nejedná, čili

daného člověka můžeme započ́ıtat jako př́ıpad potvrzuj́ıćı náhodnost, tj. nezávislost obou
veličin), nebo měřeńı u tohoto člověka z testu úplně vypustit (to je asi nejférověǰśı řešeńı -
stejná hodnota u obou podmı́nek nehovoř́ı pro, ani proti kladné změně). Tato jemnost je
př́ıkladem úvah, které muśıme někdy provést před konkrétńım výpočtovým provedeńım
testu.

Vzhledem k tomu, jak byly formulovány hypotézy H0 a H1, se jednalo o tzv. jedno-
stranný test, kdy jsme si vš́ımali pouze významně vyšš́ıho počtu kladných znamének.
Oboustranný test v př́ıpadě daného experimentu by bral v potaz i možnost, že zvýšeńı
finančńı motivace vede u člověka k degradaci paměti, což se projev́ı na extrémně malém
počtu kladných změn. V př́ıpadě oboustranného testu jsou kritické hodnoty dvě (levá a
pravá mez jistého intervalu). ovšem v naš́ı situaci je rozumné předpokládat, že zvýšeńı
finančńı motivace člověka nedeprimuje, ale naopak povzbud́ı k lepš́ımu pamatováńı, tj.
bylo vhodné použ́ıt jednostranný test. K oboustrannému testu se vrát́ıme v kapitole 12.

10.4 Shrnut́ı pojmů

V této kapitole jsme se senámili s prvńım typem rozděleńı pravděpodobnosti, které má
široké využit́ı v praxi. Veličina X s rozděleńım Bi(N, p) nabývá hodnot z množiny Ω =
{0, 1, 2, . . . , N} s pravděpodobnost́ı

p(k) = P (X = k) =

(
N

k

)
· pk · (1− p)N−k. (10.1)
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Teoreticky je pravděpodobnostńı funkce p(x) tohoto diskrétńıho rozděleńı pravděpodobnosti
definována pro každé reálné x, ale hodnot jiných než z množiny Ω nabývá veličina X s
nulovou prabděpodobnost́ı (tj. p(x) = 0, pokud x /∈ Ω).

Seznámili jsme se s pěti kroky statistického testu, které jsou stavebńımi kameny i ostatńıch
statistických test̊u, nejen testu znaménkového. V kapitolách 12 a 13 budeme dále studovat
test využ́ıvaj́ıćı normálńıho rozděleńı pravděpodobnosti (což je nejčastěǰśı př́ıpad spojitého
rozděleńı v úlohách praxe).

V daľśım budeme označovat řeckým ṕısmenem α pravděpodobnost výskytu chyby prvńıho
druhu v daném statistickém testu, β pravděpodobnost výskytu chyby druhého druhu.
Č́ıslo α slouž́ı k určeńı kritických hodnot testu, a má proto sv̊uj název - ř́ıká se mu hla-
dina významnosti testu. Kromě hladiny významnosti se někdy definuje daľśı pojem
charakterizuj́ıćı statistický test daného typu, a sice śıla testu:

Śıla daného testu = 1− β,

což je pravděpodobnost, že správně zamı́tneme H0 v situaci, kdy skutečně hypotéza H0

neplat́ı. Jedná se o pozitivńı pojem - č́ım je śıla testu větš́ı, t́ım je tento test vhodněǰśı k na-
lezeńı závislosti mezi danými proměnnými. Ovšem śılu testu většinou neznáme, protože
pravděpodobnost β často nedokážeme určit. O śıle testu by se dalo mluvit déle, ale v
tomto základńım kursu na to neńı čas, ani prostor. Takže u śıly testu na shledanou až v
inženýrském studiu.

Se silou testu souviśı i následuj́ıćı věc: pokud naměřená hodnota kritéria nepřekroč́ı te-
oretické kritické hodnoty, ř́ıkáme, že

”
hypotézu H0 nezamı́táme”, nikoliv

”
hypotézu H0

přij́ımáme”. Pokud totiž náš použitý statistický test měl malou śılu, mohlo se stát, že
ačkoliv závislost mezi veličinami nenalezl, ona ve skutečnosti existuje a H0 neplat́ı (co si
budeme nalhávat, do jisté mı́ry záviśı všecko na všem). Z tohoto d̊uvodu se použ́ıvá tato

”
opatrná” terminologie.

Daľśı obrat jsme v př́ıkladu už také použili: pokud zamı́táme H0, někdy se ř́ıká, že výsledek
testu je statisticky významný (resp. závislost mezi studovanými veličinami je statisticky
významná, nebo vliv jedné veličiny na druhou je významný).

Celkem neformálně budeme už́ıvat slova vzorek, ovšem v jiném významu než v elek-
trotechnických předmětech. Ve statistice je vzorkem označována vybraná skupina lid́ı
(nebo jiných jednotek) z celé populace, a potažmo to bude znamenat zejména soubor
měřeńı provedený u této vybrané skupiny. Tj. délka vzorku bude označovat počet měřeńı
provedený v dané situaci.
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11 Poissonovo a exponenciálńı rozděleńı pravděpodobnosti

V této kapitole se seznámı́me s daľśımi dvěma typy rozděleńı pravděpodobnosti, které
jsou využ́ıvány v úlohách technické praxe. I když Poissonovo rozděleńı je diskrétńı a ex-
ponenciálńı rozděleńı spojité, existuje mezi nimi bĺızký vztah - každé z nich sice použ́ıváme
k popisu jiné veličiny, ale hodnoty těchto veličin měř́ıme v jedné a téže situaci. Pod́ıváme
se také na teorii front, kde se využ́ıvá několik pravděpodobnostńıch model̊u, zejména
právě Poissonovo a exponenciálńı rozděleńı. Zejména v této kapitole je vidět bohatost
užit́ı pravděpodobnostńıch model̊u při popisu reálných situaćı.

11.1 Odvozeńı

Jeden student mi kdysi řekl, že ti matematici si ten vzorec vždy nějak vycucaj́ı z prstu. To
neńı pravda. Matematici si vzorec nevymysĺı, nýbrž jej objev́ı. V tomto odd́ılu společně

”
objev́ıme” dvě d̊uležitá pravděpodobnostńı rozděleńı, a užijeme si tak opravdové mate-

matiky.

Uvažujme situaci, ve které docháźı k výskytu jistého typu náhodné události - touto
událost́ı může být např́ıklad př́ıchod zákazńıka do fronty, př́ıjezd automobilu na par-
kovǐstě, přijet́ı zprávy SMS, narozeńı d́ıtěte v jisté porodnici, apod. V této situaci opa-
kovaného výskytu náhodné události budeme měřit hodnoty dvou veličin - veličinu X,
která udává dobu mezi dvěma po sobě jdoućımi výskyty události, a veličinu Y , která měř́ı
počet výskyt̊u události za časovou jednotku. Urč́ıme nyńı rozděleńı pravděpodobnosti obou
těchto veličin. Označme pn(t) pravděpodobnost, že v časovém intervalu délky t nastane
právě n událost́ı popsaného typu. Celé odvozeńı vycháźı z následuj́ıćıch tř́ı předpoklad̊u:

1. Pravděpodobnost výskytu události v intervalu (t, t + h) záviśı pouze na h, nikoli
na počtu událost́ı, které nastaly před okamžikem t, ani na t samotném. Ř́ıkáme, že
veličina X má nezávislé stacionárńı př́ır̊ustky. Tento předpoklad lze vyjádřit rovnićı

p0(t + h) = p0(t) · p0(h) (11.1)

2. Plat́ı: 0 < p0(h) < 1. Jinými slovy, pravděpodobnost, že v časovém intervalu délky
h k výskytu žádné události nedojde, je kladná, ale menš́ı než 1.

3. Pro malá h nastane v intervalu délky h nejvýše jedna událost, tj. plat́ı

p0(h) + p1(h) = 1. (11.2)

Pod́ıváme-li se bĺıže na funkcionálńı rovnici 11.1, vid́ıme, že se jedná o vlastnost expo-
nentu: základ umocněný na součet je roven součinu základ̊u umocněných na jednotlivé
členy. Tedy jej́ım řešeńım je funkce, která má argument v exponentu - exponenciálńı
funkce. Napǐsme ji ve tvaru

p0(t) = e−λt
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pro t ≥ 0 a kladnou konstantu λ. Pokud tuto exponenciálńı funkci rozvineme podle
známého vzorce (viz 1.ročńık - Taylorova řada) v nekonečnou řadu

p0(t) = e−λt = 1− λt +
(λt)2

t!
− (λt)3

3!
+ · · ·

a pro malá t zanedbáme členy obsahuj́ıćı t2, t3, atd., máme

p0(t) = 1− λt.

Dı́ky vztahu 11.2 tedy pro malá t plat́ı

p1(t) = λt.

Z charakteru veličiny X je vidět, že jej́ı rozděleńı je spojité (doba mezi dvěma výskyty
může být rovna libovolnému kladnému reálnému č́ıslu). Abychom popsali jej́ı rozděleńı,
stač́ı naj́ıt hustotu f(t) veličiny X. Jak naznačuje název tohoto rozděleńı - exponenciálńı
rozděleńı pravděpodobnosti - hustotou bude exponenciálńı funkce. Protože X může
nabývat jen kladných hodnot, muśı platit f(t) = 0 pro t < 0. Zbývá naj́ıt f(t) pro t ≥ 0.
V tomto př́ıpadě bude jednodušš́ı naj́ıt nejdř́ıve distribučńı funkci F (t) veličiny X, a pak
využ́ıt toho, že hustota je derivaćı distribučńı funkce (viz kapitola 9).

F (t) = P (X < t) =

∫ t

−∞
f(x)dx =

{
0 pro t < 0;∫ t

0
f(x)dx pro t ≥ 0.

Vypočtěme nyńı pravděpodobnost, že v čase t k bezprostředně následuj́ıćımu výskytu
události ještě nedošlo. Použijeme přitom známou fintu z kapitoly 9, že pravděpodobnost
určitého jevu lze určit jako 1 minus pravděpodobnost jevu opačného:

P (X ≥ t) = 1− P (X < t) = 1− F (t) = p0(t) = e−λt,

tj.

1− F (t) = e−λt.

Derivaćı tohoto vztahu dostaneme

0− f(t) = −λ · e−λt,

tj.

f(t) = λ · e−λt pro t ≥ 0.

Celkem tedy pro hustotu f(t) exponenciálńıho rozděleńı plat́ı

f(t) =

{
0 pro t < 0;
λ · e−λt pro t ≥ 0.
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Známe tedy už rozděleńı veličiny X. Použit́ım integrace ”per partes” lze spoč́ıtat podle
vzorc̊u z kapitoly 9, že

EX =
1

λ
, DX =

1

λ2
.

Naše vymodelované exponenciálńı rozděleńı pravděpodobnosti tedy ř́ıká, že k výskytu
náhodné události docháźı pr̊uměrně jednou za 1

λ
časových jednotek, tj. λ-krát za časovou

jednotku (takový je význam konstanty λ).

Pokračujme nalezeńım rozděleńı náhodné veličiny Y . K určeńı nekonečně mnoha hod-
not pravděpodobnostńı funkce diskrétńı veličiny Y (s názvem Poissonovo rozděleńı
pravděpodobnosti) budeme potřebovat určit už dř́ıve označené pn(t) pro n ≥ 2.

Z výchoźıho předpokladu č́ıslo 1 plat́ı pro malá h také

pn(t + h) = P (v intervalu (0; t) n výskyt̊u, pak mezi t a t + h žádný výskyt)

+P (v int. (0; t) (n− 1) výskyt̊u, pak mezi t a t + h jeden výskyt)

= pn(t) · p0(h) + pn−1(t) · p1(h). (11.3)

Dosad́ıme-li za p0, p1, můžeme přepsat rovnice 11.1, 11.3 ve tvaru

p0(t + h) = p0(t) · (1− h),

pn(t + h) = pn(t) · (1− h) + pn−1(t) · λh

pro dostatečně malá h. Úpravou

p0(t + h)− p0(t)

h
= −λ · p0(t),

pn(t + h)− pn(t)

h
= −λ · pn(t) + λ · pn−1(t), n = 1, 2, . . .

a limitńım přechodem pro h jdoućı k nule dostáváme systém diferenciálńıch rovnic

p0‘(t) = −λ · p0(t)

pn‘(t) = −λ · pn(t) + λ · pn−1(t), n = 1, 2, 3, . . . (11.4)

Systém 11.4 vyřeš́ıme pomoćı jedné elegantńı metody, na kterou si možná vzpomenete
z prvńıho ročńıku: pomoćı Z-transformace. V našem př́ıpadě Z-obrazem posloupnosti
(pn‘(t))∞n=0 je funkce komplexńı proměnné

F (z) =
∞∑

n=0

pn‘(t)

zn
.
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Dosazeńım máme

F (z) =
−λ · p0(t)

z0
+

∞∑
n=1

(−λ · pn(t) + λ · pn−1(t))

zn
=

= −λ ·

(
∞∑

n=0

pn(t)

zn

)
+ λ ·

∞∑
n=1

pn−1(t)

zn
=

= −λ ·

(
∞∑

n=0

pn(t)

zn

)
+

λ

z
·
∞∑

n=1

pn−1(t)

zn−1
.

Dostali jsme tedy rovnici

∞∑
n=0

= F (z) = −λ ·

(
∞∑

n=0

pn(t)

zn

)
+

λ

z
·
∞∑

n=1

pn−1(t)

zn−1
. (11.5)

Označme dále

P (z, t) :=
∞∑

n=0

pn(t)

zn

(čili P (z, t) je Z-obrazem posloupnosti (pn(t))∞n=0). Pak derivaćı podle proměnné t dostáváme

∂P (z, t)

∂t
=

∞∑
n=0

p′n(t)

zn
.

Nyńı dosazeńım P (z, t) a ∂P (z,t)
∂t

se rovnice 11.5 zjednoduš́ı na

∂P (z, t)

∂t
= −λ · P (z, t) +

λ

z
· P (z, t);

∂P (z, t)

P (z, t)
= λ(

1

z
− 1)∂t.

Integraćı obou stran podle t dostaneme

ln |P (z, t)| = λ · t · (1
z
− 1)

|P (z, t)| = eλt( 1
z
−1)

P (z, t) = K · eλt( 1
z
−1), kde K ∈ {−1; 1}.

Protože plat́ı P (z, 0) = p0(0) = 1, vid́ıme, že K = 1, tj.

P (z, t) = eλt( 1
z
−1).

Nyńı při výpočtu zpětné transformace Z−1 máme
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Z−1
(
eλt( 1

z
−1)
)

= e−λt · Z−1
(
e

λt
z

)
=

= e−λt · Z−1

(
1 +

λt

z
+

λ2t2

z2 · 2!
+

λ3t3

z3 · 3!
+ · · ·

)
,

a tedy

pn(t) =
(λt)n

n!
· e−λt, n = 0, 1, 2, 3, . . .

A jsme hotovi. Nalezli jsme (respektive objevili) hledané pravděpodobnosti. Většinou se
objevené vzorce uváděj́ı pro t = 1, kde pak pn(1) je pravděpodobnost, že za časovou
jednotku t = 1 dojde k n výskyt̊um události. Pokud veličina Y udává počet výskyt̊u
události za časovou jednotku t = 1, jej́ı rozděleńı se nazývá Poissonovo rozděleńı
pravděpodobnosti: veličina Y nabývá hodnot 0, 1, 2, 3, . . . s pravděpodobnost́ı

pk = P (Y = k) =
λk

k!
· e−λ pro k = 0, 1, 2, 3, . . . .

Podobnou strategíı jako v kapitole 10 (vytýkáńım před sumu a seč́ıtáńım nekonečné
řady) lze ověřit, že pro středńı hodnotu a rozptyl veličiny s Poissonovým rozděleńım
pravděpodobnosti plat́ı

EY = DY = λ.

Tohle je celkem výjimečný fakt - Poissonovo rozděleńı je na rozd́ıl od většiny jiných takové,
že jeho středńı hodnota je stejná jako jeho rozptyl. Konstanta λ má přitom týž význam
jako u veličiny X - označuje pr̊uměrný počet výskyt̊u události za časovou jednotku t = 1.

11.2 Př́ıklady užit́ı

Př́ıklad 11.1 Zdravotnický úřad shromažd’uje údaje o nově narozených dětech. Pr̊uměrně
každé dvě hodiny se narod́ı daľśı d́ıtě. Určete

a) Pr̊uměrný počet narozených dět́ı za rok.

b) Pravděpodobnost, že v daném dnu se nenarod́ı žádné d́ıtě.

c) Pravděpodobnost, že v jednom dnu se narod́ı 20 dět́ı.

d) Pravděpodobnost, že za 4 hodiny se narod́ı aspoň 5 dět́ı.

Řešeńı:

ad a) Z tohoto úkolu nebudeme dělat vědu. Pr̊uměrně jedno d́ıtě za hodinu dává dvanáct
dět́ı za den a 365 · 12 = 4380 dět́ı za rok.
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ad b) Základem dobrého využit́ı exponenciálńıho nebo Poissonova popisu je zvolit si
vhodnou časovou jednotku. Pokud hledáme určitý údaj za den, zvolme časovou jed-
notku jeden den. Druhým krokem po volbě časové jednotky je vypočteńı parametru λ.
V našem př́ıpadě λ = 12 dět́ı za den (jedná se o pr̊uměrný údaj za časovou jednotku).
V některých př́ıpadech, např́ıklad zde, máme možnost použ́ıt bud’ exponenciálńı, nebo
i Poissonovo rozděleńı. pro ilustraci užijeme obou cest. Nejprve tedy označme X dobu
mezi dvěma po sobě jdoućımi výskyty narozeńı d́ıtěte. Podle podrobného odvozeńı v
předchoźım odd́ılu má veličina X exponenciálńı rozděleńı s parametrem λ = 12. Pak
pravděpodobnost, že daný den se nenarod́ı nikdo, je rovna

P (X ≥ 1) = 1− P (X < 1) = 1− F (1) = 1− (1− e−12·1) = e−12 = 0.00000614

(využili jsme raději distribučńı funkce F (t) než hustoty f(t), abychom se vyhli in-
tegraci; pro t ≥ 0 plat́ı F (t) = 1 − e−λ·t; pro ilustraci - graf hustoty f(t) rozděleńı
Exp(12) je uveden na obrázku 11.1 ( pro záporná t je rovna nule, pro t = 0 je rovna
hodnotě parametru λ, pak klesá a asymptoticky se bĺı̌źı k ose t. Plat́ı

∫∞
0

f(t)dt = 1.),
graf př́ıslušné distribučńı funkce F (t) na obrázku 11.2 ( pro záporná t je rovna nule,
pak zač́ıná konkávně r̊ust a asymptoticky se bĺı̌źı k hodnotě y = 1)).

2
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Obrázek 11.1: Graf hustoty f(t) rozděleńı Exp(12).

Druhá možná cesta je už́ıt veličiny Y , která udává počet narozeńı za jeden den.
Y má Poissonovo rozděleńı s parametrem λ = 12, čili hledaná pravděpodobnost je
rovna

P (Y = 0) =
120

0!
· e−12 = 0.00000614.

ad c) Využijeme veličiny Y zavedené v b) a dosad́ıme:

P (Y = 20) =
1220

20!
· e−12 = 0.00968
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Obrázek 11.2: Graf distribučńı funkce F (t) rozděleńı Exp(12).

Pro ilustraci - graf pravděpodobnostńı funkce p Poissonova rozděleńı je uveden na
obrázku 11.3, graf př́ıslušné distribučńı funkce F na obr. 11.4.
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Obrázek 11.3: Graf pravděpodobnostńı funkce p rozděleńı Po(12).

ad d) Posledńı úkol tohoto př́ıkladu je analogický, ovšem otázka je položena tak, že nás
zaj́ımá údaj dosažený za 4 hodiny. Muśıme tedy změnit časovou jednotku na 4 ho-
diny. Tı́m pádem se měńı pr̊uměrný počet narozeńı za časovou jednotku na λ = 2.
Označ́ıme-li nyńı Y = počet dět́ı narozených za 4 hodiny, plat́ı Y ∼ Po(λ = 2). A
tedy

P (Y ≥ 5) = p(5) + p(6) + p(7) + · · · = 1− (p(0) + p(1) + p(2) + p(3) + p(4)) =

= 1− e−2 · (120

0!
+

121

1!
+

122

2!
+

123

3!
+

124

4!
) = 0.05265

(mı́sto seč́ıtáńı nekonečné řady jsme opět odečetli pravděpodobnost opačného jevu
od jedničky). Jak je uvedeno na posledńım řádku výpočtu, pokud seč́ıtáme několik
pravděpodobnost́ı Poissonova rozděleńı (zejména při ṕısemce na kalkulačce), je vhodné
člen e−λ vytknout - ušetř́ıme si práci.



Matematika 3 136

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

5 10 15 20 25x

Obrázek 11.4: Graf distribučńı funkce F (t) rozděleńı Po(12): funkce s nekonečně mnoha
schody, která vyjadřuje kumulativńı pravděpodobnosti F (t) = P (Y < t).

Př́ıklad 11.2 Na poště maj́ı být instalovány automaty na prodej známek, které po vhozeńı
mince vydaj́ı přesně za deset sekund žádanou známku. Předpokládáme, že pr̊uměrně bude
cht́ıt použ́ıt automatu šest osob za minutu. Kolik automat̊u bychom měli instalovat, aby
s pravděpodobnost́ı 0.95 byl i v době nejvěťśı frekvence obsloužen každý zájemce bez čekáńı?

Řešeńı: V dnešńı hektické době jsou i ekonomické požadavky neúprosné: čekat deset sekund
je nepřijatelné, na 95% muśı být automat k dispozici okamžitě. Kĺıčem k tomuto př́ıkladu
je zjistit, s jakou pravděpodobnost́ı přijde jistý počet lid́ı za deset sekund - to je totǐz
doba, kdy automat eventuelně někoho obsluhuje a každý daľśı př́ıchoźı muśı čekat. Zvolme
tedy v prvé řadě časovou jednotku rovnu deseti sekundám. Ve druhé řadě pro tuto časovou
jednotku urč́ıme pr̊uměrný počet př́ıchoźıch zákazńık̊u: jestlǐze pr̊uměrně přijde šest za mi-
nutu, za deset sekund přijde jeden, čili λ = 1. Označme Y = počet př́ıchoźıch zákazńık̊u
během deseti sekund. Bystrý čtenář jǐz tuš́ı, že na následuj́ıćım řádku prohláśım, že podle
přechoźıho podrobného odvozeńı má veličina Y rozděleńı Poissonovo s parametrem λ = 1.

Položme si nyńı následuj́ıćı otázku: Jaká je pravděpodobnost, že během deseti sekund
nepřijde v́ıce než jeden zákazńık (a tedy k okamžitému obsloužeńı stač́ı jeden automat)?

p = P (Y ≤ 1) = P (Y = 0) + P (Y = 1) = e−1 · (1
0

0!
+

11

1!
) = e−1 · (1 + 1) = 0.73.

Tedy jediný automat je dostatečný v 73% času. Ovšem v ostatńıch 27% př́ıchoźı zákazńık
muśı čekat, a to je nepřijatelné. Pod́ıvejme se, co ř́ıká teorie pro dva nainstalované au-
tomaty: Pravděpodobnost, že během deseti sekund přijdou maximálně dva zákazńıci, je
rovna

P (Y ≤ 2) = P (Y = 0) + P (Y = 1) + P (Y = 2) = 0.73 + P (Y = 2) = 0.92.

Tedy v 92% času nový př́ıchoźı nemuśı čekat. To je ovšem podle našeho zadáńı stále málo.
Spočtěme dále pravděpodobnost, že během deseti sekund přijdou maximálně tři:

P (Y ≤ 3) = 0.92 + P (Y = 3) > 0.95,
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a tedy k uspokojeńı požadavku ze zadáńı stač́ı tři automaty.

Př́ıklad 11.3 Výrobńı zař́ızeńı má poruchu v pr̊uměru jednou za 2000 hodin. Veličina X
představuj́ıćı dobu čekáńı na poruchu má exponenciálńı rozděleńı. Určete dobu T tak, aby
pravděpodobnost, že př́ıstroj bude pracovat deľśı dobu než T , byla 0.99.

Řešeńı. Pravděpodobnost 0.99 je dost vysoká - proto doba T bezporuchového provozu s
touto pravděpodobnost́ı bude mnohem nǐzš́ı než 2000 hodin. Určeme nyńı T přesně.

V prvé řadě stanov́ıme časovou jednotku. Nab́ıźı se jednotka 2000 hodin, tj. budeme ted’

poč́ıtat s č́ısly, kdy 1 = 2000hod. Za druhé stanov́ıme λ, tj. pr̊uměrný počet poruch za
časovou jednotku: v našem př́ıpadě λ = 1. A tak X ∼ Exp(λ = 1). Hledejme ted’ takovou
dobu T , aby P (X ≥ T ) = 0.99. Využijeme opět distribučńı funkce F (t), protože jej́ı hod-
noty jsou př́ımo rovny jistým kumulativńım pravděpodobnostem - a jednu z nich m̊užeme
do posledńıho vztahu dosadit:

P (X ≥ T ) = 0.99

1− P (X < T ) = 0.99

1− F (T ) = 0.99

F (T ) = 0.01

1− e−λ·T = 1− e−T = 0.01

T = 0.01005034

(mezi posledńımi dvěma řádky je několik krok̊u vynecháno, ale absolvent prvńıho ročńıku
by si s nimi měl poradit). Našli jsme tedy dobu T , po kterou zař́ızeńı bude pracovat bez
poruchy na 99%. Ovšem muśıme tento údaj prezentovat v rozumněǰśıch jednotkách: Pokud
1 = 2000 hodin, tak

T = 0.01005034 = 2000 · 0.01005034 hodin = 20.1 hodin.

11.3 Teorie front

Přirozeńım rozš́ı̌reńım předchoźıch úvah je teorie front. Zde bude náhodnou událost́ı
př́ıchod zákazńıka do fronty (

”
přirozeným” ne v tom smyslu, že by člověka hned napadlo

se t́ım zabývat, ale že mnohé modely teorie front z Poissonova a exponenciálńıho rozděleńı
vycházej́ı). Pod frontou nebudeme chápat okluzńı frontu nebo válečnou frontu, ale frontu
na maso, na mobil, na př́ıstup k tiskárně, frontu u holiče nebo kadeřńıka, apod. S t́ımto
druhem front se každý den setkáváme. Při popisu fronty je potřeba modelovat situaci, kdy
do fronty lidé přicházej́ı a současně z ńı odcházej́ı - ne pryč, ale do jednotky obsluhy (tj.
ten, kdo je obsluhován, už neńı ve frontě). Počet př́ıchod̊u do fronty za časovou jednotku
lze dobře popsat Poissonovým rozděleńım. Tempo obsluhy (tj. odchody z fronty) lze dobře
popsat exponenciálńım rozděleńım (doba mezi dvěma po sobě jdoućımi odchody z fronty je
rovna době obsluhy jednoho zákazńıka). Ovšem ve skutečných frontách se vyskytuj́ı ještě
daľśı parametry, nejen př́ıchody a odchody. V následuj́ıćım si budeme vš́ımat r̊uzných
situaćı vzhledem k šesti r̊uzným parametr̊um takzvaného Kendallova-Leeova rozš́ı̌reného
označeńı (a|b|c) : (d|e|f). Vysvětleme nyńı jejich význam:
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a.. Typ rozděleńı veličiny X popisuj́ıćı počet př́ıchod̊u do fronty za jednotku času (pokud
hodnota tohoto parametru je M , označuje to tzv. Markovského typ př́ıchod̊u, což
znamená, že X má Poissonovo rozděleńı; my se zde budeme bavit pouze o tomto
typu př́ıchod̊u do fronty - pr̊uměrný počet zákazńık̊u přǐslých do fronty za jednotku
času budeme značit λ).

b.. Typ rozděleńı veličiny Y popisuj́ıćı dobu obsluhy jednoho zákazńıka (hodnota M
označuje tzv. Markovského typ obsluhy, kdy Y má exponenciálńı rozděleńı - pak
pr̊uměrný počet zákazńık̊u obsloužených za jednotku času má pro změnu opět Po-
issonovo rozděleńı - parametr tempa obsluhy budeme označovat µ).

c.. Počet paralelńıch server̊u = obsluhovaćıch pult̊u.

d.. Typ fronty (např. FIFO = first in first out = prvńı člověk ve frontě je ten , kdo
bude nejdř́ıv obsluhován; LIFO = last in first out = ten, kdo přǐsel posledńı, bude
obsloužen nejdř́ıv (tzv. zásobńıková fronta); apod.)

e.. Maximálńı dovolený počet zákazńık̊u v systému (systém = fronta + obsluha).

f.. Velikost zdroje, ze kterého zákazńıci přicházej́ı do fronty.

Samozřejmě, že matematické modely maj́ı své slabiny - např́ıklad v tomto odd́ılu nebu-
deme uvažovat, že zákazńık, který se do fronty jednou zařad́ı, pak za chv́ıli změńı názor
a odejde ještě dř́ıve, než je obsloužen. Kdybychom i tohle chtěli brát v potaz, situace by
byla ještě složitěǰśı než ty, kterými se budeme zabývat. To je jasný princip - č́ım přesněǰśı
chceme, aby model popisuj́ıćı realitu byl, t́ım je složitěǰśı (a většinou vždy obsahuje jistou
mı́ru pravděpodobnosti).

Všechny následuj́ıćı modely uvažuj́ı tento systém: Zákazńıci přicházej́ı do jediné fronty
a řad́ı se za sebe. Jakmile se uvolńı mı́sto v obsluze, která sestává z jednoho nebo v́ıce
paralelńıch server̊u, ten, kdo je ve frontě prvńı, odcháźı z fronty do obsluhy a začne být
obsluhován. Obsloužený zákazńık odcháźı pryč.

Důležitou otázkou těchto model̊u je, zda existuje tzv. ustálený stav (ten neexistuje, pokud
tempo λ př́ıchod̊u do fronty za časovou jednotku je větš́ı než tempo µ · c (= µ krát počet
server̊u) obsloužených zákazńık̊u za jednotku času - v tom př́ıpadě je systém zahlcen).
Pokud existuje ustálený stav systému, budeme se zabývat jeho následuj́ıćımi charakteris-
tikami:

pn.. pravděpodobnost, že v ustáleném stavu je v systému (= frontě + obsluze) právě n
zákazńık̊u;

Ls.. očekávaný (středńı, pr̊uměrný) počet zákazńık̊u v systému;

Lg.. očekávaný počet zákazńık̊u ve frontě (q je z anglického fronta = queue);

Ws.. očekávaná doba strávená zákazńıkem v systému;
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Wq.. očekávaná doba strávená zákazńıkem ve frontě.

Nejd̊uležitěǰśı z uvedených charakteristik ustáleného stavu jsou bezesporu pravděpodobnosti
pn, protože pomoćı nich urč́ıme všechny ostatńı uvedené parametry jako středńı hodnoty
jistých veličin:

a) Z definice středńı hodnoty diskrétńı náhodné veličiny plyne

Ls =
∞∑

n=0

n · pn;

Lq =
∞∑

n=c

(n− c) · pn.

b) Vztah mezi L a W : Ls = λ ·Ws, lq = λ ·Wq.

c) Pr̊uměrná doba strávená v systému se rovná součtu pr̊uměrné doby čekáńı ve frontě
a pr̊uměrné doby obsluhy, tj.

Ws = Wq +
1

µ
.

Odtud vynásobeńım λ a užit́ım b) máme

Ls = Lq +
λ

µ
.

Z posledńıho vztahu mimo jiné plyne λ = µ · (Ls − Lq).

d) Někdy se d́ıky omezeńı délky fronty (např. počtem parkovaćıch mı́st, počtem tele-
fonát̊u

”
v pořad́ı” ve frontě, apod.) daľśı zákazńıci nemohou do fronty připojit. Pak

zavád́ıme tzv. ovlivněné (ciźım slovem efektivńı) tempo př́ıchod̊u λeff vyjadřuj́ıćı,
že ze všech př́ıchoźıch se do fronty přidá jen jisté procento, tj.

λeff = λ · β, kde β ∈ (0; 1).

V takovém př́ıpadě plat́ı

Ls = λeff ·Ws;

Lq = λeff ·Wq;

Ls = Lq +
λeff

µ
.

Pod́ıvejme se nyńı na některé konkrétńı modely front.
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11.3.1 Fronty typu (M |M |1) : (GD|∞|∞)

Prvńı dvě M v identifikaci označuj́ı Markovského typ fronty (Markovského typ př́ıchod̊u
do fronty ... tempem λ za jednotku času; Markovského typ obsluhy ... tempem µ za jed-
notku času) popsaný Poissonovým (popř́ıpadě exponenciálńım) rozděleńım pravděpodobnosti.

Třet́ı parametr 1 ř́ıká, že obsluha sestává z jedné jednotky (serveru, pokladny, apod.).
Čtvrtý parametr GD označuje nespecifikovaný typ fronty, kde určeńı pravděpodobnosti
pn záviśı pouze na středńı hodnotě doby čekáńı ve frontě (pokud bychom chtěli studovat
vlastnosti fronty, které záviśı nejen na středńı hodnotě, ale i na konkrétńım rozděleńı doby
čekáńı, museli bychom typ fronty specifikovat).

Dále e = ∞ ... délka fronty neńı nijak omezena; f = ∞ ... velikost zdroje, ze kterého
přicházej́ı do fronty zákazńıci, neńı nijak omezena (ve skutečnost́ı je tato hodnota vždy
omezena např. počtem obyvatel v republice, apod., ale toto č́ıslo je tak velké, že je můžeme
označovat třeba jako ∞).

Celkem složitým zp̊usobem (Saaty 1961) se odvod́ı diferenčńı rovnice pro pn za ustáleného
stavu ρ = λ

µ
< 1, které se celkem lehce vyřeš́ı např. pomoćı Z-transformace. Výsledek pro

ustálený stav:

pn = (1− ρ) · ρn, n = 0, 1, 2, 3, . . .

(tzv. geometrické rozděleńı pravděpodobnosti - s ńım jsme se už jednou setkali v př́ıkladu
8.12 a zde vid́ıme daľśı jeho využit́ı). Pak

Ls =
∞∑
0

n · pn =
∞∑
0

n(1− ρ)ρn =

= (1− ρ) · ρ · d

dρ

(
∞∑
0

ρn

)
= (1− ρ) · ρ ·

(
1

1− ρ

)′
=

ρ

1− ρ
;

Lq = Ls −
λ

µ
=

ρ2

1− ρ
;

Ws =
Ls

λ
=

1

µ(1− ρ)
;

Wq =
ρ

µ(1− ρ)
.

Př́ıklad 11.4 Do myčky aut pčij́ı̌zděj́ı auta na základě Poissonova rozložeńı se středńı
hodnotou 5 za hodinu. Doba myt́ı jednoho auta se ř́ıd́ı exponenciálńım rozděleńım se
středńı hodnotou 10 minut. Nem̊uže prob́ıhat myt́ı v́ıce aut najednou. Určete

a) Pr̊uměrný počet aut ve frontě.

b) Kolik parkovaćıch mı́st je třeba, aby se aspoň 80% času všechna přij́ı̌zděj́ıćı auta vešla
do fronty.
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c) Pr̊uměrnou dobu, po kterou je linka nevyužitá.

d) Pr̊uměrnou dobu strávenou zákazńıkem v systému.

Řešeńı: λ = 5, µ = 6 (za hodinu je pr̊uměrně umyto 6 aut). ρ = 5
6
, existuje tedy ustálený

stav a má smysl určovat jeho charakteristiky.

ad a) Lq = ρ2

1−ρ
= 4, 17

.
= 4 auta. Pr̊uměrně budou ve frontě 4 auta.

ad b) Máme naj́ıt s tak, aby

p0 + p1 + p2 + · · ·+ ps ≥ 0.8;

Dosazeńım a využit́ım vzorce pro součet prvńıch s člen̊u geometrické posloupnosti
máme

1− ρ + ρ(1− ρ) + · · ·+ ρs(1− ρ) ≥ 0.8

(1− ρ) · 1− ρs+1

1− ρ
≥ 0.8

0.2 ≥ ρs+1

s + 1 ≥ ln 0.2

ln ρ
.
= 6.8

s ≥ 7.8

Tedy 8 parkovaćıch mı́st zajist́ı, že 80% času se všechna přij́ı̌zděj́ıćı auta vejdou.

ad c) p0 = 1− ρ
.
= 0.17, tj. linka je nevyužitá 17% času.

ad d) Ws = 1
µ(1−ρ)

= 1 hodina, tj. manažer by měl přemýšlet, jak zrychlit provoz myčky.

11.3.2 Fronty typu (M |M |1) : (GD|N |∞)

Oproti modelu 11.3.1 je zde jediný rozd́ıl, a sice ten, že je-li v systému N zákazńık̊u,
daľśım neńı dovoleno zařadit se do fronty, čili tempo λeff zařazeńı do fronty je menš́ı než
tempo λ přij́ıžděj́ıćıch zákazńık̊u. Systém se někdy nazývá systémem se ztrátami, protože
někteř́ı zákazńıci jsou ztraceni (= d́ıky plné frontě jedou jinam).

V př́ıpadě tohoto modelu nemuśı platit ρ < 1, ustálený stav existuje vždy. Lze odvo-
dit, že

pn =

{
1

N+1
... ρ = 1(

1−ρ
1−ρN+1

)
· ρn ... ρ 6= 1

pro n = 0, 1, 2, . . . , N . Odtud

Ls =

{
N
2

... ρ = 1;∑N
0 npn = 1−ρ

1−ρN+1 ·
∑N

0 nρn = 1−ρ
1−ρN+1 · ρ · d

dρ

(
1−ρN+1

1−ρ

)
= ρ(1−(N+1)ρN+NρN+1)

(1−ρ)(1−ρN+1)
... ρ 6= 1.
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Dále pravděpodobnost, že zákazńık se už do fronty nepřipoj́ı (jede jinam), se rovná pN ,
a tedy pravděpodobnost, že přij́ıžděj́ıćı zákazńık se do fronty připoj́ı, je rovna 1 − pN .
Odtud

λeff = λ · (1− pN).

Ostatńı charakteristiky urč́ıme ze vztah̊u

Wq =
Lq

λeff

=
Lq

λ(1− pN)
;

Ls = Lq +
λeff

µ
= Lq +

λ(1− pN)

µ
;

Ws = Wq +
1

µ
=

Ls

λ(1− pN)
.

Také lze ukázat, že plat́ı

λeff = µ · (Ls − Lq).

Model sice zachycuje skutečnost, že někteř́ı zákazńıci jednou jinam d́ıky plné frontě, ale
nepoč́ıtá se ztrátou dobré v̊ule zákazńık̊u, tj. s t́ım, že zákazńıci, kteř́ı museli několikrát
odjet d́ıky plné frontě, už třeba př́ı̌stě nepřijedou v̊ubec.

Př́ıklad 11.5 Vrat’me se k př́ıkladu 11.4 myčky a uvažujme N = 5+1 (tj. pět parkovaćıch
mı́st a jedno mı́sto obsluhy v myčce). Určete

a) Kolik aut jede jinam d́ıky plné frontě v pr̊uběhu osmihodinové pracovńı doby.

b) Pr̊uměrnou dobu Ws strávenou zákazńıkem v systému.

Řešeńı:

ad a) pN = p6 =

(
1− 5

6

1− (5
6
)7

)
· (5

6
)6 = 0.0774,

tj. počet odrazených zákazńık̊u za hodinu je

λ− λeff = λ · pN = 5 · 0.0774 = 0.387;

Tedy za osm hodin jedou asi 8 · 0.387
.
= 3 auta jinam.

ad b)

Ls =
N∑
0

npn =
6∑
0

npn = . . . = 2.29 auta;

Ws =
Ls

λeff

=
2.29

5(1− 0.0774)
= 0.496 hodin.

Tedy oproti neomezené délce fronty (př́ıklad 11.4) byla doba strávená v systému
zkrácena z jedné hodiny asi na polovinu za cenu tř́ı ztracených aut denně.



Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně 143

11.3.3 Fronty typu (M |M |c) : (GD|∞|∞)

Tento typ fronty je analogický typu 11.3.1 s t́ım rozd́ılem, že může současně být obslu-
hováno c zákazńık̊u (ř́ıkáme, že obsluha má c jednotek). Podmı́nka existence ustáleného
stavu je

ρ

c
< 1, tj.

λ

µc
< 1 (pro ρ =

λ

µ
).

Charakteristiky ustáleného stavu:

p0 =

[(
c−1∑
0

ρn

n!

)
+

ρc

c!(1− ρ
c
)

]−1

;

pn =

{ (
ρn

n!

)
· p0 ... 0 < n ≤ c;

ρn

cn−c·c! · p0 ... n > c.

Odtud dostaneme

Lq =
ρc+1

(c− 1)! · (c− ρ)2
· p0 =

c · ρ
(c− ρ)2

· pc;

Ls = Lq + ρ;

Wq =
Lq

λ
;

Ws = Wq +
1

µ
.

Celkem komplikované výpočty lze apoximovat

pro ρ << 1 : p0
.
= 1− ρ, Lq

.
=

ρc+1

c2
;

pro ρ
.
= 1 : p0

.
=

(c− ρ)(c− 1)!

cc
, Lq

.
=

ρ

c− ρ
.

Př́ıklad 11.6 V malém městě provozovaly taxislužbu dvě firmy, z nichž každá vlastnila
dvě auta. Byly koupeny jedńım majitelem, který si položil otázku: Jsou oba dispečinky
využity, nestačil by jeden? Na každém z dispečink̊u jsou objednávky stejně časté, asi λ = 10
za hodinu. Pr̊uměrná doba jedné j́ızdy je 11, 5 minut.

Řešeńı: Otázka zńı: co je lepš́ı - dva systémy (M |M |2), kde λ = 10 a µ = 5.217 v každém
z nich, nebo jeden systém (M |M |4), kde λ = 20 a µ = 5.217?

Poměr využitosti linek ρ
c

je stejný v obou situaćıch, ale jiné parametry jsou odlǐsné:

Model (M |M |2) ... p0 = 0.0212, Wq = 2.16 hod.

Model (M |M |4) ... p0 = 0.0042, Wq = 1.05 hod., čili pro zákazńıky jasně vhodněǰśı
model.
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11.3.4 Fronty typu (M |M |c) : (GD|N |∞)

Na rozd́ıl od typu 11.3.3 je nyńı N maximálńı počet zákazńık̊u v systému, tj. (N − c) je
maximálńı délka fronty. Ustálený stav tedy existuje vždy a zde jsou jeho charakteristiky:

p0 =


[(∑c−1

0
ρn

n!

)
+ ρc

c!
· (N − c + 1)

]−1
... ρ

c
= 1;[(∑c−1

0
ρn

n!

)
+ ρc

c!
· 1−( ρ

c
)N−c+1

1− ρ
c

]−1

... ρ
c
6= 1;

pn =

{
ρn

n!
· p0 ... 0 ≤ n ≤ c;

ρn

c!·cn−c · p0 ... c ≤ n ≤ N ;

Lq =

{
p0 · ρc(N−c)(N−c+1)

2·c! ... ρ
c

= 1;

p0 · ρc+1

(c−1)!(c−ρ)2

[
1− (ρ

c
)N−c − (N − c)(ρ

c
)N−c(1− ρ

c
)
]

... ρ
c
6= 1;

Ls = Lq + (c− c) = Lq +
λeff

µ
,

kde c je očekávaný počet nečinných server̊u (c =
∑c

0(c−n)pn). (c− c) je očekávaný počet
využitých server̊u a pro efektivńı tempo př́ıchod̊u λeff plat́ı

λeff = λ(1− pN) = µ(c− c).

Př́ıklad 11.7 Vrat’me se k př́ıkladu 11.6 a modelu typu (M |M |4). Pokud se dispečink
omluv́ı, když je ve frontě už 16 žadatel̊u o odvoz (tj. N = 16 + 4 = 20), pak

p0 = 0.00753;

Lq = 5.85;

p20 = 0.03433 =⇒ λeff = λ(1− p20) = 19.31;

Wq =
Lq

λeff

= 0.303 hod
.
= 18 minut .

Doba čekáńı ve frontě je tedy dále zkrácena na úkor ztráty p20 ·100 = 3.4% zákazńık̊u. Sa-
mozřejmě tento model neř́ıká nic o ztrátě dobré v̊ule některých zákazńık̊u po dlouhodobém
provozu (ve skutečnosti bude ztráta klientely věťśı než 3, 4%).

11.4 Náhodné generováńı hodnot Po a Exp na poč́ıtači

V některých oborech (pokud chceme sestavit model fronty na poč́ıtači, nebo v jiných
oblastech) se někdy využ́ıvá tzv. simulace, tj. hodnoty veličin źıskáváme náhodně. Při
náhodném generováńı veličiny X, která má rozděleńı Exp(λ), využijeme jej́ı distribučńı
funkce

F (t) =

{
0 ... t < 0;
1− e−λt ... t ≥ 0.

Využijeme toho, že distribučńı funkce představuje přechod mezi hodnotami pravděpodobnosti
z intervalu (0; 1) a hodnotami, kterých nabývá veličina X. Abychom źıskali hodnotu
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p

0

1

1 2

Obrázek 11.5: Pro kladná t je distribučńı funkce F (t) prostá, a proto pro p ∈ (0; 1)
existuje jediná hodnota tp ∈ (0,∞) tak, že F (tp) = p.

veličiny X, náhodně vygenerujeme (to většinou poč́ıtač umı́ - funkce RANDOM) hod-
notu p z intervalu (0; 1). Tuto hodnotu p nabývá distribučńı funkce v jediném bodě tp,
který se nazývá p-kvantil - viz obr. 11.5.
Z rovnice p = F (tp) tedy vypočteme tp:

p = 1− e−λ·tp

tp = −1

λ
· ln(1− p)

Při náhodném generováńı hodnot veličiny Y s Poissonovým rozděleńım Po(λ) využijeme
vztahu mezi exponenciálńım a Poissonovým rozděleńım - opakovaně generujeme hodnoty
veličiny X a sč́ıtáme je, dokud nepřesáhnou danou časovou jednotku; pak náhodná hod-
nota veličiny Y je rovna počtu těchto opakováńı zmenšenému o jedničku.

Např́ıklad pro λ = 3 generujeme postupně náhodné hodnoty veličiny X, źıskáváme

0.1626 0.0176 0.2447 0.1318 0.9436

(nyńı součet těchto pěti hodnot přesáhl časovou jednotku 1, a proto náhodně źıskaná
hodnota Y je rovna 5− 1 = 4).

11.5 Shrnut́ı pojmů

Exponenciálńı i Poissonovo rozděleńı pravděpodobnosti jsou dva pravděpodobnostńı mo-
dely popisuj́ıćı tutéž situaci. Př́ıslušné veličiny však vyjadřuj́ı r̊uzné věci:

X ... doba mezi dvěma po sobě jdoućımi výskyty události. Toto rozděleńı se nazývá
exponenciálńı (znač́ıme: X ∼ Exp(λ)). X je spojitá veličina, která nabývá kladných
hodnot.

Y ... počet výskyt̊u události za časovou jednotku. Toto rozděleńı se nazývá Poissonovo
(označujeme: Y ∼ Po(λ)). Y je diskrétńı veličina, která nabývá hodnot z množiny
{0, 1, 2, 3, . . .}.
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Parametr λ se dosazuje do obou rozděleńı tentýž a udává pr̊uměrný počet výskyt̊u události
za jednotku času.

Kromě jednoduchých př́ıpad̊u využit́ı slouž́ı obě rozděleńı jako odrazový můstek mate-
matického popisu teorie front. Exkurze zde zdaleka nebyla vyčerpávaj́ıćı. Lze odvodit
popis daľśıch systémů, jako je samoobslužný model, fronty s prioritou, sériově řazené
fronty, apod.
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12 Rovnoměrné a normálńı rozděleńı pravděpodobnosti

V minulé kapitole jsme se bĺıže seznámili už s jedńım typem spojitého rozděleńı pravděpodobnosti,
v této kapitole budeme se spojitými modely pokračovat - čekaj́ı nás daľśı dva. Budeme se
zabývat zejména normálńım rozděleńım, protože to tvoř́ı základ nejčastěji použ́ıvaných
statistických test̊u.

12.1 Rovnoměrné rozděleńı pravděpodobnosti

Rovnoměrné rozděleńı pravděpodobnosti je velmi jednoduchým typem spojitého rozděleńı.
Dı́ky tomu je model při popisu konkrétńıch situaćı celkem nepřesný. Použ́ıváme jej jen
zř́ıdka. Ovšem i jednoduché věci se mohou někdy hodit (třeba u zkoušky - když člověk
nezná ani to jednoduché, jak potom může znát to složité?).

Řekneme, že veličina X má rovnoměrné rozděleńı pravděpodobnosti, pokud nabývá
hodnot z intervalu < a, b > konečné délky a libovolná hodnota z tohoto intervalu je stejně
pravděpodobná jako ty ostatńı. Hustota této veličiny je dána vztahem

f(t) =

{
1

b−a
... t ∈< a; b >;

0 ... jinak,

pro distribučńı funkci F (t) plat́ı (mohli bychom to též odvodit, protože plat́ı F (t) =∫ t

−∞ f(x)dx)

F (t) =


0 ... t ≤ a;
t−a
b−a

... t ∈ (a; b);

1 ... t ≥ b.

Označeńı rovnoměrného rozděleńı je Ro(a, b).

Př́ıklad 12.1 Nejmenovaný student bydĺıćı v Bystrci jezd́ı výhradně tramvaj́ı č́ıslo 1.
Ovšem nikdy se doma ned́ıvá do j́ızdńıho řádu, kdy tramvaj jede - to je pod jeho úroveň.
Tramvaj jezd́ı v šestiminutových intervalech. Student přijde vždy na zastávku naprosto
náhodně a čeká na svou obĺıbenou

”
number one”. Dobu X jeho čekáńı na tramvaj lze

popsat rovnoměrným rozděleńım na intervalu < 0; 6 >. Je pedagogické nakreslit grafy
hustoty i distribučńı funkce této veličiny (viz obr. 12.1 a 12.2).

Když bychom nyńı chtěli určit pravděpodobnost, že student bude na tramvaj čekat 4 až
6 minut, podle vzorc̊u z kapitoly 9 máme

P (X ∈ (4; 6)) =

∫ 6

4

f(t)dt =

∫ 6

4

1

6
dt =

1

3
.

Také plat́ı, že P (X ∈ (4; 6; )) = 6−4
6−0

, tj. hledaná pravděpodobnost je rovna poměru
délek dvou úseček. Jinými slovy, rovnoměrné rozděleńı zachycuje právě situace geomet-
rické pravděpodobnosti na intervalu (geometrická pravděpodobnost na intervalu je rovna
poměru délek úseček - jak bylo řečeno v úvodńı kapitole o pravděpodobnostńıch modelech,
vid́ıme, že tento speciálńı př́ıpad je ve spojitých modelech zahrnut).
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Obrázek 12.1: Hustota rovnoměrného rozděleńı pravděpodobnosti Ro(0; 6).
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Obrázek 12.2: Distribučńı funkce rovnoměrného rozděleńı pravděpodobnosti Ro(0; 6).

12.2 Normálńı rozděleńı pravděpodobnosti

Normálńı rozděleńı pravděpodobnosti je rozděleńı pro veličiny spojitého typu a má hustotu

f(t) =
1√

2π · σ
· e−

(t−µ)2

2σ2 .

Vzorec této funkce na prvńı pohled nemá př́ıjemný tvar a asi by jej nikdo nechtěl potkat v
noci na liduprázdné ulici. Dalo by se spoč́ıtat, že středńı hodnota veličiny X s rozděleńım
zadaným touto hustotou je rovna parametru µ, rozptyl je roven parametru σ2. Proto bu-
deme značit No(µ, σ2). Na obr. 12.3 jsou uvedeny grafy hustoty pro σ2 stále rovno jedné
a r̊uzné středńı hodnoty µ, na obr. 12.4 je µ = 6 a měńı se hodnoty rozptylu σ2 ( Při
malém rozptylu je rameno grafu hustoty vysoké a úzké, pro větš́ı rozptyl hustota nabývá
nižš́ıch funkčńıch hodnot, ale interval s hodnotami významně odlǐsnými od nuly je širš́ı).
U všech těchto graf̊u hustot plat́ı

∫∞
−∞ f(t)dt = 1.

Normálńı rozděleńı se stalo slavným d́ıky tomu, co ř́ıká tzv. centrálńı limitńı věta:

Jestliže X1, X2, . . . , XN jsou navzájem nezávislé veličiny, které maj́ı všechny stejné rozděleńı
(nemuśı být normálńı, ale libovolné, jeho středńı hodnota je EXi = µ a rozptyl DX = σ2),
pak součtem těchto veličin je náhodná veličina Y (plat́ı Y =

∑N
1 Xi) se středńı hodnotou



Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně 149
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Obrázek 12.3: Hustota normálńıho rozděleńı pro r̊uzné středńı hodnoty µ.
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Obrázek 12.4: Hustota normálńıho rozděleńı pro r̊uzné rozptyly σ2.

EY = N · µ a rozptylem DY = N · σ2, která má pro dostatečně velké N (N > 30)
normálńı rozděleńı, tj. plat́ı

P (Y ∈ (a; b)) =

∫ b

a

1√
2πsqrtNσ

· e−
(t−Nµ)2

2Nσ2 dt.

To, že hodně proměnných lze s velkou přesnost́ı popsat pomoćı normálńıho rozděleńı, je
právě d̊usledkem centrálńı limitńı věty. Následuj́ıćı dvě situace to dokresluj́ı.

Př́ıklad 12.2 Y1 udává výšku borovic v daném lese (v metrech). Pr̊uměrná výška (= µ)
je 50 metr̊u. Vezměme nyńı jeden konkrétńı strom, jehož výška je 54 metr̊u. Co zp̊usobilo,
že vyrostl o 4 metry nad pr̊uměr? Hodně r̊uzných vliv̊u:

a) Stromek byl zasazen v obzvlášt’ př́ıznivém obdob́ı roku, což zp̊usobilo, že vyrostl o 1m
nad pr̊uměr.

b) Mı́sto, kde strom roste, źıskává zdroje hnojiva nav́ıc, což vede k r̊ustu o 2.3m nad
pr̊uměr.

c) Nešt’astnou náhodou byl stromek při sazeńı nalomen, což znamená, že narostl o 1.4m
nǐzš́ı, než mohl.
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d) Strom má dobré mı́sto na slunci, což mu pomohlo vyr̊ust o 2m nad pr̊uměr.

e) Skupina př́ıslušńık̊u antagonistického hmyzu si vybrala strom za sv̊uj domov, což mu
vzalo šance vyr̊ust o 0.6m výš než ostatńı stromy.

atd.

Zkrátka a dobře, vychýleńı 4m nad pr̊uměr je dáno součtem všech těchto možných kladných
i záporných vliv̊u. Protože těchto vliv̊u je věťsinou poměrně dost, výslednou výšku stromu
danou souštem všech těchto vliv̊u lze s velkou přesnost́ı popsat normálńım roděleńım.

Př́ıklad 12.3 Y2 udává výsledek zkoušky z matematiky. Vezmeme nyńı výsledek zkoušky
jednoho konkrétńıho studenta. Co naň mělo vliv?

a) Honza měl den před zkouškou chřipku. To sńı̌zilo jeho výkon o 5 bod̊u.

b) Honza si něco tipl a náhodou to trefil - přidalo mu to 2 body.

c) Honza chyběl na kĺıčové přednášce a neměl u zkoušky jej́ı kopii - přǐsel o 5 bod̊u.

d) Profesor byl v dobré náladě a při opravováńı Honzovi 3 body přidal zadarmo.

atd.

Opět vid́ıme, že výsledek Honzovy zkoušky je dán součtem věťśıho počtu navzájem nezávislých
náhodných vliv̊u, a tedy jej lze s velkou přesnost́ı popsat normálńım rozděleńım.

Př́ıklad 12.4 Specielně i binomické rozděleńı lze pro dostatečně velké N dobře popsat
(aproximovat, nahradit) normálńım rozděleńım:

Uvažujme např́ıklad veličinu X, která udává počet ĺıc̊u při 100 hodech korunou. Tato
veličina má binomické rozděleńı s parametry

N = 100, p =
1

2
; EX = Np = 50; DX = Np(1− p) = 25.

Tuto veličinu lze vyjádřit jako součet veličin X1, X2, . . . , X100, kde Xi má binomické
rozděleńı s parametry N = 1, p = 1

2
, tj. udává počet ĺıc̊u v jediném hodu minćı (pro

N = 1 se binomické rozděleńı někdy nazývá alternativńı rozděleńı, protože veličina m̊uže
zde nabývat pouze dvou alternativ: 0 nebo 1).

Jako součet stejně rozdělených nezávislých veličin lze tedy X s velkou přesnost́ı popsat
normálńım rozděleńım s parametry (pro N = 100)

µ = EX = N · EXi = Np = 50, σ2 = DX = N ·DXi = Np(1− p) = 25.

Čili pro dostatečně velké N lze binomické rozděleńı s velkou přesnost́ı aproximovat normálńım
rozděleńım se stejnou středńı hodnotou a rozptylem.
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12.3 U-rozděleńı

Uvažujme náhodnou veličinu X udávaj́ıćı výsledky zkoušky z matematiky, kterou lze s
velkou přesnost́ı popsat normálńım rozděleńım (viz př́ıklad 12.3)s hustotou f(t) a para-
metry

µx = 75, σ2
x = 25.

Jej́ı normované hodnoty (viz kap. 9) budeme chápat jako hodnoty veličiny U , kde

U =
X − µx

σx

=
X − 75

5

a plat́ı

EU =

∫ ∞

−∞

t− µx

σx

· f(t)dt =
1

σx

(∫ ∞

−∞
t · f(t)dt− µx ·

∫ ∞

−∞
f(t)dt

)
=

=
1

σx

(µx − µx · 1) = 0;

DU = E(U2)− E2U = EU2 − 0 =

∫ ∞

−∞

(
t− µx

σx

)2

· f(t)dt =

=
1

σ2

∫ ∞

−∞
(t− µx)

2 · f(t)dt =
1

σ2
x

· σ2
x = 1.

Zaj́ımá-li nás pravděpodobnost, s jakou student dosáhne výsledku mezi 75 a 77 body,
muśıme spoč́ıtat

P (75 ≤ X ≤ 77) =

∫ 77

75

1√
2π · 5

· e−
(t−75)2

50 dt,

což je obsah vyšrafované plochy na obrázku 12.5.
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Obrázek 12.5: Obsah šrafované plochy je roven pravděpodobnosti, že X nabude hodnot
z intervalu < 75; 77 >.
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Tato pravděpodobnost je stejná jako pravděpodobnost, že veličina U nabude hodnot z
intervalu určeného př́ıslušnými normovanými hodnotami

75− 75

5
a

77− 75

5
, tj. P (75 ≤ X ≤ 77) = P (0 ≤ U ≤ 0.4) =

∫ 0.4

0

1√
2π
· e−fracu22du,

což je obsah šrafované plochy na obrázku 12.6.
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Obrázek 12.6: Obsah šrafované plochy je roven pravděpodobnosti, že U nabude hodnot
z intervalu < 0; 0.4 >. Tento obsah je stejný jako obsah šrafované plochy z obr. 12.5.

Plat́ı tedy∫ 77

75

1√
2π · 5

· e−
(t−75)2

2·25 dt =

∫ 77−75
5

75−75
5

f(u)du,

kde f(u) je hustota U -rozděleńı, tj. libovolný integrál z hustoty normálńıho rozděleńı lze
převést na integrál z hustoty rozděleńı U .

Veličina U má tedy normálńı rozděleńı No(µ = 0; σ2 = 1) a nazýváme ji standardi-
zované normálńı rozděleńı (v anglické literatuře Z-distribution a Z-value).

Výpočty uvedených integrál̊u jsou dosti pracné, a proto se s výhodou použ́ıvá následuj́ıćıho
postupu: pravděpodobnostńı výpočty obecného normálńıho rozděleńı se převedou právě
popsaným postupem na výpočet integrálu U -rozděleńı, pro které byla vypočtena a sesta-
vena tabulka integrál̊u

Φ(u) = P (U < u) =

∫ u

−∞

1√
2π
· e−

t2

2 dt

(Φ(u) je označeńı distribučńı funkce rozděleńı U - jako pravděpodobnost má sv̊uj geome-
trický význam, což znázorňuje obrázek 12.7).
Protože graf funkce f(u) je symetrický vzhledem ke svislé ose (př́ımce u = 0), v tabulce
nemuśı být uvedeny hodnoty Φ(u) pro záporná u. Plat́ı totiž pro u > 0:
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Obrázek 12.7: Obsah šrafované plochy je roven funkčńı hodnotě distribučńı funkce Φ(u)
rozděleńı U .

Φ(−u) = 1− φ(u)

Pravdivost tohoto tvrzeńı je patrná z toho, že na obou stranách rovnosti v rámečku je
obsah téže plochy. Např. Φ(−0.5) = 1 − Φ(0.5), protože (viz obr. 12.8) funkce f(u) je
symetrická a celkový obsah plochy pod křivkou je roven jedné:

Φ(−0.5) = S(A) = S(B) = 1− Φ(0.5)

A B
0

0.1

0.2

0.3

0.4

–3 –2 0.5 2 3

Obrázek 12.8: Obsahy ploch A a B jsou stejné.

Hodnoty funkce Φ(u) jsou uvedeny v tabulce 12.1 a 12.2.

Př́ıklad 12.5 Veličinu X udávaj́ıćı výsledek zkoušky lze popsat rozděleńım No(µ = 75; σ2 =
25). S jakou pravděpodobnost́ı je výsledek zkoušky

a) v intervalu < 69; 72 >?

b) menš́ı než 65?
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c) věťśı než 80?

d) v intervalu < µx − 3σx; µx + 3σx >?

Řešeńı:

ad a)

P (69 ≤ X ≤ 72) = P

(
69− µx

σx

≤ X − µx

σx

≤ 72− µx

σx

)
=

= P

(
69− 75

5
≤ U ≤ 72− 75

5

)
=

= P (−1.2 ≤ U ≤ −0.6) = Φ(−0.6)− Φ(−1.2) =

= 1− Φ(0.6)− (1− Φ(1.2)) =

= Φ(1.2)− Φ(0.6) = 0.8849303− 0.7257469 = 0.1591834,

což je obsah plochy na obrázku 12.9. Pokud si zv́ıdavý čtenář položil otázku, proč
mı́sto některých neostrých nerovnost́ı nejsou v tomto odvozováńı ostré a naopak, pak
bych mu rád připomněl, že u spojitých veličin plat́ı

P (X = t0) = 0

pro libovolné t0. Dı́ky tomu nezálež́ı na tom, zda u normálńıho rozděleńı definujeme
distribučńı funkci předpisem F (t) = P (X ≤ t) nebo F (t) = P (X < t) (tyto dva
druhy definice se totǐz objevuj́ı v matematické literatuře oba, ale žádný velký vliv
to nemá - u spojitých veličin to nemá žádný vliv, u diskrétńıch veličin je schodová
distribučńı funkce v prvńım př́ıpadě zprava spojitá, ve druhém zleva spojitá, tj. v
bodě skoku je v prvńım př́ıpadě funkčńı hodnota definována na horńım schodu, ve
druhém př́ıpadě na dolńım).
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Obrázek 12.9: K př. 12.5a) - výpočet pravděpodobnosti u normálńıho rozděleńı je roven
obsahu šrafované plochy.
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ad b)

P (X ≤ 65) = P

(
X − µx

σx

≤ 65− µx

σx

)
= P

(
U ≤ 65− 75

5

)
=

= P (U ≤ −2) = Φ(−2) = 1− Φ(2) = 1− 0.9772499 = 0.0227501.

ad c)

P (X ≥ 80) = P

(
U ≥ 80− 75

5

)
= P (U ≥ 1) = 1− P (U < 1)

= 1− Φ(1) = 1− 0.8413447 = 0.1586553.

ad d)

P (µx − 3σx ≤ X ≤ µx + 3σx) = P

(
µx − 3σx − µx

σx

≤ U ≤ µx + 3σx − µx

σx

)
=

= P (−3 ≤ U ≤ 3) = Φ(3)− Φ(−3) = Φ(3)− (1− Φ(3)) =

= 2Φ(3)− 1 = 0.9973002

Věťsina hodnot veličiny X lež́ı tedy v intervalu < µx−3σx, µx +3σx >. Veličina X nabude
hodnoty z tohoto intervalu s pravděpodobnost́ı 99.7%.

Př́ıklad 12.6 Firma vyráb́ı baĺıčky ořech̊u po 200ks, přičemž 3
4

oř́ı̌sk̊u jsou burské a
1
4

ĺıskové, dokonale se promı́chaj́ı, a pak se teprve sypou do baĺıčk̊u. Jestlǐze kouṕıme
jeden baĺıček ořech̊u, jaká je pravděpodobnost, že počet ĺıskových ořech̊u je v intervalu
< 47; 56 >?

Řešeńı. Náhodná veličina X udávaj́ıćı počet ĺıskových ořech̊u v jednom baĺıčku má rozděleńı
Bi(N = 200, p = 0.25), čili µx = 50, σ2

x = 37.5. Př́ımý výpočet

P (47 ≤ X ≤ 56) = P (X = 47) + P (X = 48) + · · ·+ P (X = 56) =

=

(
200

47

)
0.25470.75153 +

(
200

48

)
0.25480.75152 + · · ·+

(
200

56

)
0.25560.75144

je př́ılǐs pracný (muśıme vyč́ıslovat velká kombinačńı č́ısla), a proto se využ́ıvá aproximace
normálńım rozděleńım se stejnou středńı hodnotou a rozptylem (σ2

x = 37.5 =⇒ σx
.
= 6.12):

P (47 ≤ X ≤ 56) = P

(
47− 50

6.12
≤ U ≤ 56− 50

6.12

)
= Φ(0.98)− Φ(−0.49) =

= Φ(0.98)− (1− Φ(0.49))
.
= 0.524.
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Předchoźı př́ıklad dává obecnou představu o tom, jak funguje náhrada binomického
rozděleńı normálńım rozděleńım. Ovšem přece jen se dopoušt́ıme jisté nepřesnosti, pra-
meńıćı z faktu, že diskrétńı rozděleńı nahrazujeme spojitým. Tato nepřesnost je velká
zejména pro malé N . Ale provedeńım tzv. korekce lze tuto nepřesnost sńıžit, jak ukazuje
následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 12.7 Vrat’me se k př́ıkladu 9.2, kde náhodná veličina X udává počet ĺıc̊u při
čtyřech hodech minćı. Vypočteme např́ıklad pravděpodobnost, že počet ĺıc̊u ve čtyřech ho-
dech bude jeden nebo dva

a) pomoćı Bi(N = 4, p = 0.5);

b) pomoćı normálńıho rozděleńı;

c) pomoćı normálńıho rozděleńı s korekćı.

Řešeńı:

ad a) P (1 ≤ X ≤ 2) = p1 + p2 = 0.25 + 0.375 = 0.625.

ad b) Aproximujme binomické rozděleńı normálńım rozděleńım No(µx = Np = 2, σ2
x =

Np(1− p) = 1):

P (1 ≤ X ≤ 2) = P

(
1− µx

σx

≤ U ≤ 2− µx

σx

)
= P

(
1− 2

1
≤ U ≤ 2− 2

1

)
=

= Φ(0)− Φ(−1) = 0.341.

ad c) Hodnota z b) se od hodnoty z a) významně lǐśı!! Kde se udála tak velká chyba? V
tom, že obsah plochy dvou obdélńık̊u histogramu na obr.12.10
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Obrázek 12.10: K př. 12.7 - aproximovaná plocha.

jsme aproximovali pomoćı obsahu plochy na obr. 12.11,

nikoliv pomoćı šrafované plochy na obr. 12.12.



Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně 157
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Obrázek 12.11: K př. 12.7 - nevhodná aproximace Bi pomoćı No.
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Obrázek 12.12: K př. 12.7 - vhodná aproximace Bi pomoćı No užit́ım korekce.

Aproximačńı chyba se zmenš́ı, pokud výpočet pravděpodobnosti P (t1 ≤ X ≤ t2)
pomoćı Bi nahrad́ıme obsahem podgrafu hustoty No na intervalu stejné délky, tj.
pravděpodobnost́ı P (t1− 0.5 ≤ X ≤ t2 + 0.5). Toto rozš́ıřeńı intervalu o 0.5 na obou
stranách nazýváme korekćı. V našem př́ıkladu pak dostaneme užit́ım korekce:

P (1− 0.5 ≤ X ≤ 2 + 0.5) = P

(
1− 0.5− 2

1
≤ U ≤ 2 + 0.5− 2

1

)
=

= Φ(
1

2
)− Φ(−3

2
) = 0.624,

což je docela dobrá aproximace přesné hodnoty 0.625. Je vidět, že pomoćı korekce
lze popsat binomické rozděleńı normálńım i pro malá N .

12.4 U-test

V anglické literatuře ... Z-test. Problematiku statistického testováńı v př́ıpadě normálńıho
rozděleńı vysvětĺıme na následuj́ıćım př́ıkladu:
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Př́ıklad 12.8 Dlouhodobá praxe ukazuje, že žárovky ACME maj́ı životnost, kterou lze
popsat normálńım rozděleńım s parametry µ = 100 hodin, σ2 = 25. Vývojové odděleńı
firmy ACME se pokouš́ı prakticky realizovat teoretický fakt, že jistý chemický povlakový
proces zvyšuje životnost žárovky. Provád́ı se jednoduchý experiment: povlakový proces se
realizuje na jednu žárovku a měř́ı se jej́ı životnost. Pokud bude životnost věťśı než 100
hodin - řekněme 115 nebo 120, bude to potvrzovat, že povlakový proces zvyšuje životnost.
Pokud žárovka vydrž́ı jen asi 100 hodin, povede to k závěru, že povlakový proces nepřináš́ı
zlepšeńı životnosti.

V této situaci je možné statistické rozhodováńı provést na základě tř́ı r̊uzných postup̊u
už́ıvaj́ıćıch U-rozděleńı, které se lǐśı v alternativńı hypotéze H1. Na našem př́ıkladu nyńı
provedeme všechny tři typy testu a porovnáme vhodnost užit́ı toho kterého z nich. V každém
z test̊u se provád́ı stejné obecné kroky jako v př́ıpadě znaménkového testu v kapitole 10.

12.4.1 Kvalitativńı test

Tento test bychom použili, kdyby teorie dokazovala, že povlakový proces zvýš́ı životnost
žárovky o jistou konkrétńı hofnotu, např. o 8 hodin. Tj. žárovka, která by bez povlakového
procesu vydržela 101 hodin, bude po naneseńı povlaku pracovat 109 hodin, žárovka s
životnost́ı 97 hodin zvýš́ı povlakem svou životnost na 105 hodin, apod. Projdeme nyńı
pět krok̊u testu, respektive v př́ıpadě kvalitativńıho testu je krok̊u šest.

(K1) Vyslov́ıme nulovou a alternativńı hypotézu:

H0: Povlakový proces nemá vliv na životnost, tj. µp = 100 (středńı hodnota
životnosti žárovky ošetřené povlakovým procesem je stále rovna p̊uvodńım 100
hodinám).

H1: Povlakový proces zvýš́ı životnost o 8 hodin, tj. µp = 108.

Alternativńı hypotéza H1 se nazývá konkrétńı (nebo též hodnotová, kvalitativńı),
protože µp v ńı se rovná konkrétńı hodnotě.

(K2) Kritériem testu bude naměřená doba T životnosti žárovky podrobené povlakovému
procesu.

(K3) Pokud nulová hypotéza H0 je pravdivá, veličina T má normálńı rozděleńı s pa-
rametry µp = 100, σ2

p = 25 (tj. rozděleńı doby životnosti se povlakovým procesem
nezměńı).

(K4) Najdeme Tk tak, aby platilo P (T ≥ Tk) = α = 0.05:

(i) Převedeme rozděleńı veličiny T na U -rozděleńı: U = T−100
5

.

(ii) V tabulce funkce Φ najdeme pro α = 0.05 hodnotu U1−α takovou, že (viz obr.
12.13)
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Obrázek 12.13: Obsah šrafované plochy je roven P (U ≥ 1.64) = α = 0.05.

P (U ≥ u1−α) = α

1− Φ(u1−α) = α

0.95 = Φ(u0.95)

u0.95 = 1.64

Podle tabulky sice Φ(1.64) neńı přesně rovno hodnotě 0.95, ale budeme s jistou
přesnost́ı ř́ıkat, že to rovno je. Č́ıslo 1.64 je vlastně 0.95-kvantil U -rozděleńı
(viz odd́ıl 11.4), protože pro ten právě plat́ı, že Φ(1.64) = 0.95. Obrázek 12.13
představuje geometrický význam kvantilu ve vztahu k hustotě: obsah plochy
mezi husototu a osou t na intervalu < −∞; U0.95 > je roven právě hodnotě
0.95. A tedy obsah zbytku podgrafu (= šrafovaná část) je roven 0.05.

(iii) Převedeme tuto U -hodnotu zpět na T -hodnotu:

1.64 =
Tk − 100

5
Tk = 5 · 1.64 + 100 = 108.2

Kritickou hodnotu vždy hledáme pro předem zvolenou hladinu významnosti testu
α. To nemuśı být vždy 0.05, ale třeba 0.01 nebo jiná hodnota - už o tom byla řeč v
kapitole 10.

(K5) Rozhodnut́ı testu: pokud naměřená hodnota životnosti žárovky podrobené povla-
kovému procesu přesáhne kritickou hodnotu Tk = 108.2 (tj. odpov́ıdaj́ıćı U -hodnota
přesáhne hodnotu 1.64), zamı́táme H0 a uzav́ıráme, že povlakový proces zvyšuje
životnost.

(K6) Alternativńı hypotézu H1 lze nyńı využ́ıt k výpočtu pravděpodobnosti β výskytu
chyby druhého druhu, tj. situace, kdy plat́ı H1 (životnost T žárovky s povlakem má
normálńı rozděleńı s parametry µp = 108, σ2

p = 25), ale nezamı́tneme H0 (naměřené
T < Tk = 108.2). Pravděpodobnost, že nezamı́tneme H0, ačkoliv plat́ı H1, je rovna
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obsahu vyšrafované plochy na obrázku 12.14 - hustota na obrázku je hustotou plat-
nosti H1, tj. svého extrému nabývá v bodě středńı hodnoty t = 108.

0

0.02

0.04

0.06

0.08

108.2

Obrázek 12.14: Obsah šrafované plochy je roven pravděpodobnosti β chyby druhého
druhu.

β = P (T ≤ 108.2) = P

(
U ≤ 108.2− 108

5

)
=

= P (U ≤ 0.04) = Φ(0.04) = 0.516

Č́ıslo 1− β (= pravděpodobnost toho, že H0 zamı́tneme správně (oprávněně), když
plat́ı H1) se nazývá śıla testu. Obecně je to pojem pozitivńı, protože vyjadřuje
jakousi úspěšnost testu.

12.4.2 Jednostranný test

Tento test bychom použili, kdyby teorie dokazovala, že povlakový proces zvýš́ı životnost
žárovky, ale neř́ıkala, o kolik. Projdeme kroky testu:

(K1) H0: µp = 100 (středńı hodnota životnosti se povlakovým procesem nezměńı).

H1: µp > 100.

Alternativńı hypotéza se zde nazývá jednostranná (nebo směrovaná).

(K2) až (K5) Tyto kroky jsou stejné jako v př́ıpadě kvalitativńıho testu, protože konkrétńı
hodnota 108 kvalitativńıho testu splňuje alternativńı hypotézu jednostranného testu
µp > 100. Při nerovnosti

”
>” mluv́ıme o pravostranném testu. V př́ıpadě alterna-

tivńı hypotézy µp < 0 bychom museli lehce obměnit výpočet kritické hodoty, která
by byla menš́ı než 100 a testové rozhodnut́ı by zamı́tlo H0 tehdy, když by platilo
T ≤ Tk. Levostranný test pro konkrétńı hodnotu necháme na cvičeńı.
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(K6) Hodnotu β chyby druhého druhu nemůžeme určit, protože neznáme, čemu se rovná
µp. Vı́me jen, že µp > 100. Jednostranné testy už́ıváme mnohem častěji než ty kva-
litativńı. Veskutečnosti téměř nikdy neznáme přesnou hodnotu µp - ale kvalitativńı
test má svou pedagogickou hodnotu, a proto byl uveden. V této souvislosti by se
dalo v́ıce mluvit o pojmu śıly testu, ale až někdy jindy - dnes už ne.

12.4.3 Oboustranný test

Tento test bychom použili, kdyby naše informace o chemickém povlakovém procesu byly
tak nejasné, že bychom nevěděli, zda se povlakem životnost sńıž́ı nebo zvýš́ı.

(K1) H1: µp = 100 (středńı doba životnosti se povlakem nezměńı).

H2: µp 6= 100 (středńı doba se povlakem změńı, ale nev́ıme, kterým směrem).

Alternativńı hypotéza H1 se nazývá oboustranná (nebo nesměrovaná).

(K2) Kritériem je doba T životnosti žárovky s povlakem.

(K3) Za předpokladu platnosti H0 má veličina T rozděleńı No(µp = 100, σ2
p = 25).

(K4) H0 zamı́tneme tehdy, když naměřená hodnota veličiny T bude př́ılǐs malá nebo
př́ılǐs velká, přičemž oboj́ı má stejnou váhu. Tedy hledáme kritické hodnoty Tm, Tv

tak, aby platilo

P (T ≤ Tm) + P (T ≥ Tv) = α = 0.05

a oba členy na levé straně měly stejnou váhu, tj.

P (T ≤ Tm) =
α

2
= 0.025;

P (T ≥ Tv) =
α

2
= 0.025.

(i) Převedeme T -rozděleńı na U -rozděleńı: U = T−100
5

.

(ii) V tabulce hodnot funkce Φ najdeme uα
2
, u1−α

2
tak, aby

P (U ≤ uα
2
) =

α

2
, ; P (U ≥ u1−α

2
) =

α

2
.

Pro α = 0.05 dostáváme (viz obr. 12.15)

0.975 = Φ(u0.975)

u0.975 = 1.96

Ze symetrie hustoty U -rozděleńı dostaneme u0.025 = −1.96.
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Obrázek 12.15: Význam kritických hodnot oboustranného testu - obsah každého z obou
šrafovaných konc̊u je roven α

2
.

(iii) U -hodnoty převedeme na T -hodnoty:

−1.96 =
Tm − 100

5
=⇒ Tm = 100− 5 · 1.96 = 90.2

1.96 =
Tv − 100

5
=⇒ Tv = 100 + 5 · 1.96 = 109.8

(K5) Rozhodnut́ı testu: Pokud je naměřená (= empirická) hodnota doby životnosti
žárovky podrobené povlakovému procesu mimo interval (90.2; 109.8), tj. odpov́ıdaj́ıćı
U -hodnota je mimo interval (−1.96; 1.96), zamı́táme H0 a uzav́ıráme, že povlakový
proces má vliv na životnost.

Pokud by životnost pozorované žárovky byla 109 hodin, jednostranný test (s mezńı hod-
notou Tk = 108.2) by zamı́tl H0, oboustraný test (s mezńı hodnotou Tv = 109.8) by H0

nezamı́tl. Jak je možné, že stejná data vedou při r̊uzných alternativńıch hypotézách k
r̊uzným rozhodnut́ım?

Když nemáme žádný teoretický podklad toho, že povlakový proces zvyšuje životnost, muśı
se použ́ıt oboustranný test pro pravdivostńı obor (90.2; 109.8). a α = 0.05. Kdybychom
měli teoretický podklad o tom, že povlakový proces zvyšuje životnost, pro α = 0.05 by
platila kritická hodnota Tk = 108.2 pravostranného testu, tj. pravdivostńı obor je interval
(0; 108.2).

Kdybychom měli teoretický d̊ukaz o tom, že povlakový proces snižuje životnost, odvo-
dilo by se pomoćı jednostranného testu směrovaného na opačnou stranu (= levostranného
testu), že pravdivostńı obor pro nezamı́tnut́ı H0 (Tk = 100− 5 · 1.64 = 91.8) je (91.8;∞)
pro α = 0.05.

Oba jednostranné testy tedy dávaj́ı jakýsi
”
př́ısněǰśı” pravdivostńı obor (91.8; 108.2) pro

nezamı́tnut́ı H0, ale pak je celková chyba prvńıho druhu rovna součtu chyb obou jedno-
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stranných test̊u, tj.

α = 0.05 + 0.05 = 0.1

(chyby 0.05 se můžeme dopustit na obě strany). Odpovět v nastoleném dilematu tedy je:
pokud nev́ıme nic o teorii a naměřená životnost žárovky je 109 hodin, pak

a) nezamı́táme H0 na hladině významnosti 0.05;

b) zamı́táme H0 na hladině významnosti 0.1.

Statistiku bychom nevhodně použili tehdy, když nev́ıme nic o teorii, životnost upravené
žárovky naměř́ıme 109 hodin, řekneme si:

”
aha, povlakový proces zvyšuje životnost” a

vymysĺıme teorii, která naše tvrzeńı podporuje. Výsledky pak publikujeme v odborném
časopise pro α = 0.05. Ovšem ve skutečnosti je to jinak - bez teorie muśıme publikovat
výsledky pouze na hladině významnosti α = 0.1. Jednostranný test pro α = 0.05 lze
použ́ıt jen při jasném teoretickém základu - např. tehdy, když je naprosto jasné, že po-
vlakový proces nemůže vést k nižš́ı životnosti.

Špatné použit́ı statistiky tkv́ı v tom, že na základě jednostranného testu se vyráb́ı te-
orie, a pak se publikuje na hladině významnosti 0.05 mı́sto 0.1. T́ımto špatným použit́ım
statistiky lze

”
dokázat” platnost čehokoliv - na určité hladině významnosti lze tvrdit

jakýkoliv nesmysl: č́ım větš́ı nesmysl, t́ım větš́ı α se muśı použ́ıt.

12.5 Shrnut́ı pojmů

Normálńı rozděleńı je mocným nástrojem k popisu děj̊u a proces̊u praxe. A dokonce to má
i teoretický podklad - d́ıky centrálńı limitńı větě můžeme ř́ıct, že mnohé veličiny záviśı na
velkém množstv́ı přibližně stejných vliv̊u, a tud́ıž se chovaj́ı

”
normálně”, tj. lze je popsat

normálńım rozděleńım. I když každý člověk v naš́ı republice je jiný, přece jen je v tom
několikamiliónovém shromážděńı jistý řád. A i v procesech náhodných, jako je rychlost
větru nebo množstv́ı srážek, je řád. Je to zvláštńı, že uprostřed náhody je

”
zakódován”

řád. Jako by to ani nebyla
”
náhoda”, ale jakýsi tanec podle jistých pravidel. V chaosu

je řád. Neukazuje to na někoho větš́ıho, kdo stanovil pravidla našemu srdci i př́ırodńım
proces̊um? Škoda, že v hodinách matematiky se zamýšĺıme jen nad otázkou

”
jak”, a ne

”
proč”.

Matematicky vzato, pracné pravděpodobnostńı výpočty pomoćı normálńıho rozděleńı se
převedou na výpočet pomoćı standardizovaného normálńıho rozděleńı U = No(0; 1) a
využ́ıváme integrace jednou provždy zaznamenané do tabulek. Plat́ı

P (t1 ≤ X ≤ t2) = P

(
t1 − µx

σx

≤ U ≤ t2 − µx

σx

)
= Φ

(
t2 − µx

σx

)
− Φ

(
t1 − µx

σx

.

)
.

Statistický test popsaný v této kapitole je celkem chudý v tom, že zpracovává jen jediné
měřeńı. Abychom źıskali větš́ı jistotu, že např. povlakový proces zvyšuje životnost jistého
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druhu žárovek, neprovedeme měřeńı s jednou žárovkou, ale s několika, a pak spočteme
např́ıklad pr̊uměr měřených parametr̊u. Toto přirozené a požadované rozš́ı̌reńı statis-
tického testu na soubor hodnot je obsahem následuj́ıćı posledńı kapitoly.



Fakulta elektrotechniky a komunikačńıch technologíı VUT v Brně 165

13 Statistický test středńı hodnoty normálńıho rozděleńı

při známém rozptylu

Je slušnost́ı, aby posledńı kapitola byla nejkratš́ı. Budu se toho držet.

Až dosud byla řeč o dvou typech rozděleńı, a sice teoretickém a empirickém. Nyńı do
svých úvah přibereme třet́ı typ rozděleńı, který charakterizuje vztah mezi prvńımi dvěma
typy: teoretické rozděleńı parametru empirického rozděleńı. Toto rozděleńı hraje roli ve
statistickém testu této kapitoly.

13.1 Teoretické rozděleńı parametru empirického rozděleńı

Př́ıklad 13.1 Uvažujme všechny studenty posledńıho ročńıku čtyřletých středńıch škol
v České republice. Všichni ṕı̌śı měśıc před maturitou souhrnný test z matematiky. Je
známo, že středńı hodnota ohodnoceńı testu je µ = 500 bod̊u, směrodatná odchylka σ =
100 bod̊u (jedná se o teoretické rozděleńı celé populace maturitńıch student̊u - teoreticky
předpokládáme, že rozděleńı je stejné jako např. v minulém roce). Náhodně vybereme 9
student̊u a z jejich ohodnoceńı vypočteme pr̊uměr X1 = 513 a empirickou směrodatnou
odchylku S1 = 87. Potom opět náhodně vybereme jiných 9 student̊u a z jejich ohodno-
ceńı testu vypočteme pr̊uměr X2 = 485, empirická směrodatná odchylka S2 = 165. Tı́mto
zp̊usobem jsme źıskali dvě empirická rozděleńı počtu bod̊u vybraného vzorku dev́ıti stu-
dent̊u, prvńı má parametry X1 = 513, S1 = 87, druhé má parametry X2 = 485, S2 = 165.

Soustřed’me se na některý z parametr̊u těchto empirických rozděleńı, např́ıklad na empi-
rickou směrodatnou odchylku S. S má pro r̊uzné náhodně vybrané vzorky dev́ıti student̊u
r̊uzné hodnoty: S1 = 87, S2 = 165, atd. Zkrátka - je to náhodná veličina, a jako náhodná
veličina má jisté rozděleńı pravděpodobnosti. pokud bychom rozděleńı veličiny S znali,
mohli bychom spoč́ıtat např́ıklad pravděpodobnost, že u náhodně vybraného vzorku dev́ıti
student̊u bude směrodatná odchylka S ohodnoceńı testu věťśı než 110, apod.

Toto rozděleńı veličiny S má jednu úžasnou vlastnost: nezáviśı na datech konkrétńıho
vzorku, ale plat́ı pro celou populaci - ř́ıká něco o směrodatné odchylce vzorku, ale nezáviśı
na žádném konkrétńım vybraném vzorku; naopak, obsahuje informace o parametrech všech
možných vybratelných vzork̊u dané velikosti. Proto je toto rozděleńı teoretické, i když po-
pisuje směrodatnou odchylku rozděleńı empirického!! Řı́ká se mu teoretické rozděleńı em-
pirické směrodatné odchylky.

13.2 Teoretické rozděleńı pr̊uměru X

Zaměř́ıme se na veličinu X pr̊uměru vzorku délky N , protože ta bude základem statis-
tického testu této kapitoly. Je to náhodná veličina, jej́ı rozděleńı budeme nazývat teoretické
rozděleńı pr̊uměru. Pokud měř́ıme hodnoty veličiny s normálńım rozděleńım No(µ, σ2),
pr̊uměr těchto hodnot má také normálńı rozděleńı s parametry, které budeme označovat
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µX , σ2
X

. Vypočtěme tuto středńı hodnotu a rozptyl:

µX = EX = E
1

N

N∑
1

Xi =
1

N

N∑
1

EXi =
1

N
·N · µ = µ,

kde µ je středńı hodnota teoretického normálńıho rozděleńı celé populace (protože µX = µ,
index X budeme většinou vynechávat).

Nyńı se muśım zmı́nit o jisté nepřesnosti nebo kolizi značeńı - pokud si vzpomı́náte, v
kapitole 9 jsme dosazovali při výpočtu pr̊uměru hodnoty xi, kdežto nyńı jsem při výpočtu
EX použil (velké) Xi - proč? (Malé) xi znač́ı konkrétńı naměřenou hodnotu veličiny X,
kterou celou dobu uvažujeme, kdežto velké Xi znač́ı náhodnou veličinu, jej́ıž hodnotu malé
xi měř́ıme (velké Xi je tedy jakási

”
teoretická naměřená hodnota”). V podstatě Xi = X,

tedy X je pr̊uměr N stejně rozdělených veličin X. Ale z jistého d̊uvodu
”
srozumitelnosti”

dodáváme zde index i, aby bylo zřejmé, že poč́ıtáme pr̊uměr něčeho, co lze téměř nazvat
hodnotami veličiny X. Tento posun zde vznikl právě t́ım, že mı́sto konkrétńıch hodnot xi

jsme začali přemýšlet o vlastnostech pr̊uměru X teoreticky. A při teoretickém zkoumáńı
vlastnost́ı empirického rozděleńı muśıme uvažovat

”
teoretické” hodnoty. Je to d̊uležité,

protože kdybychom tuto úvahu neprovedli a jen slepě dosazovali do vzorce, plat́ı Exi = xi

(protože xi je konstanta), zat́ımco EXi = EX = µ (protože Xi je náhodná veličina).

Tento rozd́ıl je odlǐsen i v terminologii: vektor (x1, x2, . . . , xN) nazýváme souborem hod-
not, vektor (X1, X2, . . . , XN) nazýváme náhodným výběrem .

Při odvozováńı σ2
X

využijeme následuj́ıćı fakta:

a) DXi = σ2 = EX2
i − µ2 =⇒ EX2

i = σ2 + µ2.

b) Pokud Xi, Xj jsou nezávislé veličiny, EXiXj = EXi · EXj = µ · µ = µ2.

c) Suma
∑N

1 Xi ·Xj má N člen̊u pro i = j a N2 −N člen̊u, kde i 6= j.

A nyńı už k vlastńımu odvozeńı:

σ2
X

= EX
2 −

(
EX

)2
= E

(
1

N

N∑
1

Xi

)2

− µ2 =
1

N2
· E(X1 + · · ·+ XN)2 − µ2 =

=
1

N2
·

[
E

N∑
1

X2
i + E

∑
i6=j

XiXj

]
− µ2 =

=
1

N2
·
[
N(σ2 + µ2) + (N2 −N)µ2

]
− µ2 =

σ2

N
.

Vid́ıme, že rozptyl pr̊uměru X je jiný než rozptyl pr̊uměru celé populace. Ilustrujme tento
fakt na př́ıkladu.

Př́ıklad 13.2 Vrát́ıme-li se k situaci v př́ıkladu 13.1, studujme tvar rozděleńı pr̊uměru
X souboru N hodnot pro r̊uzná N :
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a) Vyb́ıráme-li vzorky student̊u velikosti jedna (N = 1), źıskáváme např́ıklad X1 = 700
(výjimečně inteligentńı student), X2 = 456, X3 = 498, . . .. Pr̊uměr je vždy př́ımo
roven jediné hodnotě vzorku. Teoretické rozděleńı pr̊uměru je stejné jako p̊uvodńı
teoretické rozděleńı celé populace student̊u před maturitou, tj. µX = 500, σ2

X
=

10000
1

= 10000.

b) Pro N = 25 budou pr̊uměry vzork̊u pětadvaceti student̊u stále přiblǐzně na téže hod-
notě µX = 500, zat́ımco rozptyl bude menš́ı (σ2

X
= 10000

25
= 400). Na obrázku 13.1

jsou porovnány hustoty v př́ıpadě a) a b) - je vidět, že hustota v př́ıpadě b) nabývá
hodnot podstatně odlǐsných od nuly na mnohem užš́ım intervalu, tj. rozptyl je menš́ı
(což se projev́ı

”
užš́ım” grafem nabývaj́ıćım vyšš́ıch hodnot, aby byla zachována vlast-

nost
∫∞
−∞ f(t)dt = 1).

0 300 400 500 600 700

Obrázek 13.1: Graf hustoty rozděleńı pr̊uměru je pro N = 25 užš́ı než pro N = 1.

c) Pro N = 200000 (celá populace středoškolských student̊u) µX = 500, σ2
X

= 10000
200000

=
0.05. U vzork̊u velikosti srovnatelné s velikost́ı celé populace je rozptyl téměř zane-
dbatelný - pr̊uměr vzorku se od středńı hodnoty lǐśı jen nepatrně.

Rozptyl teoretického rozděleńı pr̊uměru vzorku tedy pro rostoućı délku vzorku klesá od
σ2 k nule.

Př́ıklad 13.3 Uvažujme situaci př́ıklad̊u 13.1, 13.2 pro délku vzorku N = 100, tj. σ2
X

=
10000
100

= 100, čili σX = 10.

a) Jaká je pravděpodobnost, že pr̊uměr X ohodnoceńı vybraného vzorku 100 student̊u
bude ≥ 513?

b) Jaká je pravděpodobnost, že X bude ležet v intervalu < 490; 505 >?

Řešeńı:

ad a) Při řešeńı použijeme stejného postupu jako v předchoźı kapitole: převedeńı na U-
hodnoty a tabulku 12.1, 12.2. Hledaná pravděpodobnost je rovna obsahu plochy S1

na obr. 13.2:
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Obrázek 13.2: Výpočet pravděpodobnost́ı v př́ıkladu 13.3.

P (X ≥ 513) = P

(
X − 500

10
≥ 513− 500

10

)
= P (U ≥ 1.3) =

= 1− Φ(1.3) = 0.097.

ad b) Pravděpodobnost je rovna obsahu plochy S2:

P (490 ≤ X ≤ 505) = P

(
490− 500

10
≤ U ≤ 505− 500

10

)
=

= Φ(0.5)− Φ(−1) = 0.532.

13.3 Testy o středńı hodnotě pr̊uměru při známém rozptylu

13.3.1 Test
”
µ =konst”

Kroky testu vysvětĺıme na konkrétńım př́ıkladu. Základńı filozofie je stejná jako u test̊u
v předchoźıch dvou kapitolách.

Př́ıklad 13.4 V situaci z př́ıkladu 13.1 založili studenti FEKT firmu KAPPA a vyvinuli
program INTEL, jehož ćılem je zlepšit znalosti matematiky u středoškolských student̊u,
zejména pak zlepšit výsledky souhrnného testu.

Chtěj́ı sv̊uj program INTEL otestovat, a proto náhodně vybrali 25 student̊u z ČR a program
zaslali každému z nich. Po provedeńı testu z matematiky se ukázalo, že pr̊uměr ohodnoceńı
daných 25 student̊u je X = 540. Otázka zńı: lze nyńı ř́ıct, že program INTEL zlepšuje
výkon v testu, nebo se jen náhodou vybralo 25 student̊u s vyšš́ım výkonnostńım pr̊uměrem v
matematice? Jedná se o

”
skutečný” výsledek (= lze jej zobecnit pro celou populaci?), nebo

bylo vyšš́ıho pr̊uměru dosaženo jen d́ıky náhodným faktor̊um? Tyto otázky nás přiváděj́ı
ke statistickému testu, který rozhodne.
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(K1) H0: µ = 500 (program intel nemá vliv na zlepšeńı matematických schopnost́ı, tj.
středńı hodnota bodového ohodnoceńı testu celé populace student̊u i po rozš́ıřeńı
programu všem (celé populaci) z̊ustane stejná).

H1: µ > 500 (jednostranný test - m̊užeme předpokládat, že program znalosti mate-
matiky nezhoršuje).

(K2) Kritériem voĺıme právě naměřenou hodnotu X.

(K3) Za předpokladu platnosti H0 má veličina X parametry

µX = 500, σ2
X

=
σ

N
= 400 =⇒ σX = 20.

(K4) Stanovená kritická U-hodnota je pro α = 0.05 stejná jako u jednostranného testu
v předchoźı kapitole: U0.95 = 1.64. Odtud kritická hodnota v rozměru veličiny X je

Tk = µX + σX · 1.64 = 532.8;

(K5) Rozhodnut́ı testu: pokud př́ıslušná U-hodnota pr̊uměru je ≥ 1.64, zamı́táme H0

na hladině významnosti α. V našem př́ıpadě X = 540, tedy U = 540−500
20

= 2 >
1.64. Proto zamı́táme H0 a uzav́ıráme, že program

”
skutečně” zlepšuje matematické

schopnosti student̊u.

V pr̊uběhu testu jsme vlastně poč́ıtali podmı́něnou pravděpodobnost P (X ≥ 540|H0 plat́ı)
(čti: pravděpodobnost, že X nabude hodnoty věťśı nebo rovny 540, pokud H0 plat́ı; tomu,
co v uvedeném zápisu následuje za svislou čarou, se ř́ıká podmı́nka;
podmı́něná pravděpodobnost je pak pravděpodobnost události zaznamenané před svis-
lou čarou vypočtená za předpokladu, že plat́ı podmı́nka). Protože α = 0.05 = P (X ≥
532.8|H0 plat́ı), je očividné, že

P (X ≥ 540|H0 plat́ı) < α;

přesněji (viz obr. 13.3)

α = 0.05 = P (532.8 ≤ X ≤ 540|H0 plat́ı) + P (X ≥ 540|H0 plat́ı) = S(A) + S(B).

Protože podmı́něná pravděpodobnost P (X ≥ 540|H0 plat́ı) = S(B) je menš́ı než naše
α = 0.05 = S(A) + S(B), uzav́ıráme, že něco z našich výchoźıch předpoklad̊u nebylo
správné - to

”
něco” je hypotéza H0. Samozřejmě, že kromě H0 jsme měli i daľśı výchoźı

předpoklady, např. naše data mohla být ovlivněna t́ım, že

a) Náš vzorek 25 student̊u nebyl náhodný (byl z vysoce výběrové školy).

b) Kolega při opisováńı dat omylem zapsal některá ohdnoceńı vyšš́ı než ve skutečnosti.

Ale vlivy typu a),b) mohou být vyloučeny správným naplánováńım a provedeńım měřeńı,
takže se v podobných př́ıpadech věťsinou uzav́ırá, že ńızká pravděpodobnost P (X ≥ 540|H0 plat́ı)
je d̊usledkem toho, že nesprávný byl předpoklad platnosti H0.
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Obrázek 13.3: Ad př. 13.4 - hustota rozděleńı veličiny X za předpokladu, že plat́ı H0.

13.3.2 Test
”
µ1 = µ2”

Př́ıklad 13.5 Vrat’me se k situaci z př́ıklad̊u 13.1 a 13.4. Ředitel firmy KAPPA zjistil,
že konkurenčńı softwarová firma DELTA rovněž vyvinula program pro výuku matematiky
(s názvem KILL). Zavolal si proto svého firemńıho psychologa a požádal ho, aby zjistil,
který z obou konkurenčńıch program̊u INTEL a KILL je lepš́ı, tj. který v́ıce zvyšuje úroveň
matematických znalost́ı.

Psycholog źıskal kopie obou program̊u. Prvńı z nich předal 32 náhodně vybraným stu-
dent̊um, druhou jiným 32 náhodně vybraným student̊um. Po provedeńı testu z matematiky
źıskal od těchto 64 student̊u výsledky jejich ohodnoceńı a spočetl pr̊uměry př́ıslušných hod-
not. U programu INTEL X1 = 600, u programu KILL X2 = 533 (v obou př́ıpadech velikost
vzorku N = 32).

Aby zjistil, do jaké mı́ry je jeho měřeńı reprezentativńı a zda rozd́ıl pr̊uměr̊u neńı pouze
náhodný (tj. zp̊usobený např. t́ım, že program INTEL byl rozdán mezi studenty, kteř́ı byli
náhodou chytřeǰśı, ale ne t́ım, že by INTEL byl lepš́ı než KILL), sáhne ke statistickému
testu:

(K1) H0: µ1 = µ2 (kdyby se oba programy distribuovaly celé populaci, výsledná středńı
hodnota ohodnoceńı by byla u obou stejná).

H1: µ1 6= µ2 (muśıme použ́ıt oboustranný test, protože nev́ıme, který z program̊u je
lepš́ı).

(K2) Hodnotou testového kritéria X1 −X2 bude rozd́ıl 600− 533 = 67.

(K3) Za předpokladu platnosti H0 je rozděleńı kritéria X1 − X2 normálńı, vypočteme
jeho středńı hodnotu a rozptyl:

E(X1 −X2) = EX1 − EX2 = µ1 − µ2 = 0,
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posledńı rovnost plat́ı proto, že předpokládáme platnost H0, tj. µ1 = µ2. Při výpočtu
rozptylu využ́ıváme předpoklad nezávislosti veličin X1, X2, tj. platnosti vztahu

E(X1 ·X2) = EX1 · EX2

D(X1 −X2) = E(X1 −X2)
2 − E2(X1 −X2) =

= E(X1
2 − 2X1 ·X2 + X2

2
)− (µ1 − µ2)

2 =

= EX1
2 − 2µ1µ2 + EX2

2 − µ2
1 + 2µ− 1µ2 − µ2

2 =

= (EX1
2 − µ2

1) + (EX2
2 − µ2

2) = DX1 + DX2 =

= σ2
1 + σ2

2 =
10000

32
+

10000

32
= 625.

Pokud σ2
X1−X2

= 625, tak σX1−X2
=
√

625 = 25. Pro náš př́ıklad nutné, aby obě
vyšetřované skupiny měly stejný počet student̊u - jiný počet student̊u v každé skupině
by se projevil pouze na tom, že v posledńım řádku odvozeńı by v obou jmenovateĺıch
nebylo č́ıslo 32, ale č́ıslo vyjadřuj́ıćı velikost dané skupiny.

(K4) Pro α = 0.05 jsou kritické U-hodnoty oboustranného testu stejné jako u obou-
stranného testu v kapitole 12: Um = −1.96, Uv = 1.96.

(K5) Rozhodnut́ı testu: Pokud př́ıslušná U-hodnota

X1 −X2 − 0

25

nelež́ı v intervalu (−1.96; 1.96), zamı́táme H0 na hladině významnosti α. V našem
př́ıpadě

X1 −X2 − 0

25
=

67

25
= 2.68 =⇒ zamı́táme H0

o nezávislosti, program INTEL je lepš́ı než program KILL.

Test v př́ıkladu se lǐśı od předchoźıho testu pouze krokem (K3), kde jsme museli určit
rozděleńı rozd́ılu dvou veličin.

13.4 Shrnut́ı pojmů

Testy uvedené v této kapitole jsou př́ıkladem prvńıch
”
praktických” statistických test̊u,

které jsou už́ıvány. Naměř́ıme hodnotu jedné veličiny u jedné skupiny pozorováńı, popř́ıpadě
u dvou, vypočteme pr̊uměr měřeńı v každé ze skupin a tento pr̊uměr podrob́ıme jedno-
strannému nebo oboustrannému statistickému testu.

Ovšem přitom v těchto testech tǐse předpokládáme, že rozptyl σ2 celé populace je známý.
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To ale většinou neńı pravda a my jej muśıme odhadnout (přibližně určit) z naměřených
hodnot. Dı́ky větš́ı mı́̌re nejasnosti pak kritérium analogického statistického testu, který
nepouž́ıvá př́ımo σ2, ale jeho odhad S2 (viz kapitola 9), nelze popsat normálńım rozděleńım,
ale tzv. t-rozděleńım - př́ıslušný statistický test je v literatuře nazýván t-test. To už je
ale obsahem navazuj́ıćıho kursu v magisterském studiu FEKT.
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Závěr

Je poměrně náročným úkolem představit v jednosemestrovém předmětu dva celkem rozsáhlé
obory matematiky, z nichž každý by mohl zabrat i třeba celý rok studia. Přesto jsme se o
to museli pokusit. Text nemá encyklopedický charakter - mnohé metody a př́ıstupy mu-
sely být vypuštěny za cenu toho, aby bylo možné ty základńı vybrané vyložit podrobněji
a v takovém stylu, že jsou snad pochopitelné i bez daľśı literatury. A i vybrané partie
musely být vyloženy v rychlém tempu, bez mnohých d̊ukaz̊u a odvozeńı, text by jinak
narostl do neúnosných rozměr̊u. Jsme přesvědčeni o tom, že věnovat každé z obou část́ı
předmětu menš́ı prostor neńı možné.

Co se týká matematických předmět̊u navazuj́ıćıho magisterského studia FEKT, numerické
metody, zejména řešeńı diferenciálńıch rovnic, bude prohloubeno v předmětu MODERNÍ
NUMERICKÉ METODY. Některé daľśı statistické testy budou probrány v navazuj́ıćım
předmětu magisterského studia OPERAČNÍ VÝZKUM A EKONOMETRIE.

Ad numerické metody

Prvńı kapitola, o chybách, je v podstatě převzata ze skript [2]. Všechny daľśı části jsou
zkompilovány z r̊uzných zdroj̊u.
Studenti, kteř́ı by se chtěli seznámit s numerickými metodami podrobněji, včetně některých
d̊ukaz̊u, si mohou prohlédnout např. některou z knih [5] nebo [7]. Zvlášt’ prvńı z nich je
však psána sṕı̌se pro zkušeněǰśı čtenáře.

Ad pravděpodobnost

Kromě zápisk̊u ze svého studia pravděpodobnosti na vysoké škole jsem vycházel zejména
z učebnice [4], která je sice určena posluchač̊um netechnických škol, ale obsahuje srozumi-
telnou prezentaci pravděpodobnosti a statistiky, d́ıky ńıž jsem pochopil mnohé. Skriptum
[8] má širš́ı záběr a lze v něm naj́ıt mnohé vztahy, rozděleńı pravděpodobnosti a definice, o
kterých v tomto textu neńı zmı́nka. Z učebnice [6] operačńıho výzkumu a optimalizačńıch
metod pocháźı partie o teorii front v kapitole 11.

Břetislav Fajmon, Brno 2002
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Tabulka 12.1: Hodnoty distribučńı funkce Φ(u) - 1.část.

u Φ(u) u Φ(u) u Φ(u) u Φ(u) u Φ(u)

0.00 0.5000000 0.30 0.6179114 0.60 0.7257469 0.90 0.8159399 1.20 0.8849303

0.01 0.5039894 0.31 0.6217195 0.61 0.7290691 0.91 0.8185887 1.21 0.8868606

0.02 0.5079783 0.32 0.6255158 0.62 0.7323711 0.92 0.8212136 1.22 0.8887676

0.03 0.5119665 0.33 0.6293000 0.63 0.7356527 0.93 0.8238145 1.23 0.8906514

0.04 0.5159534 0.34 0.6330717 0.64 0.7389137 0.94 0.8263912 1.24 0.8925123

0.05 0.5199388 0.35 0.6368307 0.65 0.7421539 0.95 0.8289439 1.25 0.8943502

0.06 0.5239222 0.36 0.6405764 0.66 0.7453731 0.96 0.8314724 1.26 0.8961653

0.07 0.5279032 0.37 0.6443088 0.67 0.7485711 0.97 0.8339768 1.27 0.8979577

0.08 0.5318814 0.38 0.6480273 0.68 0.7517478 0.98 0.8364569 1.28 0.8997274

0.09 0.5358564 0.39 0.6517317 0.69 0.7549029 0.99 0.8389129 1.29 0.9014747

0.10 0.5398278 0.40 0.6554217 0.70 0.7580363 1.00 0.8413447 1.30 0.9031995

0.11 0.5437953 0.41 0.6590970 0.71 0.7611479 1.01 0.8437524 1.31 0.9049021

0.12 0.5477584 0.42 0.6627573 0.72 0.7642375 1.02 0.8461358 1.32 0.9065825

0.13 0.5517168 0.43 0.6664022 0.73 0.7673049 1.03 0.8484950 1.33 0.9082409

0.14 0.5556700 0.44 0.6700314 0.74 0.7703500 1.04 0.8508300 1.34 0.9098773

0.15 0.5596177 0.45 0.6736448 0.75 0.7733726 1.05 0.8531409 1.35 0.9114920

0.16 0.5635595 0.46 0.6772419 0.76 0.7763727 1.06 0.8554277 1.36 0.9130850

0.17 0.5674949 0.47 0.6808225 0.77 0.7793501 1.07 0.8576903 1.37 0.9146565

0.18 0.5714237 0.48 0.6843863 0.78 0.7823046 1.08 0.8599289 1.38 0.9162067

0.19 0.5753454 0.49 0.6879331 0.79 0.7852361 1.09 0.8621434 1.39 0.9177356

0.20 0.5792597 0.50 0.6914625 0.80 0.7881446 1.10 0.8643339 1.40 0.9192433

0.21 0.5831662 0.51 0.6949743 0.81 0.7910299 1.11 0.8665005 1.41 0.9207302

0.22 0.5870604 0.52 0.6984682 0.82 0.7938919 1.12 0.8686431 1.42 0.9221962

0.23 0.5909541 0.53 0.7019440 0.83 0.7967306 1.13 0.8707619 1.43 0.9236415

0.24 0.5948349 0.54 0.7054015 0.84 0.7995458 1.14 0.8728568 1.44 0.9250663

0.25 0.5987063 0.55 0.7088403 0.85 0.8023375 1.15 0.8749281 1.45 0.9264707

0.26 0.6025681 0.56 0.7122603 0.86 0.8051055 1.16 0.8769756 1.46 0.9278550

0.27 0.6064199 0.57 0.7156612 0.87 0.8078498 1.17 0.8789995 1.47 0.9292191

0.28 0.6102612 0.58 0.7190427 0.88 0.8105703 1.18 0.8809999 1.48 0.9305634

0.29 0.6140919 0.59 0.7224047 0.89 0.8132671 1.19 0.8829768 1.49 0.9318879
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Tabulka 12.2: Hodnoty distribučńı funkce Φ(u) - 2.část.

u Φ(u) u Φ(u) u Φ(u) u Φ(u) u Φ(u)

1.50 0.9331928 1.80 0.9640697 2.10 0.9821356 2.40 0.9918025 4.50 0.9999966

1.51 0.9344783 1.81 0.9648521 2.11 0.9825708 2.41 0.9920237 5.00 0.9999997

1.52 0.9357445 1.82 0.9656205 2.12 0.9829970 2.42 0.9922397 5.50 0.9999999

1.53 0.9369916 1.83 0.9663750 2.13 0.9834142 2.43 0.9924506

1.54 0.9382198 1.84 0.9671159 2.14 0.9838226 2.44 0.9926564

1.55 0.9394392 1.85 0.9678432 2.15 0.9842224 2.45 0.9928572

1.56 0.9406201 1.86 0.9685572 2.16 0.9846137 2.46 0.9930531

1.57 0.9417924 1.87 0.9692581 2.17 0.9849966 2.47 0.9932443

1.58 0.9429466 1.88 0.9699460 2.18 0.9853713 2.48 0.9934309

1.59 0.9440826 1.89 0.9706210 2.19 0.9857379 2.49 0.9936128

1.60 0.9452007 1.90 0.9712834 2.20 0.9860966 2.50 0.9937903

1.61 0.9463011 1.91 0.9719334 2.21 0.9864474 2.51 0.9939634

1.62 0.9473839 1.92 0.9725711 2.22 0.9867906 2.52 0.9941323

1.63 0.9484493 1.93 0.9731966 2.23 0.9871263 2.53 0.9942969

1.64 0.9494974 1.94 0.9738102 2.24 0.9874545 2.54 0.9944574

1.65 0.9505285 1.95 0.9744119 2.25 0.9877755 2.55 0.9946139

1.66 0.9515428 1.96 0.9750021 2.26 0.9880894 2.56 0.9947664

1.67 0.9525403 1.97 0.9755808 2.27 0.9883962 2.57 0.9949151

1.68 0.9535213 1.98 0.9761482 2.28 0.9886962 2.58 0.9950600

1.69 0.9544860 1.99 0.9767045 2.29 0.9889893 2.59 0.9952012

1.70 0.9554345 2.00 0.9772499 2.30 0.9892759 2.60 0.9953388

1.71 0.9563671 2.01 0.9777844 2.31 0.9895559 2.70 0.9965330

1.72 0.9572838 2.02 0.9783083 2.32 0.9898296 2.80 0.9974449

1.73 0.9581849 2.03 0.9788217 2.33 0.9900969 2.90 0.9981342

1.74 0.9590705 2.04 0.9793248 2.34 0.9903581 3.00 0.9986501

1.75 0.9599408 2.05 0.9798178 2.35 0.9906133 3.20 0.9993129

1.76 0.9607961 2.06 0.9803007 2.36 0.9908625 3.40 0.9996631

1.77 0.9616364 2.07 0.9807738 2.37 0.9911060 3.60 0.9998409

1.78 0.9624620 2.08 0.9812372 2.38 0.9913437 3.80 0.9999277

1.79 0.9632730 2.09 0.9816911 2.39 0.9915758 4.00 0.9999683
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