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0.1 Oznadeni
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Kapitola 1

Zakladni pojmy matematické logiky
a teorie mnozZin

1.1 Zakladni matematické pojmy

1. MnoZina

V matematice nazyvame jakykoliv soubor ¢i systém objektii mnozina. Mizeme naptiklad
mluvit o mnoziné vSech stromil na pasece, o mnoziné hus pasoucich se na louce ¢i o
mnoziné vsech celych cisel.

Zmaci-li A mnozinu vSech predméti a x je jeden z téchto predméti, rikame, Ze = je
prvkem mnoziny A (z patii do A) a piSeme x € A.

Neni-li y prvkem A, piseme y ¢ A nebo ye€A.

Jestlize pro libovolné x méa vztah x € A vzdy za nasledek vztah x € B, potom fikame,
ze mnozina A je obsazena v B a nazyvame ji podmnozinou mnoziny B. V tom pripadé
piseme A C B. Relace A = B je specialnim ptipadem relace A C B. Plati-li A C B a
také B C A, pak pisSeme A = B.

Je nutné zavést také pojem prazdné mnoziny neobsahujici zadné prvky. Tuto mnozinu
znacime ().

Definujeme:

e Sjednoceni (souet) mnozin Aa B: AUB (A+ B),
e Rozdil mnozin Aa B: A\ B (A— B),
e Prinik (sou¢in) mnozin A a B: ANB (AB).

A B A B A B

Obrazek 1.1.1: A|JB  Obrazek 1.1.2: A(\B  Obrazek 1.1.3: A\ B
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1.2 Elementy matematické logiky
1. Kvantifikatory
Za zakladni kvantifikdtory povazujeme nasledujici dva:
e Existencni kvanitfikdtor: 3 (existuje); napt. It e R: 2 +2=5

e Obecny kvantifikator: V (pro vSechny, pro kazdé); napi. Ve e R: x — 1 < x.

2. Tvrzeni, véty, logické symboly

Jako tvrzent lze oznacit napi. vyrok Kniha je bilda. Matematicka véta, resp. matematické
turzeni je pravdivy matematicky vyrok, ktery ma vyznam v matematické teorii. Matema-
tickou vétu nazyvame také pravidlo (obsahuje-li ndvod k vypoctu) nebo lemma (jedna-li
se o pomocnou vétu). Je-li tvrzeni pravdivé, fikdme, ze vyrok plati, napf. 2+ 3 = 5. O ne-
pravdivém tvrzeni (nepravdivé formuli, kontradikci) mluvime tehdy, kdyZz vyrok neplati,
napi. 22 < —100.

Rozlisujeme nésledujici typy vyrok:

e Konjunkce: A (a, a zaroveil); napf. (x >5) A (2 <6) =5<2<6
e Disjunkce: V (plati jedno nebo druhé nebo oboji); napt.

(x>5)V(e<6)=zeR

e Implikace: = (jestlize . ..pak); napt 22 =1 = z = +1

e Ekvivalence: <= (tehdy a jen tehy); napt. 22 > 0 <=z # 0

1.3 Definice, véty, druhy dukazu

Dukaz primy: Pro dikaz tvrzeni P — () sestavime Fetézec pravdivych implikaci
P— P —= P = .. —=PF — Q.

Dikaz nepfimy: DokéZeme (piimo) obménu implikace P = @, tedy -QQ = —P.

Dtikaz sporem: Vyjdeme z negace =P dokazovaného tvrzeni P a pomoci pravdivych
implikaci odvodime tvrzeni nepravdivé. Tedy ptivodni tvrzeni P je pravdivé.

Dikaz matematickou indukci: Tento dikaz pouZivame pro dokazovani tvrzeni typu
pro vSechna n € N, resp. pro vsechna n > ng plati P. Dikaz sestava ze dvou ¢asti:
v prvnim kroku dokéZeme tvrzeni pro ng a ve druhém (indukénim) kroku dokéZeme,
ze plati-li vyrok P pro n, pak plati i pro n + 1.
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1.4 Ciselné mnoziny
Definujeme nésledujici ¢iselné mnoziny:
e N— mnozina ptirozenych ¢isel; N ={1,2,3,...}

e 7Z— mnozina celych ¢isel (cela ¢isla);
Z=NuU{0,-1,-2,-3,...}

e (Q— mnozina racionalnich ¢isel; {%} ,m,n € Z,n#0

e QT — mnozina iraciondlnich &isel (napi. v/2,e (zéklad piirozeného logaritmu), =
(Ludolphovo ¢islo), log5, .. .)

e R— mnozina realnych cisel

e C— mnozina komplexnich &isel {(a,b) : a € R,b € R},i — komplexni jednotka,
i?=—-1,z=a+ibe C.

e Plat R=QUQ", NCZcQcRcC.

1.5 Intervaly

Budeme interpretovat ¢isla jako body (celoc¢iselné nebo reélné osy) a naopak body piimky
jako ¢isla. Mnozina ¢isel = spliiujicich nerovnosti @ < x < b (resp. a < x < b) se nazyva
uzavieny (resp. otevieny) interval s koncovymi body a a b. Analogicky definujeme intervaly
polooteviené, polouzaviené a nekonecné:

e uzavieny interval: [a,b] nebo < a,b >, a <z <b

e otevieny interval: (a,b) nebo |a,b[, a <z < b

polootevieny interval: [a,b), a < x < b

polouzavieny interval, polointerval: (a,b], a < x <b

nekoneéné intervaly: (—oo, 00), (—00, a], (—00, a), (a, ), [a, 00).

1.6 Zakladni vlastnosti komplexnich éisel

1. Algebraicky tvar komplexniho cisla

Cislo
z =+ 1y,

kde x a y jsou libovolna realna ¢isla a i je imagindrni jednotka, se nazyva algebraicky tvar
komplexniho ¢isla. Pak x se nazyva redind a y imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla z.
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Im(z

Obrazek 1.6.1: Komplexni ¢islo z = x + iy v komplexni roviné

Podle definice jsou si dvé komplexni ¢isla rovna tehdy a jen tehdy, jsou-li si rovny
jejich redlné a imaginarni ¢asti. Potom je rovnost

T + iyl = X9 + iyg
ekvivalentni dvéma rovnostem
T = 22 a Y1 = Ya2.

Komplexni ¢islo z = x + iy lze zobrazit jako bod v roviné zy, na jejiz ose x je znazornéna
redlné ¢ast z a na ose y imaginarni ¢ast z (viz. obr.1.6.1). Pro ucely tohoto zobrazeni se
osa r nazyva redlnd osa a osa y se nazyva imagindrni osa, rovina Oxy se pak nazyva
komplexni rovina.

Komplexni ¢islo si Ize predstavit také jako vektor, jehoz pocatek je totozny s pocatkem
soustavy soufadnic a konec s bodem, na néjz se zobrazi dané komplexni ¢islo. Soutadnice
vektoru na osach = a y znazornuji redlnou a imaginarni ¢ast komplexniho cisla z.

Je-li y = 0, pak komplexni ¢islo z = 410 = x je realné ¢islo znazornéné bodem realné
osy; je-li naopak x = 0, ¢islo z = 0 4+ iy = iy se nazyva ryze imagindrni a je znazornéno
bodem (0, y) lezicim na imaginarni ose.

Obrazek 1.6.2: z, z - ¢isla komplexné sdruzena

Cislo komplexné& sdruZené (viz. obr.1.6.2) s danym komplexnim &islem z = a + ib
znac¢ime Z a je definovano jako
Z=a —1b.
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Operace odcitdni je definovana jako operace inverzni ke s¢itani; tj. z = a + ib se
nazyva rozdil mezi komplexnimi ¢isly z; = a1 + thy a 29 = as + ibs, plati-li a = a1 — ao
and b = b1 — bg.

Operace déleni komplexnich ¢isel je definovana jako operace inverzni k operaci néso-
beni. Komplexni ¢islo z = a + ib se nazyva kvocientem komplexnich ¢isel z; = aq + by
a 29 = ay + iby, plati-li z; = 2 - 25. ReSenim této rovnice (za predpokladu, Ze 2, # 0)

dostavame _ »
z1 ay + Zbl a9 — ’ng a1ag + blbg ,blag — &162

z=== . = =
2o Qg +1iby ay — iby a3 + b3 a3 + b3

2. Trigonometricky tvar komplexniho ¢isla

Jelikoz je komplexni ¢islo definovano jako dvojice ¢isel redlnych, je prirozené zobrazovat
komplexni ¢islo 2z = a + ib jako bod v roviné zy s kartézskymi soufadnicemi z = a a
y = b. Tuto rovinu nazveme komplexni rovinou; osa x se nazyva redlnd osa, osa y se
nazyva imagindrni osa komplexni roviny. Je také mozné definovat pozici bodu v roviné
pomoci polarnich soufadnic (p, ), kde p je vzdalenost bodu od pocatku soutadnic a ¢
je thel, ktery svird vektor privodic¢ s kladnou poloosou osy x. Kladny smér pro méreni
uhlu ¢ je smér proti pohybu hodinovych rucicek. Vyuzijeme-li vztahu mezi kartézskymi
a polarnimi souradnicemi
T = pcos,y = psinp,

dostéavame takzvany trigonometricky (nebo poldrni) tvar zépisu komplexniho ¢isla:

z = p(cos o +isinp).

Obrazek 1.6.3: Trigonometricky tvar komlexniho ¢isla
Vzdalenost p se nazyva modul nebo absolutni hodnota z; ihel ¢ se nazyva argument
nebo amplituda z (viz. obr.1.6.3). Obvykle pouzivame znaceni
p=|z|, o = Argz.
Je-li z = a + b, pak

p=Va*+b% tg(p)

a
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Argument komplexniho ¢isla je jednozna¢né definovan az na periodu 2. Je vhodné oznacit
jako arg z hodnotu argumentu v intervalu

@o < arg z < 27 + o,
kde ¢q je libovolné pevné zvolené ¢islo (napf. o = 0 nebo ¢ = 7). Pak
Argz = arg z + 2km (k=0,£1,4+2,...).

Hodnota argz se nazyva hlavni hodnota argumentu. V nésledujicim budeme pouzivat
o = 0.

Argument komplexniho ¢isla z = 0 neni definovan a jeho modul je roven nule.

Dvé nenulova komplexni ¢isla jsou si rovna tehdy a jen tehdy, kdyz jsou si rovny jejich
moduly a hodnoty argumentti se budto rovnaji, nebo se lisi o nasobek 27.

3. Exponencialni tvar komplexniho ¢éisla
Exponencialni tvar (exponenciilni oznac¢eni) komplexniho ¢isla
2 = pe'?
lze ziskat z trigonometrického tvaru uzitim tzv. Eulerovy formule:
e’ = cosp + isin .

Podle pravidel nasobeni dostdvame pro z; = p1e™! a 2z, = pye#?

21 - 2y = prpoetPrten) (1.6.1)
a
A PLitei—2)
) P2
Z1 + 29
22 zZ1 + 22|

|21 — o
<1

Obrazek 1.6.4: ‘Zl —+ 2’2|, |21 — 22|

Operace s¢itani a odcitani komplexnich ¢isel odpovidaji operacim s vektory: soucet
dvou komplexnich ¢isel (vektori) z; a 25 je vektor z; + z3. Analogicky se sestroji vektor
29 — 21 jako rozdil vektorli z5 a z;. Tak okamzité dostavame trojuhelnikové nerovnosti

|21 + 22| < [a1] + 2],

|21 — 22| > |21] — |22].
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4. De Moivreova véta

Ze vztahu (1.6.1) lehce dostévame tak zvanou De Moivreovu vétu:
[p(cos p +isin )] = p"(cos ny + isin ny),

kde n je kladné celé ¢islo.

5. Odmocnovani komplexniho cisla

Komplexni ¢islo z; = /z se nazjva n-tou odmocninou komplexniho éisla z, jestlize plati
z = z7. Je-li z1 = pi(cosp; + isin ;) potom podle De Moivreovy véty (nebo Eulerovy
véty)

21 = pi(cosng; + isinnepy).

Je-li z = p(cos ¢ +isinp), pak

p=p=p1=13/p

gpzn901:>901:£.
n

Jak bylo vyse uvedeno, argument komplexniho ¢isla je definovan jednoznacné az na peri-
odu 27. Z toho divodu dostavame pro argument komplexniho ¢isla z;
o= 2 01 a1,
n n

kde ¢ je jedna z hodnot argumentu komplexniho ¢isla z. Tedy existuji rizna komplexni
¢isla ktera, umocnéna na n-tou, jsou rovna témuz komplexnimu ¢islu z. Moduly téchto
komplexnich ¢isel jsou stejné a jsou rovny {/p, jejich argumenty se lisi o nasobky 27 /n.
Pocet riiznych hodnot n-tych odmocnin komplexniho ¢isla z je n. Body v komplexni roviné
odpovidajici riznym hodnotdm n-té odmocniny komplexniho ¢isla z lezi ve vrcholech
pravidelného n—uhelnika vepsané¢ho do kruhu o poloméru {/p se stfedem v bodé z = 0.
Odpovidajici hodnoty ¢ ziskdme tak, ze za k dosadime hodnoty £k =0,1,...,n — 1.

Klasicka analyza polozila problém rozsifeni realnych cisel takovym zptisobem, aby
vysledkem nejen elementarnich operaci s¢itani a nasobeni, ale také operace odmocnovani
bylo ¢islo z téze (rozsifené) ¢iselné mnoziny. Jak vidime, komplexni ¢isla tento problém
resi.

Dostali jsme vzorec

2k 2k
Vz = {’/ﬁ(cosu—kisinu) ,
n n

k=01,...,n—1.
P¥iklad 1 Najdéte vsechny hodnoty /.
Reseni. Necht z =i = e"/?. Pak

2+ 2k 2+ 2k
zk:cosm%j%sinm%,k:o,l
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a
s T \/§
cos T L isin T = Y2,
2o =cos o +ising == (1+14),
) ) 2
zlzcosf—kisin%:—g(l—i—i).

Piiklad 2 Graficky zndzornéte viechna reseni z° = 1.
Reseni.

Obrazek 1.6.5: ReSeni 2° = 1

1.7 Zavedeni pojmu funkce, inverzni funkce, funkce

dvou a vice proménnych

Necht Dy je ¢iselnd mnozina a nechf je dan jisty pfedpis, podle néhoz kazdému ¢islu

x € Dy prifadime (jedinou) hodnotu y. Pak fikdme, ze na mnoziné D; je definovana

jednohodnotovéa) funkce a piseme: y = f(x), (z € Dy). Pak y nazyvadme hodnotou funkce
f

(funkci, zavisle proménnou), = argumentem (nezavisle proménnou).

D¢ nazgvame defini¢nim oborem funkce (“domain”), H nazyvame oborem hodnot funkce

(“image”), y € Hy, Hy = f(Dy).

Dale fikdme, ze funkce f zobrazuje mnozinu Dy na mnozinu H; a f nazyvame zobra-

zenim. Pojem funkce mtize byt také chapan geometricky.

1. Specialni typy funkci

Definice 1 Funkce, pro niz plati:

Vi, 29 € Dy (21 # x2) = f(21) # f(22)

se nazyvd prosta.

Piiklad 3 Jsou funkce y = 22,y = cosx,y = ' jednohodnotové funkce ve svijch defi-

ni¢nich oborech D¢? (Viz grafy funkct.)
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Definice 2 Funkce f(z) je (na intervalu monotonnosti I ):
e rostouct, jestlize Vxy, 19 € I, 11 < x9: f(x1) < f(22)
o klesajict, jestlize V1, e € [,x1 < 9 : f(x1) > f(x2)
e nerostouct, jestlize Vi, w9 € 1,21 < 9 : f(x1) > f(x2)

o neklesajict, jestlize Vaq,x9 € I, 11 < 2o : f(x1) < f(22).

Y Y
f(x)
f(@2)

f(@1)

f(z

f(@1) (=)
f(@2)

T 0D T T M) T
Obrazek 1.7.1: Funkce rostouci Obrazek 1.7.2: Funkce klesajici

Obrazek 1.7.3: Funkce nerostouci Obrazek 1.7.4: Funkce neklesajici

Definice 3 Rostouci a klesajici funkce se nazyvaji ryze monotonni.

Definice 4 Funkce f(z) se nazyjvd omezend, jestliZe

dMeRVeeDs: |f(x) <M.
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Ptiklad 4 Jsou funkce f(z) = 22, f(z) = sinx omezené?
Definice 5 Funkce f(z) se nazyva:

o lichd, jestlize Vo € Dy : f(z) = —f(—x),

o sudd, jestlize Vo € Dy : f(x) = f(—x),

e periodickd, jestlize 3w > 0,w € R,Vz € Dy : f(x +w) = f(2).

Obrazek 1.7.5: Funkce licha Obrazek 1.7.6: Funkce suda

Obrazek 1.7.7: Funkce periodicka

1.8 Inverzni funkce

Uvazujme libovolnou funkci y = f(z) definovanou na mnoziné F a ozna¢me E; = f(FE)
obraz E. Pfifadme kazdému y € FE; mnozinu vSech x € E, pro néz y = f(x). Dosté-
vame funkei = ¢(y) definovanou na FE;. Funkce ¢(y) se nazyva funkce inverzni k f(x).
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Budeme predpokladat, ze inverzni funkce je jednohodnotova. Takto dostavame ziejmé
identity: ¢[f(x)] = z, 2 € E a flp(y)] = y, y € E;. Nékdy je pohodlné oznacit funkci
inverzni k f symbolem f~'. Pak f~lf(z)=x,z € Ea ff Y y) =y,y € E\.

Priklad 5 o f(z)=2a% o)==V, (y=2% 2= \/?j),
° yzkx,k#O,kER,y:%x,

® Yy = COSZ, Y = arccosx.

Obrazek 1.8.1: Funkce inverzni

Véta 1.8.1 Grafy inverznich funkci f(z), f~1(x) jsou symetrické podle osy y = x.

Diikaz. Necht y = f(z), y = g(z) a flg(x)] = z. Je-li b = f(a), pak g(b) = a a body
[a,b], [b, a] jsou symetrické podle osy y = x.

Véta 1.8.2 Necht y = f(x) je spojitd a ryze rostouct (ryze klesajici) funkce na [a,b] a
A= f(a), B= f(b). Pak obrazem [a,b] je interval [A, B] nebo [B, A] a funkce x = p(y),
inverzni k f, je jednohodnotova, ryze rostouct (ryze klesajici) a spojitd na [A, B] ( nebo

(B, A]).

1.9 Trigonometrické funkce

e Funkce sinus: sin «a,
e Funkce kosinus: cos a,
e Funkce tangens: tga,

e funkce kotangens: cotga.
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Obrazek 1.9.1: Funkce sinus

tgx

M

Obrazek 1.9.3: Funkce tangens

Obrazek 1.9.2: Funkce cosinus

Y
cotgx
s X
2

Obrazek 1.9.4: Funkce cotangens
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1.10 Inverzni trigonometrické funkce

e y = arcsinx (arkus sinus) je inverzni k funkci y = sin x;
arcsin(sin x) = z,sin(arcsinz) = z,x € Dy = [—1,1].

e y = arccos x (arkus kosinus) je inverzni k funkci y = cos x; arccos(cos x) = z, cos(arccos x) =
z,x € Dy =[-1,1].

e y = arctg x (arkus tangens) je inverzni k funkci y = tg x; arctg(tg x) = z, tg(arctg x) =
z,x € Dy = (—00,400),

e y = arccotgx (arkus kotangens) je inverzni k funkci y = cotg x; arccotg(cotg x) =
x, cotg(arccotgx) = x,x € Dy = (—00,400).

| -1 S

\

3

arccotgr -

arccosx .

Obrazek 1.10.1: Funkce Arcsin, Arccoc  Obrazek 1.10.2: Funkce Arctg, Arccotg

1.11 Exponencialni a logaritmické funkce
e y = a” (exponencialni funkce), Dy =R,a > 0,a € R,
e y =log, = (logaritmicka funkce) Dy = (0, 00) je inverzni k exponencialni funkeci.

y=a" <=z =1log,y.

Definice 6 y =log, v =y ifa =x;a > 0,a # 1,2 > 0.
Nésledujici vzorec je uzitecny:

log., a

log,

Je-li a = 10, pak log,, x = log z; je-li a = e, pak log, x = Inx.

logg o =
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1.12 Hyperbolické a inverzni hyperbolické funkce

Definice 7
e sinhz = =5 (hyperbolicky sinus),
e coshzx = % (hyperbolicky kosinus),
o tghu = % = 2212:: (hyperbolicky tangens),
o cotghz = L2 — 4 2 (hyperbolicky kotangens).

Inverzni hyperbolické funkce:
e y = argsinh z (je funkce inverzni k y = sinh x)
e y = argcoshz (je funkce inverzni k y = cosh x)
e y = argtghx (je funkce inverzni k y = tgh x)
e y = argcotghz (je funkce inverzni k y = cotgh x)
Neékteré vzorce:
cosh? x — sinh® 2z = 1, cosh 2z = cosh? z + sinh® z, sinh 2z = 2sinh z cosh z,

1

cosh? z = —
1 —tgh“x

1.13 Definice funkce komplexni proménné

Predpokladejme, ze je dana vektorova funkce skalarniho argumentu, jejiz primét na osu
z je identicky roven nule pro vSechny hodnoty parametru t. Pak

—

A(t) = z(t)i + y(t)] (1.13.1)
a kiivka 7= ff(t) lezi cela v roviné Ozy. V tomto piipadé je prihodné povazovat vektor

F=xi+ yj

za geometrickou reprezentaci komplexniho ¢isla z = x + iy a mluvit misto o vektorové
funkei 7(t) = x(t)i + y(t)j o komplexni funkei 2(t) = z(t) + iy(t) redlné proménné ¢.

Definice 8 JestliZe je kaZdé hodnoté parametru t pritazeno urcité komplexni cislo
z(t) = z(t) +iy(t), (1.13.2)

kde x(t) a y(t) jsou funkce nabyvajici redlnych hodnot, z(t) se nazgvd komplexni funkce
redlného argumentu t.
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Parametr ¢ nabyva hodnot z daného intervalu. Hodograf komplexni funkce z(t) =
x(t) + iy(t) je, podle definice, kiivka s parametrickymi rovnicemi = = z(t), y = y(t);
tedy, hodografy vektorové funkce (6.41.1) a komplexni funkce (6.41.2) jsou shodné. Defi-
nice limity a spojitosti komplexni funkce redlného argumentu jsou zcela analogické s od-
povidajicimi definicemi vektorové funkce. Vsimnéme si, ze spojitost komplexni funkce
2(t) = x(t) + iy(t) je ekvivalentni kontinuité jeji redlné a imaginarni slozky = = x(t) a
y = y(t). Hodograf spojité funkce z(t) pro hodnoty parametru ¢t od t; do 5 je spojité ¢ara
spojujici body z(t1) a z(t2) v komplexni roviné.

Priklad 6 Pro funkci
2(t) =t + it?, t € (—o0,400)

mdme v =t ay = t2. Hodografem je parabola y = x%. Pokud t nabjvd hodnot od —oo
do +00, body paraboly se pohybuji tak, Ze horni oblast (nekonecno) ohranicend parabolou
zustavd vZdy vlevo.

1.14 Mnohocleny a racionalni funkce
Definice 9 Polynomem n-tého stupné promeénné r nazveme vyraz

Po(2) = apz™ + ap_12"t + - 4+ ayx + ay,
kde n € N a ay,...,a1,aq jsou libovolnd redlnd ¢i komplexni c¢isla, pricem?z a, # 0.
Polynomu muze byt zapsan i ve tvaru

Pu(z) =ag +a1x + -+ a,_ 12" 4+ apa”,
Podle toho, z jaké mnoziny bereme koeficienty a;,7 = 1,2,...,n, mluvime o polynomu
celoc¢iselném, realném, racionalnim, komplexnim, atd. Polynomy muzeme sc¢itat, nasobit
¢islem, nasobit mezi sebou a délit. Necht pro n > m méame

Po(z) = apz™ + ap 12"t + - 4+ ayx + ao,

Qm(x) = bmxm =+ bmflxm*1 + -+ blx + bOa

potom
Py(x) + Qu(x) = (ag + bo) + (a1 + b))z + - + (@ + b)) z™ + U1 2™ 4 4 ana™,

aP,(z) = (aay)z" + (aap_1)2" 4 -+ (aay)x + (aag),
Pn(*r) ) Qm(‘r) = Cn+mxn+m + -+ ax+ o,

kde

ce= Y ab;, i=0,1,...,n j=01,. m
i+ji=k



MATEMATIKA 1 24

Pro n > m plati
Pn(x) Rk(x)

Qm(z) Qm(x)’

kde Ry(z) je zbytek stupné k < m, coz mizZeme zapsat ve tvaru

= Spm(x) +

P, (z) = Spm(x)Qm(x) + Ri(z).

Definice 10 Polynom D(x), ktery déli beze zbytku polynomy P, (x) a Q.,(z) se nazyvd
spolecnym délitelem polynomi P,(x) a Q. (x).

Polynom D(x), ktery ma ze vSech spolecnyjch déliteli nejoyssi stupen, se nazgvd nejuétsi
spolecny délitel polynomi P,(x) a Qn(x).

Eukleiduv algoritmus
Necht jsou dény nenulové polynomy P,Q, stupen P = st (P) > st (Q). Polynom P
vydélime polynomem @ a dostaneme ¢asteény podil S a zbytek Ry, st (R;) < st (Q):

Nyni vydélime polynom @ zbytkem R; a ziskame c¢astecny podil S a zbytek R,
st (Rg) < st (Rl),
Q - R151 + RQ.

Vydélime polynom R; zbytkem R, a dostaneme
Ry = RyS; + Rs.
Pokracujeme dale, az v k-tém kroku dostaneme
Ri—9 = Ri—1Sk-1 + Ri.

Protoze st (Rg) < st (Rp—1) < --- < st (R) < st (R;) < st (Q) < st (P), po konetném
poctu t kroktl dostaneme
Ry 9= Ry 151+ Ry,

Rt,1 = RtSt + 0

7 posledni rovnosti plyne, ze polynom R; je délitelem polynomu R; ;. Dosazenim do
predposledni rovnosti dostaneme

Rio = RiS1S;-1+ Ry = Ry (S¢Se-1 + 1),

neboli R; je i délitelem polynomu R;_, a tak mizeme pokracovat déale a ukazat, ze vSechny
polynomy R?;,j <t jsou délitelné polynomem R, tedy i P a () jsou délitelné R,.

Obracené, necht je polynom D spole¢nym délitelem polynomit P a (). Potom D bude
délitelem polynomu R;. Jestlize D déli @) a Ry, potom déli i Ry. Jestlize déli Ry a R,
déli i R3, atd., polynom D tedy musi délit i R;. R; je tedy nejvéetsim spolecnym délitelem
polynomi P a Q).
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Definice 11 Cislo a je korenem polynomu P,(x), jestlize plati
P.(a) = apa" + a,_ 10"+ aja+ag = 0.

Véta 1.14.1 Zakladni véta algebry
KaZdy polynom s redlnymi nebo komplexnimi koeficienty stupné n > 1 md aspon jeden
koren, obecné komplexnt.

Vé&ta 1.14.2 Bézoutova Cislo a je korenem polynomu P,(x) stupnén > 1 prdvé tehdy,
kdyz
Pn(’r) = (‘T - CY)an—l(x)a

kde Q,_1(x) je vhodny polynom stupné n — 1.

Dusledek 1 Kazdy polynom P,(z) = ap,x™ + ap_12™ ' + -+ + ayx + ag, stupné n > 1
s (komplexnimi) koteny oy, s, . . ., au,, pricemZ koteny nemusi byt navzdjem rizné, se dd
rozlozit na soucin korenovych ciniteltd

P.(x) =an(z —aq)(x — ) ... (x — ).

Definice 12 Ndsobnosti kotene o rozumime pocet, kolikrat se o vyskytuje v rozkladu na
korenové cinitele.

Dusledek 2 Koren o polynomu P,(x) md ndsobnost k, jestlize P,(x) je délitelny poly-
nomem (x — «)*, ale neni délitelnsj polynomem (v — a)**1.

Véta 1.14.3 Hornerovo pravidlo
Pro vypocet hodnoty polynomu

Po(z) = ap2™ + ap 12" P -+ agx + ag
v bodé x = a nebo pro urceni koeficienti b; polynomu
Qn,1($) = bn,lxnfl + -+ bll' + bo

vzniklého délenim polynomu P,(x) ¢lenem (x — «) pouzivame tohoto postupu:

r = ‘ Qp, Ap—1 ... s a1 Qg
‘ bn,1 bn,Q ce bl b() r
kde plati
bn1 = A,
bn—2 = bn—1a+an—1a

bl = bQO[ + Ao,
bo = blO[ + a,
r = b+ ayg = P,(«)
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Disledek 3 Jestlize pri pouZiti Hornerova pravidla dostaneme r = 0, potom je o kore-
nem polynomu P, (z).

Véta 1.14.4 Vietovy vzorce
Mezi koeficienty a koteny polynomu

Po(2) = apa™ 4+ ap_12" 7+ arr Fag = an(z — a1)(x — az) ... (7 — )

plati vztahy
Ap-1 = _an(al —|—O[2—|—"'+Oén),
Un—2 = ap(ias +oqag + -+ agag + - + ap_100,),
ag = (=1)"ap(as...ap).

Disledek 4 Kazdy koren déli absolutni clen.
Véta 1.14.5 Meéyme polynom s celociselnymi koeficienty
P,(x) = apz"™ + A 12" M4 a4 ag.

Celé cislo o mizZe byt korenem, jestlize o déli absolutni clen ay.

Racionadlni cislo % (kde p je celé ¢islo a q je prirozené cislo nesoudélné s p) mize byt
kotenem polynomu P,(x), jestliZe p déli absolutni ¢élen ag a q déli koeficient u nejuyssi
Mocniny G, .

Definice 13 Necht P,(z) a Q.. () jsou polynomy. Jejich podil

nazveme racionalni funkci lomenou.
Je-li n < m, mluvime o raciondlni funkci ryze lomené.

Véta 1.14.6 KaZdd raciondlni neryze lomend funkce R(x) se dd jednoznacéné vyjddrit ve
tvaru

R(z) = F(z) + G(x),

kde F(x) je polynom stupné n —m a G(x) je raciondlni funkce ryze lomend.

Véta 1.14.7 O rozkladu na parcialni zlomky
Mejme redlnou ryze lomenou raciondkni funkci

_ P,()
Qm(z)’

s rozkladem jmenovatele na korenove cinitele nad R

R(x) n<m,

Qm(z) = am(:v—al)kl (l'—OZQ)k2 . (x—ozr)k” (x2—|—p1x+q1)51(xz-l—pgx—l—qz)” o (x2+pvx+qv)5”
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kde c;, i =1,2,...,7 jsou redlné koveny ndsobnosti k; a kvadraticky trojclem x? + p;x +
g7 =1,2,.. .,v,p? —4q; < 0, reprezentuje dvogici komplexné sdruzenych koreni s nd-
sobnosti s;. Potom

) =Y <<xfﬂo@-> T iliim et @jia)) !

i=1

+Z( Mz + N, Mpv + Npp o Mys, @+ Ny, >
$2+W+%) (22 4 pjx + q;)? (22 +pjx+q5)% )

kde vsechny koeficienty A, Mjs, Njs jsou redlnd cisla.
Priklad 7 RozlozZte na parcialni zlomky racionadlni lomenou funkci

612+ 7r+4

R@) =5 s 3m -1

Reseni: RozloZime jmenovatele na soucin kotenovych ciniteli (nejlépe pomoci Hornerova
schématu).

1
2:c3+3:c2—1:2(x—§) (z+1)%

Mame jeden prosty realny koren x = % a jeden realny koren x = —1, ktery ma ndsobnost
2. Dosadime podle predchozi véty a dostaneme:
622 + To + 4 A B C

203 + 312 -1 x—%+x+1 * (x+1)%
Neznamé koeficienty urcime tak, Ze celou rovnici vyndasobime jmenovatelem raciondlni
funkce (t.j. polynomem 22 + 32% — 1) a upravime:
1 1
62° +Tr +4 = A2(x + 1)* + B2(z — 5)(:c +1) + C2(z — 5),
62° +Tr +4=A2(x* + 20+ 1)+ B2z — 1)(z + 1) + C(2z — 1),
620> + 7o +4=A2(x* +2v + 1)+ B(22® + 2 — 1) + C(2x — 1).

Srovnanim koeficientd polynomi na obou strandch rovnice dostaneme soustavu rovnic:

6 = 2A+2B

7T = 4A+B+2C

4 = 2A-B-C
Soustava md jediné resent

A=2,B=1,C=—

Rozklad na parcidlni zlomky md proto tvar

6x2+7x+4_ 2 1 1

2:c3+33:2—1_x—%—kx—i-l_(x—i—l)?’
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Priklad 8 RozlozZte na parcialni zlomky raciondlni lomenou funkci

1623 — 1522 + 62 + 5
2z —1)2(x2 + 22 +5)

F(z) =

1

Reseni: Jmenovatel ma jeden rediny koven x = 5 ndsobnosti 2 a dvojici komplexné sdru-

zZenych korentd. Rozklad na parcidlni zlomky bude mit tvar:

162 — 152° + 62 +5 = A N B N Cx+ D
2z —1)2(x2+2z +5) x—13 (x_%)Q 24+ 2x+5

Po vynasobeni spolecnym jmenovatelem dostaneme

1 1\’
162° — 152>+ 62 +5 = 4A (x — 5) (2°+22+5)+4B(2* +22+5)+4(Cz+ D) (x — 5) :

Po uprave dostaneme soustavu rovnic, kterd ma resent
1
AzO,B:Z,C:4,D:O.

Rozklad na parcialni zlomky ma tedy tvar

1623 — 1522 + 62+ 5 1 4x

(20 —1)2(22 4+ 22 +5) (22 —1)° +x2+2x+5'

Véta 1.14.8 Méjme redlnou ryze lomenou raciondlni funkci

P,()
Qm(z)’

jejiz ymenovatel md pouze prosté koreny

Qm () = am(z — ) (x = X)) ... (. — A\m),

R(x) = n<m,

Potom I I I
R ) = 1 2 . _'_ m :
() (x—XN)  (z—A) (x — A\m)
kde
(M) 1,2
T , L= 1,4, ,m
Qr(Ni)

Priklad 9 Rozlozte na parcialni zlomky raciondlni lomenou funkci

r?+1
(22 = 1)(a2+2—6)

R(z) =

Reseni: RozloZime jmenovatele na soucin korenovych ciniteli.

(> =) (2*+2—6)=(z+ 1)(z — 1)(z +3)(z — 2).
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Vsechny koreny jsou redlné prosté. Rozklad bude mit tvar

241 A B C D
(22 - 1)(22+2—-6) 2+1 x—1 z+3 2-2

Po vyndsobeni rovnice jmenovatelem (x? — 1)(x? + x — 6) dostaneme
PHl=Alr—-1)(z+3)(z-2)+Blx+1)(z+3)(z—2)+Cz+1)(z —1)(z —2)+

+D(z+1)(x — 1)(x + 3).

Do posledni rovnice postupné dosazujeme jednotlivé koreny. Pro x1 = —1 dostaneme po
dosazeni:

(-1)*+1=A(-1-1)(-14+3)(-1-2) + B(=1+1)(=1+3)(-1-2)+C -0+ D -0,

Proxz =1:

1+1=A1-11+3)(1-2)+BA+1)(1+3)(1-2)+C-0+D-0,

Pro x = —3:

(=32 +1=A4-0+B-0+C(-3+1)(-3—-1)(-3-2)+D-0,

Prox =2:
22+1=A-0+B-0+C-0+D(2+1)(2—1)(2+3),

5=D3)(1)(5),

D=

LWl —

Konecny rozklad ma tedy tvar

2?2+ 1 1 1 1 1

@)@ +2-6) 6@+l da-1 2z+3) 3@-2




Kapitola 2

Matice a determinanty. Soustavy
linearnich rovnic a jejich reseni.

2.1 Matice

Definice 14 Necht m,n jsou pfirozena cisla. Jestlize kaZdé uspordadané dvojici (i,]) €
{1,2,...,m} x{1,2,...,n} pritadime prvek a;; € R, obdrZime redlnou matici typu (m,n)
nad R. Cisla i,j jsou indexy , i je fadkovy a j je sloupcovy index.

Matice zapisujeme jako

a1 a2 A1n

Q21 A22 A2p
A= (aij) = .

Am1 Am2 Amn

Matice budeme oznacovat velkymi pismeny.
Specialni typy matic:

Matice radkova B = (ay,aq9,...,a,).
ai
. a2
Matice sloupcova C=1 .
a’n
a1 0 0
. o S, az 0
Matice diagonalni a; =0Vi#j, D= )
0 0 Amm,

30
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Prvky a;; ¢ = 1,2,...,min(m, n) tvofi hlavni diagonalu. Matice D je typu (m, m), obecné
muze mit diagonalni matice bud jesté dalsi sloupce, v nichz budou samé nuly, a nebo dalsi
fadky, v nichz budou opét samé nuly.

Jestlize m = n, potom mluvime o ¢tvercové matici radu m.

10 ... 0

01 0
Matice jednotkova I =

00 ... 1

Matice jednotkova je tedy ctvercova diagonalni matice, kterd ma na hlavni diagonale samé
jednicky.

Matice nulova O = (a;y), a;; =0Vi,j.
aijp a1 ... Ami
. ; 19 A22 ... (m2
Matice transponovana AT = | .
A1p A2y ... Ay
Matice symetricka a;j = aj; Vi, J.

Matice téhoz typu (m,n) nad R budeme znacit R,, .

Definice 15 Matice A = (a;;) je rovna matici B = (by), jsou-li obé matice stejného
typu a stejnolehlé prvky se sobé rovnajgi, tj. A € Ry, B € Ry, aj = by, Vi €
{1,2,....m},Vj €{1,2,...,n}.

Definice 16 Souctem dvou matic A,B € R,,, je matice C € R,,,, takovd, Ze c;; =
Qg5 + sz

Ciselnym ndsobkem o € R matice A € R,,,n je matice B € R,, ,, takovd, Ze b;; = aa;.
Linedrni kombinaci matic Ay, As, ..., Ap € Ry, s koeficienty A1, Ao, ..., A\ nazveme ma-

tici A = )\1A1 + /\2142 + 4 )\kAk

Definice 17 Mejme rovnost

MAL+ XAy + -+ NAL, =0 (2.1.1)
kde O je nulova matice. Matice Ay, As, ..., Ax nazveme linedrné zdvisle, pokud IN; #
0,i=1,2,...,k a rovnost (2.1.1) plati.

Matice Ay, As, ..., Ay nazveme linedrné nezavislé, pokud rovnost (2.1.1) plati tehdy a jen

tehdy, kdyz \; =0 proVi=1,2,... k.

Dusledek 5 Jsou-li Ay, As, ..., Ay linedrné zavislé, potom aspon jedna z nich je linedrni
kombinact zbyvagicich.
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Disledek 6 Je-li nékterd z matic Ay, As, ..

tice Al, AQ, ..

., A linearné zavisle.

Disledek 7 Je-li nékterd z matic Ay, As, ..

., Ay linedarni kombinaci zbyvagicich, jsou ma-

Ay Ui-

., Ax nulova, jsou matice Ay, As, ..

nearné zdauvisle.

1 0 1
s . 2 1 . L
Priklad 10 Matice A; = 0 | Ay = R E Az = _o | Jsou linearné
0 1 2

zavisle, protoze plati Ay + 2A, — Az = O.

Priklad 11 Urcete linedrni zdvislost ¢ nezdvislost matic

1 1 0
Al: 0 ) AQZ 2 ) A3: 1
0 0 1

Reseni:
Sestavime si linedrni kombinaci téchto vektori podle definice 17:

0
/\1A1 + )\2142 + /\3A3 = 0
0
Dosadime
1 1 0 0
)\1 0 + /\2 2 + )\3 1 == 0 s
0 0 1 0
)\1 + )\2 0
2)\2 + )\3 = 0
A3 0

Srovndnim stejnolehlych prvki dostaneme soustavu rovnic

)\1 -+ )\2 = 0,
2)\2 + /\3 = 0,
s = 0,

ktera md teseni Ay = Ay = A3 = 0. Podle definice 17 jsou matice Ay, Ag, As linedrné
nezavisle.
2.2 Determinant

Definice 18 Permutace je zobrazeni mnoZiny {1,2,...,n} na sebe.
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Definice 19 Inverzi v permutaci (iy, i, . . ., 1,) rozumime kazdy vyskyt takové dvojice ¢i-
sel, Ze vétsi stoji pred mensim, tj. vlevo od néj.

Piiklad 12 Permutace (2,3,1) ma dvé inverze2 —1 a3 — 1.

Definice 20 Determinant ctvercové matice A vdadu n je cislo

aij; a1 ... Qip
Q21 Q22 ... Q2p i
det A = |A| = . . . . = Z (_1)t(j)a'1j1a'2j2 o Qngy, s
’ ) ’ ) (J1,325+++53n)
kde scitame pres vsechny permutace (ji, jo,-- -, jn) mnoZiny {1,2,...,n} a t(j) je rovno
poctu inverzi v permutaci (ji, jo, - - -, Jn)-

Priklad 13 Krizové pravidlo pro vgpocet determinantu matice druhého tadu:

a b
c d

':ad—bc.

Piiklad 14 Sarrusovo pravidlo pro vypocet determinantu matice tretiho vadu:

=aek +bfg+ cdh — ceg — afh — bdk.

K Q.
> 0o o
T O

Poznamka 1 Pro determinanty matic vyssich tadiu podobny vzorec neexistuje.

Véta 2.2.1 Vlastnosti determinantu:

1.

V definicnim vyjadreni determinantu matice A se vyskytuje clen (@i, j, Giyj, - - - Qi)
se znaménkem (+) pokud maji permutace (iy,ig,...,0,), (1,92, --+Jn) SOucasné
sudy pocet inverzi a nebo soucasné lichy pocet inverzi; a se znaménkem (—) po-
kud ma jedna permutace sudy a druha lichy pocet inverzi.

det A = det (A7), t.j. ekvivalence Fdadkii a sloupcii.
Zameénou dvou sloupci matice A se hodnota determinantu zmeéni na opacnou.
Determinant matice, kterd ma dva stejné sloupce, je roven nule.

Necht B je matice, kterd vznikne z matice A vyndsobenim jednoho sloupce c¢islem A
a ponechanim ostatnich beze zmény, potom |B| = M A|, neboli spoleény délitel viech
proki sloupce se mizZe vytknout pred determinant.

Necht prvky s-tého sloupce matice A jsou linedrni kombinace prvkid tvaru

a;s = PBbis + vcis, potom |A| = B|Ay| + 7| Ac|, kde matici A, ziskame z matice A
nahrazenim s-teho sloupce prvky b;s a ponechdnim ostatnich beze zmény a matici
A, ziskame obdobné nahrazenim s-tého sloupce matice A prvky c;s a ponechdnim
ostatnich beze zmény.
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7. Jestlize néktery sloupec matice A je linedrni kombinaci zbyvajicich, potom |A| = 0.

8. Hodnota determinantu se nezméni, pokud pricteme k jednomu sloupci linedrni kom-
binact zbyvagicich.

9. Determinant diagondlni matice je roven soucinu prvki na hlavni diagondle.

Definice 21 Necht v matici A vdadu n vynechdme s-ty sloupec a k-ty vadek. Zbyjvajici
proky tvori matici Tadu (n — 1) a jeji determinant nazveme minorem My, proku  ags.

Definice 22 Algebraickym doplikem Ays prvku ags nazveme Ags = (—1)k+3Mks.

Véta 2.2.2 Laplaceova véta o rozvoji determinantu.
Pro kazdou ¢tvercovou matici A a kazdé k € {1,2,...,n} plati

|A| = aw A + agpAog + -+ + anrAnk.
Dusledek 8 Vzhledem k rovnopravnosti fadki a sloupci platiVk € {1,2,...,n}
|A| = ar1Ap1 + araApz + - - + A Agn.

Piiklad 15 Urcete hodnotu deterninantu matice A,

10 5 -7 4
73 -9 3
A= 21 -1 1
55 -3 5

Reseni:

Ndsobky druhého sloupce budeme pricitat ke zbyvajicim tak, abychom wve tretim rddku
dostali nuly. Dvojndsobek druhého sloupce pricteme k pronimu sloupci, ke tretimu sloupci
pricteme druhy a od cturtého sloupce odecteme druhy sloupec.

—-10 5 -7 4 05 -2 -1
4] = -73 -9 3| (-13 -6 0]
S -2 1 =1 1| 01 0 0}
-5 5 -3 5 55 2 0
Rozvineme determinant podle tretiho radku a potom podle posledniho sloupce:
0 -2 -1 1 _¢
= (1B -1 =6 0| =(=1)(=1)(=1)*¥ =28
5 2 0 > 2

Poznamka 2 Pri vypoctu je vhodné si nejprve zapsat sloupec (tddek), jehoZ ndsobky
budeme pricitat ke zbyvagicim. Zapisujeme jej na jeho misto, protoZe nemuzZeme menit
poradi jednotlivyjch sloupci, aniZ by doslo i ke zméné hodnoty determinantu. SniZime tim
moznost, Ze se nechténe dopustime chyby.
Véta 2.2.3 Pro kazZdou ctvercovou matici A Tadu n a pro kazdou dvojici riznych indexi
k,le{1,2,....,n}, k#1, plati

arp Ay + agp A + - + anpAn = 0,

a1 Ap + arAip + - + agn Ay, = 0.
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2.3 Hodnost matice

Definice 23 Necht A € R,,,, k < min(m,n). Vybereme v matici A libovolné k tdadki
a k sloupci. Elementy stojict na prusecicich techto radki a sloupct tvori matici radu k.
Jeji determinant nazveme minorem k-tého radu matice A.

Disledek 9 Minori k-tého radu matice A € R,,,, kK < min(m,n) miZeme vytvorit

e (1)(1)

Piiklad 16 Meéjme matici

3 2 4 2
A= 2 01 1
0 4 51

MizZeme z ni vytvorit celkem 12 minoru prontho radu, 18 minorid druhého radu a 4 minory
tretiho rdadu. Vsechny minory tretiho Tadu jsou pritom nulové.

Definice 24 Hodnost nulové matice je rovna nule.

Hodnost nenulové matice A je rovna k, jestlize existuje nenulovy minor rdadu k a vsechny
minory vyssich radu, pokud existuji, jsou rovny nule. Libovolny nenulovy minor rddu k
nazveme bazovym a jeho sloupce (fadky) nazveme bazovymi sloupci (Tadky).

Véta 2.3.1 Libovolny sloupec matice A je linedrni kombinaci bdzovych sloupci.

Véta 2.3.2 Ma-li matice A hodnost h, md potom pravé h linedrné nezavislych sloupct
a naopak, md-li matice A prdavée h linedrné nezavislych sloupci, potom md hodnost h.

Disledek 10 Determinant ctvercové matice A je menulovy pravé tehdy, kdyz vsechny
sloupce jsou linedrné nezduvislé.

Definice 25 Za elementdrni dpravy matice A prohldsime

1. Prechod od matice A k matici transponované AT.
Vzagemnou vymeénu dvou radkii.
Vyndsobeni vsech prvki v jednom radku nenulovym cislem.

Prictent k jednomu tadku linedrni kombinace zbyvagicich vadkii.

v o e

Vynechani nulového radku.
Véta 2.3.3 Elementarni upravy neméni hodnost matice.
Definice 26 Matici A € R,,,,, nazveme horni trojihelnikovou matici, kdyz

a;; = 0 Vi > j > min(m,n). Matici A nazveme dolni trojihelnikovou matict, kdyz a;; =
0Vi < j <min(m,n).
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Disledek 11 Postupnym uzZitim elementdrnich uprav lze kaZdou matici prevéest na troj-
uhelnikovou matici. Tento postup se nazyvd Gaussova eliminacni metoda.

Disledek 12 Postupnym uzitim elementarnich uprav lze kaZdou matici prevést na dia-
gonalni matici. Tento postup se nazyva Jordanova eliminacni metoda.

Disledek 13 Determinant trojuhelnikove matice 7adu n je roven soucinu proki na hlavni
diagondle.

Priklad 17 Urcit hodnost matice

1 0 2 3 =5
2 -1 00 2
A= 31 61 0
4 0 -2 1 1

Reseni: Pruni vddek vyndsobeny (—2) p¥icteme ke druhému, pruni vddek vyndsobeny (—3)
pricteme ke tretimu a proni rddek vyndsobeny (—4) pricteme k poslednimu 7ddku.

1 0 2 3 =5
0 -1 -4 —6 12
0 1 0 -8 15
0 0 —-10 —-11 21

AN

Pruni a posledni radek opiseme, treti pricteme ke druhému a zapiseme treti radek jako
druhy

10 2 3 =5

01 0 -8 15

00 —4 -—-12 27

0 0 —10 —-11 21

Proni tri fadky nechdme beze zmény, posledni tadek nasobime (—4) a pricteme k nému
desetindasobek tretiho radku

A~

1 0 2 3 =5
A 01 0 -8 15
00 —4 —-12 27

00 0 —76 186
Matice A je prevedena na trojuhelnikovy tvar, ma ctyri nenulové radky, proni ctyri radky
a proni étyri sloupce tvori nenulovy minor tadu 4 (jeho hodnota je 804 ), hodnost matice
A je proto rovna ctyrem.

2.4 Maticova algebra

Definice 27 Soucinem matice A € R,,, a matice B € R, ,, v uvedeném poradi, je
matice C' € R, , pro kterou plati

O:AB, C:(Cij), cij:Zaikbkj, z':l,...,m,jzl,...,p.
k=1
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Poznamka 3 Ndsobeni matic neni komutationi, t.j. existuji takové matice A, B, Ze plati:
AB # BA,
a nebo néktery ze soucinu AB ¢ BA neni definovdn.

Priklad 18 Necht A € Ry a B € Rz 4. Potom soucin AB existuje, ale soucin BA neni
definovan.

Dusledek 14 Soucin matic A a B je definovdn pravé tehdy, kdyz pocet sloupcu matice
A je roven poctu rddki matice B.

Piiklad 19 Méjme dany matice
1 2 2 1
(i) e-(1e)
4 7 5 5
AB:<76)’ BA:(105),AB7£BA.

11 12 00
t=(ea)r(a2) -(00)

Mame pripad, Ze A+ O, B # O, ale AB = O.
Jednd se o situaci, kterd nema obdobu v oboru realnych cisel. Nelze proto prendset
automaticky poznatky z ciselnych mnozin do teorie matic.

Potom

Priklad 20

Véta 2.4.1 Pro vsechny matice A € R, ,, B,C € R, ,,D € R, , plat{
1. A(B+C)=AB+ AC,
2. A(BD) = (AB)D,
3. (¢ A)B = A (aB) = a(AB),
4. (AB)T = BT AT,

Véta 2.4.2 Pro kaZdou matici A typu (m,n) plati AI = A, kde I je jednotkovd matice
radu n.

Disledek 15 A=A, kde I € R, ..

Véta 2.4.3 Necht A je matice typu m,n, potom soucin AAT je matice symetrickd.

Véta 2.4.4 Necht A, B, C jsou ¢tvercové matice vdadu n a necht plati
AB=CA=1.

Potom B =C.
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Definice 28 Necht A, B jsou ctvercové matice vadu n a necht plati
AB=BA=1.

Potom matice B je inverzni matici k matici A. Oznaceni B = AL,
Piiklad 21 Pro kazdou matici A nemust existovat takovd matice B, Ze plati AB = 1.
(11 a B\ [(a+y B+9
a=(50)(57)=("5" 7

To ovsem znamend, Ze pro tuto matici A neexistuje matice B takovd, Ze po jejich vynd-
sobeni dostaneme matici jednotkovou.

Definice 29 Matice, ke které existuje matice inverzni, se nazyvd requldrni. V opacném
pripadé mluvime o matict singuldrni.

Véta 2.4.5 Necht A,B jsou dvé requldrni matice vddu n. Potom

1. Soucin AB je regquldrni a (AB)™' = B~1A~L.

2. Matice A7 je reguldrni a (A1)~ = A.
Véta 2.4.6 Necht A, B jsou ¢tvercové matice tadu n. Potom |AB| = |A]|B.
Disledek 16 [A7| = 4.
Disledek 17 Matice A je reguldrni prave tehdy, kdyz jeji determinant je nenulovy.

Definice 30 Adjungovand matice k matici A je matice adj A = (aj;), kde aj; = Aj;.

Disledek 18 Matici adjungovanou ziskame, kdyz kazdy prvek matice A nahradime jeho
algebraickym doplrikem a vyslednou matici transponujeme.

Vé&ta 2.4.7 Bud A reguldrni matice. Potom A™! = Fﬂ(adj A).

Dusledek 19 |adj A| = |A|" .

Priklad 22 Inverzni matice pro matici 7adu 2.

(ab o d =D L1 d —b
A_(C d), adyA-(_c ) A _ad_bc(_c )
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Priklad 23 Urcete inverzni matici k matici A, jestlize

2 0 7
A= 1 -4 =5
3 1 2

Reseni:
Protoze |A| = —16 + 7+ 84 4+ 10 = 85, je matice A requldrni a tedy k ni existuje matice
wnverzni. Urcime jednotlivé algebraické doplnky.

—4 -5 1 -5 1 —4
Au—‘ 1 2‘ —3,1412:—‘3 2':—1771413:‘3 1'213,
07 27 2 0
A21 - ‘ 1 2 ‘ = 77 A22 - ‘ 3 2 ‘ = _177 A23 - ‘ 3 1 ‘ = _27
0 7 2 7 2 0
A31 — ‘ _4 _5 ‘ —28, A32——‘ 1 _5 ‘ —17, A33— ‘ 1 _4 ‘ :—8
Potom
-3 7 28 1 -3 7 28
adj A= —17 —17 17 a Al= = —17 —17 17
13 -2 -8 13 -2 -8

Véta 2.4.8 Pro vypocet inverzni matice vyssich radu pouzZivame metodu doplnéni s jed-
notkovou matici: Vedle matice A (vpravo) napiSeme jednotkovou matici téhoz fadu a po-
moct fadkovych elementdrnich dprav prevedeme matici (A|I) na tvar, kdy vlevo bude ma-
tice jednotkova. Potom vpravo bude matice inverzni

ayj; Q2 ... Qip 10 ... 0
(A|_[) _ .0,21 Qoo ... Qon 01 0 -~ (_[|A_1)
Ap1 QAp2 ... Qpp 00 ... 1

Priklad 24 Urcete inverzni matici k matici A, jestlize

3 -4 5
A= 2 -3 1
3 =5 -1

Reseni: Zapiseme vedle sebe matici A a matici jednotkovou. Od prvniho vddku odecteme
druhy:

5/1 0 0 4)1
ADh=|2 -3 1010 ]|~[2 -3 1]0
100 01 1[0
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Ndsobky pruniho rdadku odecitame od zbyvajicich, poté odecitdme ndsobek druhého radku
od tretiho:

1 -1 41 1 -1 0 1 -1 4]j1 -1 0
~!10 -1 -7/-2 30]|~10 1712 =30 |~
0 -2 -13|-3 31 0 01j1 -3 1

Nyni odecitame nasobky tretitho radku od zbyvajicich a poté secteme druhy a pruni radek:
-1 0(-3 11 —4

1 1 00
~10 10-5 18 -7 ]~1010]|-5 18 =7
0 01} 1 -3 1 0 01

Tedy pro matici A je inverzni matice

-8 29 —11
A= -5 18 -7
1 -3 1

Poznamka 4 Neni nutné predem provérovat reqularitu matice A. Pokud matice A neni
requldrni, tak pomoci Tadkovych uprav ziskdme v levé polovinée nulovy radek. Provddime
totiz stejné upravy jako pri zjistovdani hodnosti matice. Vijpocet konci a Fikame, Ze matice
inverzni nent definovdna.

Priklad 25 Urcete inverzni matici k matici B, jestliZe

1 1 =2
B = 1 -2 1
-2 1 1

Reseni: Zapiseme vedle sebe matici A a matici jednotkovou. Ndsobky pruniho vddku ode-
citame od zbyvagicich:

1 1 =2]1 00 1 1 =2} 100
(B|I) = 1 -2 1010 |~{0 -3 3|-110 |~
-2 1 1|0 0 1 0 3 -3, 201
Secteme druhy a treti radek:
1 1 =2} 100
~10 -3 3/-110
0 0 0 111

Vlevo jsme dostali nulovy radek. ProtoZe jsme pouzili pouze upravy, které nemeéeni hodnost
matice, je hodnost matice B rovna 2. Matice B je proto singuldrni a inverzni matice
k matict B neexistuje.
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2.5 Soustavy linearnich rovnic — zakladni pojmy

Definice 31 Rovnice Ax = b, kde A € R,;,,, b € R,1, 2 € R, 1 se nazyvd soustava
linearnich (algebraickych) rovnic.
V rozepsaném tvaru mame

a11T1 +  apaxa + ...+ aT, = bl
a1 Ty + anrs + ... + apr, = b
. . . (2.5.1)
am1T1 + Apa%2 + ...+ QpnTp = bm

A je matice koeficientu, b je sloupec praviych stran, x je sloupec neznamich,

ai a12 e QA1n | bl
) Q21 G2 ... Q2q | by . . vy .
matice (A|b) = . . . . | . se nazyvd matice rozsirend.
Ul Qm2 o G | b

Kazdy sloupec (sloupcovd matice) a pro ktery plati Aa = b se nazgvd fesenim soustavy
(2.5.1).

Definice 32 Soustava (2.5.1) je Tesitelnd, md-li asporn jedno teSend.
Soustava (2.5.1) je jednoznacné tesitelnd, ma-li pravé jedno tesend.
Soustava (2.5.1) je viceznacné resitelnd, ma-li vice neZ jedno Tesent.

Definice 33 Soustava linedrnich algebraickych rovnic se nazyvd homogenni, jestlize je
tvaru

Az =0, (2.5.2)

kde O je nulovy sloupec. V opacném pripadé mluvime o nehomogenni soustave.

Definice 34 Je-li Ax = b nehomogenni soustava, pak pridruzenou homogenni soustavou
rozumime soustavu Ax = O (t.j. homogenni soustavu se stejnou matici koeficientt jakou
md nehomogenni soustava,).

Priklad 26 Mejme danu nehomogenni soustavu

35[’1 + o —4:['3 =

5

21’1—.1'2—31'3 = 4

I —25E2 —f-ZL‘g

Pridruzend homogenni soustava md tvar

3£L‘1 + X9 —41'3 =

Il
o o

I —25E2 —f-ZL‘g

21’1—1}2—31'3 =0
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2.6 Reseni soustav linearnich algebraickych rovnic

Véta 2.6.1 Necht soustava Ax = b md requldrni matici koeficienti. Potom md tato sou-
stava pravé jedno reseni. MuZeme je urcit pouzitim “Cramerova pravidla” : k-ty clen
resent je zlomek, v jehoZ jmenovateli je determinant matice koeficienti A a v Citateli de-
terminant matice Dy, kterd vznikne z matice A tak, Ze k-ty sloupec nahradime sloupcem
pravych stran soustavy (2.5.1), ostatni sloupce ponechdme beze zmény.

Piiklad 27 Najit reseni soustavy rovnic

31‘14‘1’2-41’3 =
.1'1—21'2—|—.I'3 = 5

2£L'1 — X9 —3£L'3 =

Reseni: Urcime determinant matice koeficienti

3 1 —4
Al=]1 -2 1|=14
2 -1 -3

Determinant matice A je nenulovy, soustava je tedy jednoznacné tesitelnd. Spocitdme
determinanty matic D;, kde matice D; vznikne z matice A nahrazenim i-tého sloupce
sloupcem pravych stran nasi soustavy.

1 1 —4 31 —4 3 11
|IDi]=15 —2 1|=14, |DoJ=|15 1 |=-28 |D3=|1 =2 5|=0.
4 —1 -3 2 4 -3 2 -1 4
Potom x; = ﬂi‘l, takZe mame
14 —28 0
T Ty Ty BTy

Vyhodnoceni: Cramerovy vzorce nam sice davaji presné feSeni, ale je zapotiebi pro né
vypocitat (n + 1) determinanti n-tého fadu. Pro rozsahlejsi soustavy je jejich pouziti
problematické, protoze ani s pomoci vypocetni techniky nejsme schopni urcit presné hod-
noty determinantti. Cramerovy vzorce navic predpokladaji regularitu matice koeficienti.
Nedaji se proto pouzit pro libovolnou soustavu.

Véta 2.6.2 Frobeniova.
Soustava (2.5.1) je Tesitelnd pravé tehdy, kdyz hodnost matice koeficienti se rovnd hod-
nosti matice rozsirene.

Dusledek 20 Je-li soustava (2.5.1) tesitelnd, t.j. h(A) = h(A|b) = h, pak pro h =n md
soustava (2.5.1) prdvé jedno teseni a pro h < n md soustava (2.5.1) nekonecné mnoho
resent, kterd zdvisi na (n — h) parametrech.
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Priklad 28 Reste soustavu

r+y+z =1
2r+y+2z =
r+y+3z = 2

Protoze |A| = —2 # 0, jde o kramerovskou soustavu, kterd md tesent
= 1
xrT = —— = Z = —
2 ) y )

Priklad 29 Reste soustavu

r+y+z = 1
r+y+2z =
r+y+3z = 2

|A| = 0, proto nemuzeme pouzit Cramerovych vzorci.

h(A) =2, h(A|b) =3 = h(A) # h(A|b).
Podle véty 2.6.2 nemd soustava resen.
Piiklad 30 Reste soustavu

r4+y+z =1
r+y+2z = 1
20+ 22+42 = 2

|A| = 0, proto nemizZeme pouzit Cramerovych vzorci. Ddle
h(A) =2, h(A|b) =2 = h(A) = h(Ab),

resent zavist na jednom parametru t € R:

r = 1—t
y =t
z = 0.

Véta 2.6.3 Homogenni soustava (2.5.2) je vidy tesitelnd.
Definice 35 Nulové feseni soustavy (2.5.2) nazveme trividalnim.

Véta 2.6.4 Homogenni soustava (2.5.2) ma netrividlni teseni pravé tehdy, kdyZ hodnost
matice koeficienti je mensi neZ pocet neznamych.

Véta 2.6.5 Necht u,v jsou teSenim soustavy (2.5.2). Potom i jejich libovolnd linedrni
kombinace au + (v je TfeSenim soustavy (2.5.2).
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Definice 36 Mazimdlni pocet linedrné nezdavislych teseni soustavy (2.5.2) nazveme fun-
damentalni soustavou TeSeni soustavy (2.5.2).

v v v

Véta 2.6.6 Kazdd viceznacné tesitelna soustava (2.5.2) md vZdy fundamentalni soustavu
resent.
Piiklad 31 Reste homogenni soustavu rovnic

35[’1 + 21‘2 + 51’3 + 21’4 + 71’5 =0

6£L'1 + 4ZE2 + 7ZL'3 + 4ZL'4 + 5ZL'5 =0

3£L'1 + 21’2 — T3 + 2[[’4 - 11[E5 = 0

61’1 -+ 41’2 + 3+ 41'4 — 131’5 =0

Reseni: Koeficienty soustavy si zapiseme do matice a pomoci elementdrnich rddkovych
uprav si matici prevedeme na stupnovity tvar.

32 52 7 32 52 7

64 74 5 00 -30 -9

32 -1 2 —11 00 —6 0 —18

6 4 1 4 —13 00 —9 0 —27
3202 -8

o010 3] (1202 %
0000 0 0010 3
0000 0

Mame dvé rovnice o péti neznamych. Volime proto tri parametry. Neznamé, které stoji
na zacdatku radku, jehoZ predchozi koeficienty jsou nulové, miZeme dopocitat. Zbyvagjici
volime jako parametry. Zvolme xo = 3s, vy = 3t, v5 = 3u, kde s,t,u € R. Potom

—2s5 — 2t + 8u —2 -2 8

3s 3 0 0

T = —9u | =s 0 | +¢ 0| +u]| -9
3t 0 3 0

3u 0 0 3

Tri sloupcové matice vpravo pak predstavuji fundamentdlni soustavu resent, protoZe pokud
je zapiseme jako sloupce do matice, tak druhy, cturty a paty radek ndm vytvdreji nenulovy
manor radu 3.

Véta 2.6.7 Necht p,q jsou Tesent soustavy (2.5.1). Potom (p — q) je TeSenim pridruiené
homogenni soustavy.

Dusledek 21 Soucet Teseni soustavy (2.5.1) a tesend pridruzené homogenni soustavy je
resenim soustavy (2.5.1).

Dusledek 22 Vsechna fesent soustavy (2.5.1) ziskdme jako soucet jednoho (parcidlniho)
resent soustavy (2.5.1) a fundamentalni soustavy TeSeni pridruZené homogenni soustavy.
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2.7 Gaussova eliminacéni metoda

Definice 37 Dve fesitelné soustavy linedrnich rovnic se nazyvaji ekvivalentni, jestlize
maji stejnou mnozinu resent.

Poznamka 5 Dvé ekvivalentni soustavy mohou mit rizny pocet rovnic, ale musi mit
stejny pocet nezndmych.

Méjme dvé takové soustavy
Az = b, Ax=10.

Potom z podminek fesitelnosti plyne, Ze
h(A) = h(A|b) = h(A") = h(A'|l).
Protoze maji stejnou mnozinu feseni, tak plati:
Aa=b & Aa=1.

Potom koneénym poctem Fadkovych elementarnich aprav lze matici (A|b) pfevést na ma-
tici (A’|t/). Nelze kombinovat fadkové a sloupcové tpravy. Muzeme pouzivat pouze Fad-
kové upravy a ze sloupcovych pouze vymeénu sloupcu v matici A, coZ je vlastné preznaceni
proménnych.

Pomoci povolenych elementarnich tprav si upravime soustavu Az = b na tvar

ciayr +cioye + -t Cipyn t CLppYntr T F Gl = o
Co2Y2 + -+ ConYn + CopprYnr + o+ Conln = da

Ch.hYh + Chht1Uht1 + -+ Chnln = dp
kde (y1,v2,--.,Yn) je vhodnd permutace proménnych (1, xs, ..., ;).
Je-li h = n mé soustava pravé jedno feSeni — jde o kramerovskou soustavu.
Je-li h < n, potom proménné ¥y, ...,y, prohldsime za parametry a soustavu upravime
na tvar
ciavi+ oy + - Fepyn = di— CipriYht1 — 0 — Cln¥n
e = dy— e
C22Y2 + + ConYn 2 — C2 h4+1Yn+1 CanYn (2'7'1)
Chpyn = dp — Chher¥Yner — = Chon¥n

Tato soustava je ekvivalentni s piuvodni soustavou Axr = b a kazdé volbé parametri
Yh+1,- - -, Yn 0dpovida pravé jedno feseni. Parametri je celkem (n — h). Jestlize za prvky
Yh+1,- - -, Yn bereme sloupce reguldrni matice fadu (n — h), potom bereme za parametry

linedrné nezévislé prvky a obdrzime obecné feSeni soustavy (2.5.1).
Tento postup se nazyva Gaussova elimina¢ni metoda.
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Jestlize budeme déle pokracovat v fadkovych tpravach, mizeme soustavu (2.7.1) upra-
vit na tvar

y1 +0ya+ - +0yy = 91— firti¥nt1 — - — fin¥n
yo+ -+ 0yn = 92— forri¥nt1— = fonln
Yn = Gn — fh,h+1yh+1 — = fh,nyn

zde mame na hlavni diagonale vlevo jednotky a zbyvajici prvky nalevo jsou nulové. Tento
postup se nazyva Jordanova eliminace.

Priklad 32 Reste soustavu

Ty + 229 4+ 323 + 4ry + 515 =
—2x1 + 329 + 423+ x4 + 65 =
—3x1 + 4x9 + br3 + 624 + Txs =
—4x1 + 5xg + 63 + T4 +8x5 = 4

W N =

Reseni: Zapiseme rozsirenou matict soustavy a pomoci elementarnich radkovych uprav ji
prevedeme na trojuhelnikovy tvar.

1 234 5|1 1 2 3 4 5|1 12 3 4 51
23 45 6|2 0 7 10 13 164 0 7 10 13 164
3456 73170 10 14 18 226 03 4 5 6|27
456 7 8|4 0 13 18 23 288 06 8 10 124
1 23 4 5|1 12 3 4 51 1 23 45| 1
0123 4|0 01 2 3 4|0 0123 4] 0
03 456/2] 7100 -2 -4 =6/2|7]100123|-1
000000 00 0 0 00 00000O0| O

Ziskali jsme soustavu tri rovnic o péti nezndmich

1+ 229+ 33 +4x4+ 525 = 1
To+ 203+ 3r4s+425 = 0
r3+2x4+ 35 = —1
Zvolime dva parametry x4 = s,x5 = t, kde s,t € R. Potom
r3 = —1—2x4—3x5=—-1—25—3t
To = —2x3—3x4 —4dr5=2+5+2t
Ty = 1—2x9—3r3—4x4 —5r5=0

Resenim nasi soustavy je v = (0,2 + s + 2t, —1 — 25 — 3t,s,t)7.
Casto byjvd vhodnéjsi pokracovat ddle v maticovijch tipravdch a prevést matici na diago-
ndlni tvar. V nasem pripadé budeme mit

L2345 1N Ly ay (100 0 0] o
00123_1~010—1—22~01O—1—22
00000l 0 001 2 3|-1 001 2 3|-1



Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné 47

Potom
T :O,ZL’Q :2+ZE4+25E5,ZL‘3: —1—21E4—3£L'5

a analogicky jako v predchozim pripadé si volime dva parametry x4 a x5 a dostaneme
stejny vysledek. (0,2, —1,0,0)T tvori partikuldrni feseni a (0,1,-2,1,0)7,(0,2,-3,0,1)T
je fundamentalni soustava reseni pridruzené homogenni soustavy.



Kapitola 3

Vektorové prostory

3.1 Vektorovy prostor

Definice 38 Na mnozZiné M je definovana binarni operace o : M x M — M, jestlize
Ve,y € M plati (x oy) € M.

Priklad 33 Operace ndsobeni na mnoziné 7Z je bindrni operaci, protoZe soucin dvou
celych cisel je celé cislo.
Operace déleni na mnoziné Z neni bindrni operact, protoZe napt. (3 : 2) nent celé cislo.

Definice 39 Necht M je mnoZina a + je bindrni operace na M. Usporddand dvojice
(M, +) se nazgvd grupou, jestlize plati axiomy

A) (x+y)+z =x+(y+2), Vr,y,z€M, (Asociationi zdkon)
B) deeM:etrx=x+e=uz, Vo€ M, (Existence neutralniho prvku)

C) VeeM3z'eM:x+a'=at+x=¢  (Ezistence inverzniho proku)
Definice 40 Pokud v grupé (M, +) plati navic komutationi zdkon
D) r+y=y+az, Vr,yc M,
pak mluvime o komutationi grupé (abelovské grupé).
Dusledek 23 V kaZdé grupé (M, +) plati:
1 (zH) =2
2.at+c=b+c=a=0>

3. Jednoznacna 7esitelnost rovnic
a+xr=0b z+a =bVa,be M

48
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Priklad 34 1. (R, +), (C, +) jsou komutativni grupy.

2. (R, ) neni grupou, protoZe k prvku 0 neexistuje inverzni prvek.

o

({R\ {0}},) je komutativni grupou s neutralnim prokem 1.

-.R

MnoZina vsech matic typu (m,n) a operace s¢itani matic ({M,, ,},+) je komutativni
grupa.

5. Mnozina vSech ctvercovych matic tadu n a operace ndsobeni matic ({M,},-) neni
grupou. Inverzni prvek neni vidy definovan, protoZe inverznim prvkem je zde in-
verzni matice a ta existuje pouze u requldrnich matic.

6. Mnozina vSech reguldrnich matic ¥ddu n a operace ndsobeni matic ({R,},-) je
grupou. Je to grupa nekomutationi.

7. MnoZina Cla,b] vSech spojitych funkci definovanych na intervalu [a,b] a operace
scitant funkci tvori komutationi grupu, kde operace scitani je definovana ndsledovneé:

Vf,g € Cla,b], (f +g)(z) = f(z) + g(z).

Definice 41 Necht (M,+) je grupa a N C M. Potom (N,+) nazveme podgrupou,
jestlize (N, +) je grupou.

Priklad 35 1. MnoZina vsech hornich trojuhelnikovijch matic typu (m,n) s operact
séitani matic ({Hpn}, +) tvoid podgrupu v grupé ({ My}, +).

2. (R,+) je podgrupa v grupé (C,+).
3. Mnozina vSech polynomai tvori podgrupu v grupé (Cla, b, +).

Véta 3.1.1 Necht (M, +) je grupou a N C M. (N,+) je podgrupou jestlize plati:
1)Vz,y e N, z+y € N,
2)Vx € N, ' € N.

Disledek 24 KazZda podgrupa obsahuje neutrdlni prvek.

Definice 42 Necht (M, +) je komutativni grupa s neutrdalnim prvkem e. Necht na M je
definovdna bindrni operace o tak, Ze (M \ {e}, ®) je grupa a necht plati distributivni zdkon

(a+b)ec=(aec)+ (bec).

Potom usporadand trojice (M, 4+, ®) se nazgvd télesem .
Je-li (M \ {e}, ®) komutativni grupou, mluvime o komutativnim télese a nebo o poli.

Priklad 36 1. (R, +,-), (C,+,") jsou komutativni télesa.

2. Necht Z, je je zbytkovd trida podle prvociselného modulu p. Definugme si bindrni
operace @, ® ndsledovné:VT,y € Z, . T®y=x+y, TOY =T - y. Potom (Z,, B, ®)
je komutativni téleso.
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Definice 43 Necht (L,+) je komutativni grupa, (R,+,-) je komutativni téleso a necht
je definovdna operace - : R x L — L, (a, x) — « -z, kterd spliuje nasledugici podminky
Ve,y € L, Vo, § € R:

1.a-(f-x)=(af) -z asociativita pro nasobent
2. a-(z+y)=(a-2)+ (a-y) distributivita I.
(a+p8)-z=(a-x)+ (-2 distributivita II.

3 1-z==x

Potom usporddand trojice (L, +,-) tvori vektorovy prostor nad R.
Prvky z L budeme nazyvat vektory, prvky z R skalary. Znacit budeme vektory malymai
pismeny latinskée abecedy a skaldry malymi pismeny rTecké abecedy.

Poznamka 6 Pro vektorovi prostor se pouzivd i ndzev linedrni prostor.

Véta 3.1.2 Necht (L,+, ) je vektorovy prostor, O je neutralni prvek grupy (L, +). Potom
Va € L, Va € R plati:

1. 0-a =0,

2. -0 =0,

3 a-a =0 <= a=0Va=0,
4 (=a)-a =(a-a)7".

Piiklad 37 1. MnoZina R? vsech usporddanijch dvojich redlnijch cisel spolu s opera-
cemi +, - definovanych ndsledovné (a,b)+(c,d) = (a+c,b+d), a-(a,b) = (a-a,a-b)
tvori vektorovy prostor.

2. Mnozina { M, ,, +, -} vSech matic typu (m,n) s operacemi s¢itani matic a ndsobeni
matice cislem tvori vektorovy prostor.

3. Mnozina Cla,b] vsech spojitych funkci definovanych na intervalu [a,b] vzhledem
k operacim scitdani funkci a ndsobeni funkce cislem tvori vektorovy prostor.

Definice 44 Necht (L, +, ") je vektorovy prostor. Neprazdnou podmnoZinu K vektorového
prostoru L nazveme podprostorem prostoru L, jestlize je K vektorovym prostorem vzhle-
dem ke stejngm operacim jako vektorovy prostor (L,+,-).

Mnozina K se ndzyva nosicem podprostoru.

Piiklad 38 1. Mnozina {Hp, n,+,-} vSech hornich trojihelnikovijch matic tvori pod-
prostor v prostoru { My, », +, - }.

2. Podprostorem v {C|a,b],+,-} je mnoZina vsech polynomi { P(R),+,-}.

3. Mnozina {(x,0),z € R} tvori podprostor v (R? +,-).
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4. MnoZina vsech 1eseni homogenni soustavy linedrnich algebraickych rovnic o n ne-
zndmych tvori podprostor ve vektorovém prostoru (M, 1), +,) sloupcovych matic
typu (n, 1).

5. Mnozina {O} je podprostorem a nazgvd se trividalni podprostor.

Véta 3.1.3 Neprdazdnd podmnozina K vektorového prostoru (L, +, ) je podprostorem v L,
pravé kdyzZ pro Yu,v € K, Ya € R plati:

ut+v €K, a-u €K.

Véta 3.1.4 Pranik libovolného poétu podprostori vektorového prostoru (L, +,-) je opét
vektorovym podprostorem v L.

Definice 45 Bud M podmnoZina vektorového prostoru (L,+,-). Pranik vSech podpro-
stori obsahugicich M nazveme linedrnim obalem mnoZiny M a oznacime (M).

Definice 46 Necht uq,us, . .., u, jsou vektory z vektorového prostoru (L,+,-). Linedrni
kombinaci vektord u; nazveme kazdy vektor tvaru

V=01 UL+ QU+ -+ Q- Uy, alpha; € R.
Véta 3.1.5 Necht M je podmnoZina vektorového prostoru (L, +, ). Pak plati:
1) Je-li M =0, je (M) = O.
2) Je-li M # 0, je (M) mnoZina vech linedrnich kombinaci tvaru

a1 ULF Qg U+ F Q- Uy, kdeu; € M, o € Ryn € N,

Definice 47 Podmnozina M vektorového prostoru L se nazyvd generujici, jestlize (M) =
L.

Priklad 39 1. Vektory

=(oo)r=(o)e=(Va)e=(av)e=(a1)
()=o) r=(in)

tvori generujici mnoZinu pro (Ma s, +, ) vektorovy prostor vsech matic rddu 2.

2. Vektory 1,1+x, 1+x+2%, 1+o+a?+23, v +23, 23 — 22+ 7 tvori generugici mnoZinu
prostoru vSech polynomi stupné nejvyse tretiho.

3. Vektory 1,x,22,...,2", ... tvoii generujici mnoZinu ve vektorovém prostoru vsech
polynomii.

Véta 3.1.6 PodmnoZina M vektorového prostoru L je generujici prave tehdy, kdyz kazdy
vektor z L je linedrni kombinaci vektoru z M.
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Definice 48 Vektory ay,as,...,a, z vektorového prostoru (L,+,-) nad télesem (R, +, )
nazveme linedrné nezavisle, jestlize

al.a1+a2.a2+...+an.anzo @CY1:O[2:---:O[TL:07

a nazveme je linedrné zdvisle, jestlize existuje aspon jeden menulovy koeficient «;, i =
1,2,...,n tak, Ze plati

ar-art+ag-ag+ -+ a,a, =0 .
Definice 49 Mnozina M C L je linedrne nezdavisla, jestlize kazdd jeji konecnd neprazdnd

podmnozina {ay,as, . ..,a;} je tvofena linedrné nezdvislymi vektory.
Mnozina M C L je linearné zduvisld v opacném pripadé.

Véta 3.1.7 Necht (L, +,-) je vektorovy prostor. Potom plati:

1. Jsou-li prvky ay,as,...,a, € L linearné nezavislé, jsou linedrné nezavislé i prvky
iy y Qgy v 5 Qg kde 1 < i1 <ig < -+ <1 <n.
2. Je-li mezi vektory ay,as, ..., a, € L nulovy vektor, jsou vektory ay,as,...,a, line-

darné zavislé.

3. Jsou-li vektory ay,as,...,a, € L linedrné zdvislé, je aspon jeden z nich linedrni
kombinaci ostatnich.

4. Jsou-li vektory ay, as, ..., a, € L linedrné zdavislé, potom pro libovolné a, 1 € L jsou
linedrné zavislé i vektory ay, as, ..., apn, Qpyi1.
3.2 Baze, dimenze, souradnice.
Definice 50 Podmnozina B vektorového prostoru (L,+,-) se nazgjvd bdze vektorového
prostoru , jestlize mnoZina B je linedrné nezavisld a (B) = L.

Rikame take, Ze baze je linedrné nezavisla generujici mnozina vektorii.

Véta 3.2.1 BudB = {ay, as, ...} baze vektorového prostoru (L, +,-). Pak kaZdy nenulovy
vektor u lze jednoznacné, az na poradi, vyjadrit ve tvaru

U=0q- a1+ Q- A+ -+ Q- Ay,
kde {ai,as,...,a,} C B a vektory a; jsou po dvou rizné.
Véta 3.2.2 V kazZdém netrivialnim vektorovém prostoru existuje aspon jedna baze.

Definice 51 Rekneme, Ze netrividlni vektorovy prostor (L,+,-) nad R md koneénou di-
menzi, jestlize v L existuje generugici mnoZina tvorend konecnym poctem vektori.
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Véta 3.2.3 7 kaZdé generujici mnoZiny vektorového prostoru konecné dimenze lze vybrat
bazi.

Umluva: Viude dale budeme pod vektorovym prostorem rozumét vektorovy
prostor kone¢né dimenze.

Véta 3.2.4 Steinitzova o vyméné.

Necht{ay,as, ..., a,} tvori generujici mnoZinu vektorového prostoru (L, +, ), necht {b1,bs, ..., by}
je linedrné nezavisla mnozina vektori z (L, +,-). Potom k < n a pFi vhodném oznaceni

je mnozina {by,ba, ... by, api1,...,a,} generujici mnoZinou pro (L,+,-).

Duikaz: Vektor b; € L a proto jej lze vyjadrit podle véty 3.1.6 jako linedrni kombinaci
vektort generujici mnoziny:

by = (a1 -a1) + (ag - ag) + -+ + (ay - ap), (3.2.1)

kde aspon jeden z koeficientti «;,7 = 1,2, ..., n je nenulovy, nebot b; je vektor z linearné
nezavislé mnoziny a tedy nemiize byt nulovy. Bez omezeni obecnosti mizeme predpokla-
dat, ze nenulovy koeficient je u vektoru a; ( v opa¢ném ptipadé provedeme preznaceni
vektort generujici mnoziny). Z rovnice 3.2.1 si vyjadiime a;:

1
a1 = —[by — (2 - as) — -+ — (o - a)] . (3.2.2)

&3]
Jestlize nyni ve vyjadreni libovolného vektoru v jako linedrni kombinace prvki generujici
mnoziny nahradime vektor a; vztahem (3.2.2), dostaneme vektor v vyjadieny jako linearni

kombinaci vektort {by, az, as, . . ., a, }. Potom tyto vektory tvofi novou generujici mnozinu.
Vyjadriime si nyni by jako jejich linedrni kombinaci:
ba = (B1-b1) + (Ba-az) + (Bs-az) + -+ (B an), (3.2.3)

kde aspon jeden z koeficientti (s, ..., 3, bude nenulovy. Pokud by byly vSechny nulové,
pak by by bylo nasobkem 0; a to nemuze nastat, protoze by, by jsou prvky z linearné
nezavislé mnoziny. Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze nenulovy koeficient
je u ay. Vyjadiime si z rovnice (3.2.3) vektor as:

_ L
B

A opét kazdy vektor vyjadieny jako linearni kombinace vektora generujici mnoziny {by, as, as, ..., a,}
zdménou ay podle (3.2.4) dostaneme vyjadreny jako linearni kombinaci vektorii {by, b, as, . .., a,}-
Pokracujeme dale podle indukce. Pocet linearné nezavislych vektort musi byt mensi nebo

roven poctu vektori generujici mnoziny. Tento pocet je konec¢ny a proto se po konec¢ném

poctu krokt zastavime. O

a2

by = By by — By ag — - — Ba-an). (3.2.4)

Dausledek 25 Kazdé dvé baze vektorového prostoru (L, +, ) maji stejny pocet prvki a kazda
linearné nezavisld podmnoZina L s timto poctem prvki je bdzi.
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Véta 3.2.5 Necht B # 0 je podmnoZina vektorového prostoru (L, +,-) nad R. MnoZina
B je bazi prostoru L prave tehdy, kdyzZ kaZdy vektor v € L se da jednoznacné vyjadrit
(s presnosti do poradi) jako linedrni kombinace prvki z B.

Piiklad 40 Méjme prostor (Msa, +,+). Dokazte, Ze jeho bazi tvori vektory

10 11 11 11
(o) r=(oa)e-(io)o=(i1)
Resend: Podle predchozi véty staci ukdzat, e kazdyj vektor z My o se dd jednoznacné vyjddrit
jako linedrni kombinace vektori A, B,C, D. Méjme libovolny vektor

a b
(%)
a hleddme koeficienty o, 3,7,6 tak, aby platilo

aA+ BB +~C +6D = X.

(3 )0 (3 8) (1) (1 D)-(20)

Po dosazeni dostaneme soustavu

a+pB+v+0 = a
B+y+d6 = b
v+ = ¢

) d

Jde o nehomogenni soustavu s requldrni matici koeficienti (je to trojuhelnikovd matice),
ktera je jednoznacne resitelnd pro libovolny tvar pravée strany. To znamend, Ze libovolny
vektor X se dd jednoznacné vyjadrit jako linedrni kombinace prvku A, B, C, D a tedy tyto
prvky tvori bazi.

Definice 52 Necht L # {O} je vektorovy prostor konecné dimenze. Dimenzi prostoru L
nazveme pocet prvki jeho bdze. Piseme dim L = n.

Trividlni vektorovy prostor ¥V = {O} md dimenzi 0.

Vektorovy prostor dimenze n budeme znacit L, .

Definice 53 Necht je usporddand mnozina B = (by, b, ..., b,) bdzi vektorového prostoru
(L,+,-) dimenze n. Potom Yz € L plati

.%':Oél'bl+062'b2+"‘+06n'bn,

kde koeficienty o; jsou uréeny jednoznacné. Prvek a = (aq, o, ..., a,)T nazveme sourad-
nicems vektoru x vzhledem k bazi B.

Véta 3.2.6 KazZdy podprostor P vektorového prostoru L konecné dimenze md také ko-
neénou dimenzi m < n.
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Dusledek 26 Necht P je podprostor prostoru L konecéné dimenze. Jestlize dim P = n,
potom P = L.

Priklad 41 Ve vektorovém prostoru (R3, +, ) urcete v zdvislosti na parametru o dimenzi
linedrniho obalu vektori a = (o, —4,—1), b= (4, —6,-3), c = (1,1, —a).

Reseni: Linedrni obal mnoZiny vektori je podprostorem a tuloha md smysl. Urcime li-
nedrni zdvislost ¢i nezdvislost vektoru a,b,c. Zapiseme vektory je do matice a pomoci
elementarnich uprav matici prevedeme na stupnovity tvar:

a —4 -1 1 1 —« 1 1 -
4 —6 -3 ~ 4 —6 -3 ~ 0 —-10 4o —3 ~
1 1 —« a —4 —1 0 4—a a®—-1
1 1 —Q
~ 0 -—10 4o — 3

0 0 —6a®+13a—2

Rovnice —6a? + 13a — 2 = 0 md koteny oy = 2, ay = =, proto dim {(a,b,c) = 2 pro a = 2

anebo =% adim(a,b,c) =3 proa#2aa+#s:.

1
6

3.3 Transformace souradnic.

Definice 54 Necht (L,+,-) je vektorovy prostor dimenze n. Necht A = (doo, e, ..., )
a B = (loo, les---5 [\) jsou dvé baze tohoto prostoru. Potom proky bdze B se daji jedno-
znacné vyjadrit jako linedrni kombinace prvki baze A.

by = a4+ asas + -+ apian,
by = ai2a1 4 axas + -+ 2y,
bn = Q1p01 + Qonag + -+ Apnln,
neboli
(bl,bg,...,bn): (al,ag,...,an) (MZ;‘) (331)

Matici Mg = (aij); ;—y mazveme matici prechodu od bdze A k bazi B.

Ve vztahu (3.3.1) mame vpravo formalni sou¢in matic, kde prvni matice je fadkova a jeji
prvky jsou vektory a druhd je ¢tvercova a jeji prvky jsou skalary.

Véta 3.3.1 Matice prechodu je vZdy reguldrni.

Véta 3.3.2 O transformaci souradnic.
Necht mdme vektor x wvyjddreny jako linedrni kombinact ve dvou rizniych bdzich x =
(ar,a9,...,a,)é4 a x = (by,ba,... by) . Necht My je matici piechodu. Potom

Ea = (MF) &s.
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Dusledek 27
(Mg) ™ = M5

Priklad 42 Necht v (R +,.) mdme ddny dvé bdze

B=1{(1,0,0,), (1,1,0), (1,1,1)}, a C = {(~1,1,0), (1,1,0), (0,0,1)}.

Urcete matici prechodu od bdze B k bazi C a naopak. Urcete x¢, yg, jestlize

5 =(—1,3,0)T, yo = (2,4, 7)7.

Reseni:B = {a,b,c}, C = {k,I,m}. Proky bdze C si vyjddiime jako linedrni kombinace
prvki bdze B.

k = a1a+ﬁlb+’ylc,
l Qo0 + ﬁgb + Y2C,
m = aza+ B30+ 3¢,

To znamend, Ze musime Tesit t7i soustavy rovnic se stejnou matict koeficienti a ruznymsi
pravymi stranami. Budeme je vSechny tri resit najednou, protoZe u matice koeficienti
bychom provddéli opakované stejné upravy. ZapisSeme si vektory bazi B i C sloupcovée
do matice, pritom vektory baze B tvori matici koeficientu a vektory bdaze C jsou “pravé
strany”, které mdame ale zapsdany v jedné matici, a pomoci radkovych elementdarnich uprav
najdeme Teseni:

1 1 1}-111]0 1 1 0|-1(1]-1 1 00[-=2|0 O
011 1{1/0 |~ 0 10 1j1|-1 ] ~1 010 111|-1
0 0 1] 0|01 0 0 1| 0|0] 1 0 0 1] 0|0 1
Matice prechodu od baze B k bdzi C je
-2 0 0
ME = 11 -1
00 1

Matice prechodu od baze C k bazi B bude pak matice inverzni

X -3 00
ME= ()= 1
001

Vyndsobenim nyni dostaneme xc = (Mg)zp = (5,3,0)7, yg = (MEF)ye = (-4, -1,7)".

Véta 3.3.3 Necht A = (oo, de, ..., ) je bdze vektorového prostoru L, M je reguldrni
matice 7adu n. Potom (a1, as,...,a,)M je taktéZ baze vektorového prostoru L a vSechny
baze prostoru L miZeme ziskat timto zpusobem.



Kapitola 4

Skalarni, vektorovy a smiseny soucin

4.1 Skalarni soudin

Definice 55 Necht (L, +,-) je vektorovy prostor dimenze n nad R. Zobrazeni g : L x L —
R: (z,y) — g(x,y) se nazyvd skaldrnim soucinem na L, jestlize Voo € R a Vx,y,z € L
plati:

1. g(z,y) = g(y, ), komutativita
2. g(x+y,2) =gz, 2) + gy, 2), distributivita
3. glaz,y) = ag(z,y), vytykdni skaldrniho ndsobku
4. g(x,x) >0, pricemz g(z,z) = 0 pouze pro x = O. pozitivni definitnost

Priklad 43 Méjme prostor (Cla,b], +, ) vSech spojitych funkci definovangch na intervalu
[a,b]. Definugme si zobrazeni:

Vu,v € Cla,b] :  g(u,v) :/ u(z)v(z)dz.

Zobrazeni g splnuje vSechny poZadavky definice 55, a tedy se jednd o skaldrni soucin.
Proveérte.

Diusledek 28 Plati:
1. g(O,x) =0 Vx € L.

2. g((; a;w;), (32 Biy5)) = ; > g (@i, ;).

Véta 4.1.1 V libovolném wvektorovéem prostoru dimenze n je mozné definovat skaldrni
soucin.

o7
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Definice 56 Vektorovy prostor se skaldrnim soucinem se nazyvd Eukleidovsky vektorovy
prostor.
Jako standardni skaldrni soucin na R™ budeme oznacovat

T ey =T1yY1+ ToY2 + -+ Tpln.
Definice 57 Necht L je Eukleidovsky prostor dimenze n. Normou vektoru x € L nazveme
cislo
Izl = Vg(z,2) (=Vazeuz).
Véta 4.1.2 Va,y € (L,, +,-)r plati Cauchyova — Schwarzova nerovnost:
|z oy <[] - [lyll.
Véta 4.1.3 Vx,y € L plati trojuhelnikova nerovnost.
[z +yll < llzll + llyll
Dusledek 29 ||z +y| = ||z|| + ||y|| prdve tehdy, kdyZ |z e y| = ||z| - ||yl

Definice 58 Velikost uhlu p mezi dvéma nenulovymi vektory je definovdna takto:
re y

COS(p = ———.
]| - [yl

Poznamka 7 Podle Cauchyovy — Schwarzovy nerovnosti je definice korektni. Citatel je
mensi nebo roven jmenovateli. Omezujeme se na ¢ €< 0,7 >.

Definice 59 Prvky x,y € L nazveme ortogondlnimi, jestliZe plati x ey =0 .
Poznamka 8 Jde o zobecnéni pojmu “kolmost” pro libovolné prostory.
Véta 4.1.4 Pro kaZdé dva ortogondlni vektory plati Pythagorova rovnost

lz +ylI* = [l2]* + [lyl>

Definice 60 Bdze vektoroveho prostoru se nazyvd ortogondalni, jestliZe je tvorena vektory
po dvou ortogondlnimia.
Baze vektorového prostoru se nazyvd ortonormdlni, jestlize plati

1, 1=y
Disledek 30 Jsou-li ve vektorovém prostoru ddny nenulové vektory aq,as,...,a, po

dvou ortogondlni, pak jsou tyto vektory linearné nezduvislé.

Véta 4.1.5 Gramova—Schmidtova
V kazZdém netrividlnim eukleidovském vektorovém prostoru lze sestrojit ortonormdlni bdzi.
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Dikaz: Pomoci matematické indukce. Mé&jme bézi A = (ay, as, ..., a,). Nejdiive vytvo-
fime ortogonalni bazi B = (b1, by, . .., b,) a pak ji normalizujeme. Kazdy prvek nové béze
B je roven stejnolehlému prvku staré baze A a linearni kombinaci jiz vytvozenych prvkt
nové baze B.

bl = ai.
bg = ag + Oébl,

kde a; je neznamy koeficient. Vynasobime skalarné tuto rovnost vektorem b; a protoze
vektory by, bs maji byt ortogonalni, musi platit

0= (0,2 ) bl) + Od(bl ) bl),

as @ bl
oa=— )
bl L] bl
Urcili jsme koeficient v a tim také vektor by. Vektor by musi byt nenulovy, jinak by platilo,
ze as = —a1by = —aqay a to by byl spor s tvrzenim, Ze aq, as jsou prvky béaze, t.j. jsou

linedrné nezavislé. Pokracujeme déle
bs = az + [1b1 + Pabe
a postupujeme stejné jako v predchozim pripadé:

__a3obz~ -
Bi_ bi.bial_172'

bs opét musi byt nenulovy. atd. Pouzivame tedy obecny vztah

k—1
be=ar+ > b, k=12 n,
j=1
ap @ b;
kde ;= — L
7] b] (] bj
Nakonec provedeme normalizaci
bi
C; =
1641
a mame ortonormalni bazi C = (c¢q, ca, . .., Cp). O

Poznamka 9 Stejnym zpiusobem mizZeme postupovat i pri hledani ortonormalni baze pod-
prostoru zadaného generujici mnozinou. JestliZe jsou vektory generujici mnoZiny linedrné
zavisle, objevi se behem konstrukce nektery z vektoru b; jako nulovy. Pak ovsem memiuZe
byt prvkem bdze, proto jej vyloucime a pokracujeme ddle.
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Priklad 44 Urcete ortonormdlni bdzi podprostoru generovaného vektory
a=(1,1,-1,-1),b=(1,-1,1,1), c = (—-1,-2,0,1), d = (1,—2,0,1).

Reseni: Hledané ortogonalni vektory si oznacime k,l,m,n. Potom

k = a,
1
I=b+ak, =a=3 =I=(-111).
m=c+pk +49, =p=1,v=0, =m=(0,—-1,-1,0).
1 1
n=d+ 6k +nl+(m, :>5:§,77:—§,C:—1, =n=(0,0,0,0).

Ortogonalni bdzi proto tvori vektory k,l, m.

4.2 Ortogonalni priumét.

Definice 61 Dva podprostory K a M vektorového prostoru L jsou ortogondlni, kdyzZVx €
K, Yye M :xey=0.

Dusledek 31 Necht K a M jsou ortogondlni podprostory. Potom
KNM=0=K+M=K®M.
Definice 62 Ortogonalnim doplrikem podprostoru K nazveme mnoZinu
M={zxe(L\K): xey=0Vy € K}.

Dusledek 32 Ortogondlni doplnéek podprostoru doplnény nulovym vektorem je podpro-
stor.

Priklad 45 Urcete ortogondlni doplnék podprostoru
K={(a=(-1,2,0,1),b=(3,1,-2,4), c = (—4,1,2,-3)).
Reseni: Ortogondlni doplnék bude tvoren vektory v = (a, 3,7,6), pro néz plati
vea=veb=vec=0.

Dosazenim dostaneme homogenni soustavu rovnic. Matici koeficientu elementdrnimi upra-
vami prevedeme na stupnovity tvar:

-12 0 1 -1 2 0 1
31 -2 4|~ 0 7 -2 7 N(_(l)i—g ;)
-41 2 -3 0 -7 2 -7

Mdme soustavu dvou rovnic o ¢tyrech nezndmijch. Reseni bude zdviset na dvou paramet-
rech a md tvar v = (4s —t,2s — t,7s,t), s,t € R, s* +1> # 0. (Parametry s,t se nemohou
oba soucasné rovnat nule, protoze to bychom dostali nulovy vektor a ten nepatri do orto-
gondlniho dopliiku.) Tim mdme popsdn ortogondlni doplnék .

Pokud chceme bdzi ortogondlniho podprostoru M, volime s =1,t=0as=0,t=1a
dostaneme M = ((4,2,7,0),(—1,—1,0,1)).
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Definice 63 Ortogondlni primeét vektoru v do podprostoru K je vektor u € K, pro ktery

plati v = u + z, kde z je ortogondlni k podprostoru K.

Véta 4.2.1 Necht K je podprostor vektorového prostoru L. Potom Yv € L miZeme se-

strojit jeho ortogondlni prumeét do podprostoru K.

Poznamka 10 Tento postup se vyuzivd v numerické matematice, kde se nazyvd “metoda
nejmensich ctverci.”

Priklad 46 V prostoru (R3,+,) urcete ortogondlni primét vektoru x = (1,2,3) do pod-

prostoru K = {(a,b), kde a = (—1,1,1),b=(1,1,,1).

Reseni:

kde z 1 a,b a tedy zea = z2eb=0.

Dosazenim ziskame soustavu rovnic

hledany primeét u je

u=aa+ b=

Zkouska:

potom zea =zeb=0.

Poznamka 11 Pri vipoctu ortogondlniho prumétu musime pocitat se zlomky, pokud nam
vyjdou. Zde si nemizeme dovolit (tak jako pFi vypoctu ortogondlni baze) zménit normu

r=aa+ b+ z,

rea=ca(aea)+ [bea),

reb=ca(aeb)+ G(beb).

3a+ [ =4,

a—+ 30 =6,
3 7
OZ—Z) ﬁ_17

3 7
—-(—1,1,1 —=(1,1,1
4( 77)+4(77)

vektoru jeho vyndsobenim nenulovym cislem.
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4.3 Vektorovy poéet v E? - vektorovy a smiSeny sou-
¢in.

Definice 64 Duvé bdze A, B téhoz vektorového prostoru L nazveme souhlasné orientovaneé,
jestlize matice prechodu od A k B md kladny determinant a nesouhlasné orientované
v opacném pripade.

Dusledek 33 Protoze (Mg)~' = M% a pro kaZdou requldrni matici M je |M~*| = |M|~1,
takZe obé matice maji determinant bud soucasné kladny a nebo soucasné zdaporny. Tim se
mnozina vsSech bdzi vektorového prostoru L rozpadne na dvé disjunktni tridy.

Kazdé dvé baze, patrici do stejné tridy, magi matici prechodu s kladnym determinan-
tem. KazZdée dvé bdze, patrici ruznym triddm, maji matici prechodu se zapornym determi-
nantem.

Jiné oznaceni - kladné , pravotocivé,E™T.
- zaporné, levotocivé, FE~.

V praxi (hlavné technické) se za kladny, pravotocivy systém bere nasledujici:

Definice 65 Méjme ddnu soustavu soutadnou (P, (e, ea, e3)). Do roviny (P, ey, e3) umis-
time hodinky tak,aby cifernik sméroval do poloprostoru v némZ le#i es. Uhel mezi vektory
e1, e musi byt menst neZ w. Prejdeme-li nyni z e; na es proti sméru hodinovych ruci-
cek, tvori vektory (eq, ea, e3) kladné orientovanou soustavu. V pripadé prechodu po sméru
hodinovych rucicek jde o zdporné orientovanou soustavu.

Jiné definice: Pravidlo pravé ruky.

Vezmeme si mensi z obou uhld, které sviraji vektory a a b. Polozime palec pravé ruky
na vektor a a ukazovacek pravé ruky na vektor b. Jestlize dlan sméfuje do poloprostoru,
kde lezi vektor ¢, jsou vektory a,b,c souhlasné orientované. V opacném pftipadé jsou
nesouhlasné orientované.

Dusledek 34 Kanonickd bdze (i, j, k) prostoru E* je pravotocivd (kladnd). Pritom i =
(1,0,0),7=1(0,1,0),k = (0,0,1).

Definice 66 Meéme orientovany prostor E3. Pro kazdé dva vektory a,b € E? definujeme
jejich vektorovy soucin ndsledovné: a X b = ¢, kde |c| = |a| - |b|siny a ¢ je uhel mezi
vektory a,b a trojice (a,b,a x b) tvori kladné orientovanou soustavu.

Dusledek 35 Geometricky vijznam vektorového soucinu.
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c=axb

4 ¢ = la] - |b] sin

Obr. ¢. 1

Véta 4.3.1 Je-li (e1, e, €3) pravotocivd ortonormdlni bdze v E®, pak e; X e; = +ey pro
kazdou permutaci (i,j, k) z mnoZiny {1,2,3}, pricemZ znaménko (+) se bere pro sudé
permutace a znaménko (—) pro liché permutace.

Vé&ta 4.3.2 Necht (i, ], k) je pravotocivd ortonormdini bdze v E3.
Nechta=«ai+Bj+~vk, b=ci+(j+nk. Potom

7
axXb=|«
€

PO
S 2 T

Poznamka 12 Je to formdlni determinant. Jeho prvky jsou ¢isla a vektory. Formdlné

na néj aplikujeme Sarrusovo pravidlo a ziskdme spravnou hodnotu, kterd nebude cislem,
ale bude vektorem.

Véta 4.3.3 Zakladni vlastnosti vektorového soucinu.
1.axb=—(bxa).
2.ax(b+c)=(axb)+(axc).

3. ax(fb)=(Ba)xb=p(axD).
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4. a,b jsou linedrné zavislé prave tehdy kdyZ a x b= O.
Duikaz: Plyne ptimo z definice 66 a véty 4.3.2 a zakladnich vlastnosti determinantu. [J
Definice 67 Smiseny soucin vektori a,b,c € E* je [a,b,c] = a e (b X c).

Vé&ta 4.3.4 Necht a,b,c jsou linedrné nezdvislé vektory z E3. Potom =+[a,b,c| je objem
rovnobéznosténu s hranami a, b, c. Znaménko (+) bereme pii kladné orientaci usporddané
trojice a, b, ¢ a znaménko (—) pri zdporné.

V =a,b, (]

Obr. ¢. 2

Véta 4.3.5 Necht a = (a1, az,a3), b = (01, B2, B3), ¢ = (71,72, 73). Potom plati

a1 Qg O3

[6%570]: Bi B2 B3
Y1 Y2 8
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Véta 4.3.6 Zdkladni vlastnosti smiseného soucinu:
1. [a,b,c] = [b,c,a] = [c,a,b] = —[c,b,a] = —[b,a,c] = —[a,c,].
2. loa,b,c] =a,0b,c] =a,b,0c] = pla,b,cl.
3. [a+0b,e,d) = [a,c,d] + [b,c,d].

4. Vektory a,b, ¢ jsou linedrné zdvislé pravé tehdy, kdyz [a,b,c] = 0.



Kapitola 5

Analyticka geometrie linearnich a
kvadratickych atvarua

5.1 Linearni atvary v E°.
Primka

X = A + tu je vektorova rovnice primky p.

r = a;+tuy
Yy = a9 +tuy p je parametrickd rovnice primky.
z = ag+tug

Vyloucenim parametru ¢ dostaneme dvé rovnice
a1 x + bly +ciz+ d1 =
s +boy +coz+dy = 0

Jde o rovnice dvou rtznych rovin, jejichz prisecikem je piimka p.

vSeobecné rovnice primky:.

Piiklad 47 Dokazte, Ze se bude opravdu jednat vidy o rizné roviny.

Reseni: Vektor u je smérovym vektorem piimky p pravé tehdy, kdyZ jeho soufadnice
ar+biy+ciz = 0

a2 +boy +coz = 0
vektoru u pfimky p a norméalového vektoru n; = (a;, b;, ¢;), i = 1,2, roviny)

(z,y,2) vyhovuji soustavé { (jde o skalarni souéin smérového

Rovina

X = A+ tu+ sv je vektorova rovnice roviny p.

T = a;+tu + sv;
Yy = ag+tus+ sve p je parametrickd rovnice roviny.
z = as-+tus+ svs

Vylouéenim parametrii ¢, s dostaneme rovnici

ar +by +cz+d=0,

t.j. obecnou rovnici roviny o.
Kazdy vektor w # O je smérovym vektorem roviny ¢ pokud jeho soutadnice (wq,ws, w3)

66
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vyhovuji rovnici aw; + bws + cws = 0.
Vsechny nenulové nasobky vektoru n = (a, b, ¢) jsou normalové vektory.
Obecnou rovnici roviny dostaneme fesenim determinantu
r—a; Y—az <2 —as
(VA1 U9 Uus =0.
U1 (%) V3

Polorovina, polopfimka, tisecka

Necht A, B € E3, A # B. Vektorova rovnice X = A+tu,kdeu=B—Aate<0,+00)
je rovnici polopfimky AB.

Pro t €< 0, —o0) jde o rovnici poloptimky BA.

Prot €< 0,1 > jde o rovnici usecky AB.

Zcela analogicky i pro parametrické rovnice.

Jestlize ve vektorové rovnici roviny polozime ¢ € R, s €< 0, +00) dostaneme vektoro-
vou rovnici poloroviny s hrani¢ni pfimkou p : X = A + tu a vnitinim bodem C' = A + v.

Vzajemna poloha dvou primek

Dvé ptimky v E? jsou bud

riznobézné = maji spolecny pravé jeden bod,
rovnobézné = lezi v jedné roviné a nejsou riznobézné,
mimobézné = nelezi v jedné roviné.

Necht primky p, ¢ jsou zadany rovnicemi

p: X=P+su, ¢:Y=0Q+tv (5.1.1)
nebo
mr+by+cz+d = 0 ax+ iy +mnz+o = 0 (5.1.2)
as® + by +coz+dy = 0 QT + Boy + 722 +02 = 0 o
Vzajemna poloha pfimek p, ¢ potom zalezi na TeSitelnosti soustavy rovnic
P—-—Q=tv—su (5.1.3)
a nebo
amr+by+ciz+d = 0
a2 +boy +coz+dy = 0 (5.1.4)
a4y +mnz+o = 0 o
Qo + Boy + 722 + 02 = 0

Ozna¢me A matici koeficienti soustavy (5.1.3) a A* matici rozsifenou této soustavy.
Ozna¢me B matici koeficientti soustavy (5.1.4) a B* matici rozsifenou této soustavy.
Potom p, q jsou:
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o h(A*) =3
1. mimobézné h(B*) = 4

. . , <= h(A)=h(A*)=2
2. rtiznobézné h(B) = h(B*) = 3
3 rovnob&iné a rizng <= h(A)=1Ah(A*) =2
. rovnobézné a ruzné s h(B) = 2 Ah(B") =3

. h(A) = h(A*) =1

4. totozné h(B) = h(B*) = 2

Uhel ¢ piimek p, ¢ definujeme jako mensi z Ghld které sviraji ptimky p, ¢, pokud jsou
riznobézné a jako nulovy, pokud jsou rovnobézné. Jestlize u, v jsou smérové vektory p, q,

potom
luev|

O ] vl

Vzajemna poloha primky a roviny.
Ptimka a rovina jsou

e riiznobézné = maji pravé jeden spolecny bod.
e rovnobézné

— rizné = nemaji zadny spolec¢ny bod.

— splyvajici = primka lezi v roviné.
Necht pfimka p je ddna rovnici (5.1.1) a necht n je normélovy vektor roviny o. Potom
1. p a g jsou riznobézné <= uen # (.
2. p a p jsou rovnobézné, ruzné, t.j. p Z 0 <= uen=0AN A& p.
3. p a g jsou rovnobézné, splyvajici, t.j. pC o <= uen=0AA € p.

Ptimka p je kolméa na rovinu p, jestlize je smérovy vektor primky nenulovym nasobkem
normalového vektoru roviny. Uhel p¥imky p a roviny p je definovim jako thel smérového
vektoru pifmky u a jeho ortogonalniho primétu ' do roviny o. Pokud je p L o je ¢ = 7.
Uhel pocitame podle vzorce

[ueu|

O ) |

Vzajemna poloha dvou rovin

Dvé roviny jsou

e riiznobézné = maji spolec¢nou piimku.



Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné 69

e rovnobézné, rizné = nemaji spolecny bod.
e rovnobézné, splyvajici.
Necht

0: amr+by+cz+d =0 (5.1.5)
0: ax+byy+cz+dy=0 o

Necht A a A* jsou matice koeficienti a matice rozsifena soustavy (5.1.5). Potom ¢ a o
jsou

1. rtznobéiné <= h(A) = h(A*) =2

2. rovnobézné, rizné <= h(A) = 1 A h(A*) =2

3. totozné <= h(A) = h(A*) =1

Uhel dvou rovin mtizeme uréit jako tihel jejich normalovych vektorti.

COSs :7|n1.n2|
i [0y

5.2 Analyticka geometrie linearnich utvar.
Vzdalenost bodu od primky
Méjme piimku p = (A, B) a bod C, potom

 [AB x AC|
-~ |AB|
Pricka mimobézek

Necht pfimka p je urdena bodem A a smérovam vektorem a, piimka ¢ je je urcena
bodem B a smérovam vektorem b. Oznac¢me AB = ¢, potom

|[a, b, ]|
g = 12l
la x b

Rovnice roviny prochazejici body A, B,C

Necht A = (x1,y1,21), B = (22,92, 22), C = (3,y3, 23), potom rovnice roviny proché-
zejici témito body je formalni determinant

r y z 1
vy o2 1) 0
To Yo 2 1
T3 Yz z3 1
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5.3 Kanonické tvary kuzelosecek.

Definice 68 MnoZinu bodi z E* o soutadnicich (z,vy) nazveme kuZeloseckou, jestlie vy-
hovuji rovnici

apx? + a22y2 + 2a127y + 2017 + 2a2y + ag = 0,

kde a1, ass, aia, ar, as, ay € R. Kvadratickou édsti rovnice kuZelosecky je anax? + agy? +
+2a12xy, linedrnt casti rovnice je 2a1x + 2a2y. Matice

11 Q2 a1
A= Q12 Ag22 QG2
aq Ao Qg

je matici kuZelosecky.

Kanonické tvary kozelosecek
2 2
imaginarni elipsa il ¥y _ 4
a’>  b?
‘ 22
elipsa = + %= 1
2
hyperbola pria 1
parabola y? — 2pr =0
2 P
bod LY
a®>  b?
. o 2y
dvé rtiznobézné primky IR SR—|
a’>  b?
0 2 +a*>=0
dvé rovnobézné primky > —a*=0
dvé splyvajici primky =0

5.4 Kanonické tvary kvadrik.

Definice 69 MnoZinu bodi z E* o soutadnicich (x,vy, z) nazveme kvadrikou, nebo kvad-
ratickou plochou, jestliZze vyhovuji rovnici

apx® + a22y2 + ag3z? + 2a107Yy + 2a1372 + 2a23y2 + 2017 + 202y + 2a32 + ag = 0,

kde a1, ase, ass, @12, a13, o3, a1, Az, as, ay € R. Kvadratickou ¢dsti rovnice kvadriky je a1 22+
a2y? + az32% + 2a197y + 201372 + 2a93yz, linedrni ¢dsti rovnice je 2a1x + 2asy + 2a32.
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Matice

a1;p a2 aiz ai
A= Q12 G2z A23 Q32
a3 Qo3 azz as
ap az az Qg

je matict kvadriky.

Kanonické tvary kvadrik

22 2 22

imaginarni elipsoid o + 5] + 2 +1=0
o 22 2 22

elipsoid —+=5+—=-1=0

jednodilny hyperboloid —+=5-—=-1=0

22 2 2
dvoudilny hyperboloid o + 2 a2 +1=0
2 2
elipticky paraboloid a2 + I 2z =
2 2

hyperbolicky paraboloid
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imaginarni kuzelova plocha 2 e 2

elipticka kuzelova plocha

2 2
Yy
imaginarni valcova plocha a2 + b2 +1=0
2 2
-y
elipticka valcova plocha a2 + 2 1=0
22
hyperbolicka valcova plocha 2 1=0
72
parabolicka valcova plocha a2 2py =
22 P
dvé imaginarni raznobézné roviny a2 + T 0
2 2
o ® v,
dvé riznobézné roviny a2 b2
?+a®>=0

dvé imagindrni rovnobézné roviny

dvé rovnobézné roviny

dveé splyvajici roviny

5.5 Kuzelosecky a kvadriky — zakladni vlastnosti

Definice 70 Kwvadratickd plocha s matici A se nazgvd requldrni, jestlize |A| # 0.
Kvadratickd plocha se nazgvd singuldrni, jestlize |A| = 0.

Véta 5.5.1 Reguldrni kvadratické plochy jsou: elipsoid, hyperboloid, paraboloid.

Definice 71 Kwvadratickd plocha se nazyvd stredovd, jestlize md jedinny stred soumérnosti
(nazgvd se stred kvadratické plochy).
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Véta 5.5.2 Bod S = (s1, 89, 3) je stredem kvadratické plochy s matici A pravé tehdy,
kdyz usporadand trojice (s1, S, $3) je jedinym feSenim soustavy

anr + apy + azz + a = 0
12T + axpy + axz + ay = 0
ai3r + azsy + asz + az = 0

Véta 5.5.3 Kazda kuzelosecka ¢i kvadrika se dda vhodnou transformaci prevést na kano-
nicky tvar.

Priklad 48 Urcete kanonickou rovnici kuZelosecky
2?2+ +doy +22+1=0.

Reseni: Pouzijeme Lagrangeovu metodu doplnéni na ctverec. Vezmeme si viechny ¢leny
obsahugici x a doplnime je na uplny ctverec. Potom provedeme totéZ pro cleny obsahugici
Y.

2+ Aoy +22+1 =0,

(2% + day + 22) +y* + 1 =0,
(z+2y+1)2 -4y —dy — 1]+ > +1=0,
(z+2y+1)° = 3y* — 4y = 0,

4
(w+2y+1)2—3(y2+§y) =0,

2\* 4
(x+2y+1)2—3(y+§) +3=0,

2
r4+2y+1)2 3(y+32
3 3
Oznacéme )
§=(z+2y+1) nz(y+§)
Potom
S
Tt =1
3 3

Dostali jsme rovnici hyperboly.



Kapitola 6

Diferencialni pocet funkci jedné
promeénné

6.1 ¢ - okoli

Definice 72 ¢ - okolim bodu a € R nazgvdme otevieny interval (a —e,a+¢), kde € > 0.

Oznaceni: O(a),O(a,¢),U(a),U(a,¢).
Pravé okoli: [a,a + ¢).
Levé okoli: (a — ¢, al.

6.2 Limita funkce

Definice 73 Cislo b se nazyvd (vlastni) limita funkce f v bodé a, jestlize funkce je de-
finovdana v okoli tohoto bodu a jestlize pro Ve3d > 0 (v zdvislosti na €) takovd, Ze
Va:|lx—al <6, #am8me|f(x)—b| <e.

Tento fakt symobolicky zapisujeme nasledujicim zptisobem:

lim f(x) = b nebo f(z) — b (x — a).

r—a

Ptiklad 49 Necht f(z) = 2®. UkdZeme, Ze lim 3 = 8. Vime, Ze |2° — 8| = |2® + 2z +
4| - |z — 2|. Podivejme se, co se déje, kdyz se x blizi 2 v jistém okoli bodu 2, napt. v okoli
s polomérem 1, tj.

2-1<2<24+1 = 1<z<3.

Pro libovolnou hodnotu x v tomto okoli plati
7 < |2* 4 2z + 4| < 19,

a tedy
|z® — 8] < 19]x — 2.
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Necht e je libovolné pevné zvolené (mal€) kladné ¢islo. Z predchozi nerovnosti plyne, Ze
3 - €
-8l <eif |z—2] < —==0.
2 =8l <eif -2 < =
(e/19 musi byt mensi nez polomeér okoli, tj. 1.)

Geometricky splnéni nerovnosti |f(x) — b| < e pfi splnéni nervnosti |z — a| < 0 zna-
mena, ze jestlize sestrojime na ose Oy okoli bodu b s libovolné malym polomérem e, pak
1ze ur¢it polomér 0 pro takové okoli bodu a na ose Oz, Ze hodnoty argumentu z (s vyjim-
kou = = a) budou patfit do 2d-okoli bodu @ a hodnoty funkce padnou do 2¢ okoli bodu b.

Priklad 50 Definujme funkci

1o, o #1,
o ={ ¢ 7%
UkdzZeme, Ze
) 1
fim y(z) = 5

Musime dokdzat, Ze

1 1
Ve>030>0Ve:|z—1| <, z#1= §$—§‘<8.
Z posledni nerovnosti plyne, Ze
1 1 1
o= Zlr—1
’2‘7” 2’ ple 1
‘ 1

Piiklad 51 Dokazte, Ze limita

lim sin — 4.
z—0 X

Dikaz. Necht limita je rovna ¢islu b, tj.

lim sin — = b.
z—0 X
Vybereme posloupnost {x,} = % Zrejmé lim z,, =0 a
n—od
o1 ..
lim sin — = lim sinnm = 0.
n—oo xn n—0o0

1 ZV . v 1.
. Zrejmé lim z, =0 a
g+2nm J n—oo

Tedy b = 0. Vybereme jinou posloupnost {x,} =
o1 .. (T

lim sin — = lim sin (— + 2n7r> =1
n—oo Tn n—oo 2

Tedy b = 1. Dosli jsme ke sporu, protoze jestliZe limita existuje, pak hodnota b musi byt
urcena jednoznacné. (Nakreslete graf funkce y = sin i)
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Priklad 52 FExistuje lin%) xsin % ?
Priklad 53 Uvazujme funkci
2?4

flo) ==

Najdeme liné f(z). Pro libovolné x # 2 mdme f(x) = x + 2, a protoZe definice limity pro

xr — 2 nezahrnuje hodnotu funkce f v bodée x = 2, dostavame

ZL‘Z—

lim

4

6.3 Pravostranna a levostranna limita funkce. Limita
zprava a zleva

Definice 74 Pravostrannd limita:

lim f(z) = lim f(z).

o—at z—a,2€(a,+00)NDy
Cislo b je pravostrannou limitou, jestlize

Ve >0, 3§ >0Vz € (a,a+9):|f(z) b <e.
Levostrannd limita:

lim f(x)= lim f(z).

T—a~ z—a,x€(—00,a)NDy

Cislo b je levostrannou limitou, jestlize
Ve >0, 36§ >0Vx € (a—d,a):|f(z) —b| <e.

Piiklad 54 Najdéte jednostranné limity pro x — 1, jestlize

0, z<1,
flx)=4¢ 1, z=1,
2, ©>1.
Resenf: lim f(z) =0, lim, f(z) =2.
T—1~" z—1
Véta 6.3.1

lim f(x) =0, (a# )

Tr—a

—
lim f(z)= lim f(x)=2».

z—at T—a~
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6.4 Nevlastni limita funkce

Definice 75 Funkce f md v bodé x = a nevlastni limitu (tj. limita je rovna +00 nebo
—00), jestlize

VM >036Ve: |z —a|l|<dx#a : flx)>M (or f(zx)<—M).

Piseme:
lim f(z) = 400, lim f(z) = —oc.

r—a r—a

6.5 Dalsi pripady limit

Nasledujici limity mohou byt definovany analogicky k pfedchozim definicim vlastnich a
nevlastnich limit (viz podkapitoly 6.2 a 6.4):

lim+ f(z) = +o0, lim+ f(z) = —o0,
lim f(x) = +oo0, lim f(r) = —oo0,
li = li = —

m_1)1J1rrloof(x) +00, w_l}al_loof(l') 00,
lim f(x) =400, lim f(z) = —o0,

lim f(z) =", lim f(x)=".

r——00 T—+00
6.6 Nékteré véty o limitach
Véta 6.6.1 Jestlize lim fi(z) = b a lim fo(z) = ¢, pak

i{r}l[fl(x) + falz)] = b+,

lim fi(2) fole) = b c.

filz) b

2R e
jestlize ¢ # 0 a fo(x) # 0 (v jistém okoli (a — 0,a + 9) \ {a}).
Véta 6.6.2 Jestlize lim fi(x) = by a lim fo(z) = by a jestlize existuje okoli U(a) takové,
Ze v neém o o
filz) < fao(z)  (nebo fi(z) < fax))
pro x € U(a),z # a pak by < bs.
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Priklad 55 Jestlize fi(x) = 1+ 22, fo(z) = 1+ |z|,z € U(0, %) = fi(z) < fo(2) a
bl S bg, t_] bl = hH(l) fl(l') = = hr% fg(l’) = bg.

Véta 6.6.3 Jestlize lim fi(x) = by, lim fo(x) = by a by < by pak 3 U(a,d) \ {a} takove,
Ze fi(x) < fo(x) Vo e U(a,d)\ {a}.

Priklad 56 Jestlize fi(z) = 2%, folz) = 1+ 2%,a = 0, pak by = 0 < by = 1 and
2 <1+2% Vx e U(0,1)\ {0}

Véta 6.6.4 Jestlize lim fi(z) = lim fo(x) = b a jestlize

filz) < plx) < falz)

pro x € U(a), x # a, pak
lim p(z) = b.

6.7 Limita sloZené funkce
Pojem slozené funkce (nebo také funkce jiné funkce):

y=f(2), z=p(x) = y= flo(@)];

f nazyvame vnéjsi funkei, ¢ pak vnéjsi funkei.

Priklad 57 f(z) = 1+cosz, ¢(z) = (z—1)2, flp(z)] = 1+cos(z—1)2, p[f(z)] = cos? z.

Véta 6.7.1 Jestlize lim f(x) = b, lirr%) o(x) =c a3U(a,€) takové, Ze

f(z) #b for ve€U(a,e),z#a (6.7.1)
pak
lim p[f(z)] = ¢

Priklad 58 Jestlize f(z) =22, p(x) =2, a=2 pakb=4,c=1 a
. 1 o1
i elf(@)] = 5 (— Jimg —> -

Podminka (6.7.1) je nutnd!
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Priklad 59

=15 270 fr =14 275
Necht a = 0. Pak lii%f(x) =2, li_)n% o(x) =1, ale li_%(p[f(x)] =0#1a
dran={ & 270

6.8 Neékteré znamé limity
(i) )
lim (1+1) — ¢ = 2,71828,
X

r—=Fo00

(i)

(iii)

r—1
lima =lna, acRT,
z—0 x
(vi)
In(1
lim 2L+ 2)
z—0 x

(Tuto limitu lze ziskat z pfedchozi limity substituci a® — 1 = z)

(vii)
g L H2)* —1

=qa, aeR
x—0 x

6.9 Spojitost funkce
Definice 76 Funkce f se nazyvd spojitd v bodé a, jestlize je definovana v okoli U(a,€) a

lim f(z) = f(a).

r—a

(Ve>030>0Ve:|z—al <4 |f(x)— fla)] <e)
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Definice 77 Funkce [ se nazgvd zprava (zleva) spojitd v bod€ a, jestlize
i )= @), ( m f0) = ).

Poznamka. Zkracené zapisujeme:

f(a®) = lim f(z), f(a")= lim f(z).

z—at T—a~

Poznamka.Zkraceny zapis © — a™ je ekvivalentni zapisu x — a, r > a a zkrdceny zapis
x — a~ je ekvivalentni zapisu r — a, z < a.

Zavedme pojem piiristek funkce.

Definice 78 Rozdil
Af(x) = flz+ Ax) — f(z)

se nazyvd prirustek funkce f v bodé x prislusny prirustku Ax nezdvisle proménné x.
Zkracené zapisujeme: Af = Af(z); Ay = Ay(z), (y = f(z)), Ay(x) = Af(x).

Poznamka. Prirtstek Ax nezévisle proménné x nezavisi na x. Necht naptiklad x = 2o =
LLz=x2;=10,x=a=-9, Az =0,1. Pak 20 + Ax =1,1; ;1 + Az = 10,1; a + Az =
-8, 9.

Poznéamka. Definice funkce spojité v bodé a mizeme zapsat nasledujicim zpiisobem:

lim Af(a) = f(a).

Az—0

Definice 79 Funkce f se nazyvd spojitd na otevieném intervalu (a,b), jestliZe je spojitd
v kazdém jeho bodé ¢ € (a,b).

Definice 80 Funkce [ se nazyjvd spojita na otevieném intervalu [a,b], jestliZe je spojitd
na otevieném intervalu (a,b) a navic je v bodé a spojitd zprava a v bodé b zleva.

Ukol. Napiste analogicky definici spojitosti funkce na intervalech (a,b] a [a, b).

Ukol. Je funkce
() = -z, <0,
yur) = 1, >0

spojita (nespojita) zprava (zleva) v bodé z = 07?
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6.10 Neékteré vlastnosti spojitych funkci

Véta 6.10.1 Jsou-li funkce f(x) a @(x) spojité v bodé a, pak jejich soucet (nebo rozdil)
f(z) £ o(x), soucin f(x) - p(x) a podil % ( v pripade, Ze p(a) # 0) jsou také spojité
v bodé a.

Véta 6.10.2 Je-li funkce p(z) spojitd v bodé a a funkce f(y) v bodé b = p(a), pak slozené
funkce F(x) = flp(x)] je spojitd v bodé a.

Véta 6.10.3 Je-li funkce f(x) spojitda v bodé a, pak existuje okoli U(a), v némz je f(x)
omezend.

Priklad 60 Konstatni funkce f(x) = C je definovdna a je spojitd pro libovolnou hodnotu
x, protoZe jeji prirustek odpovidajici libovolnému prirustku Ax argumentu je AC' = C' —
C' =0, a tedy podminka AC — 0 (pro Az — 0) je automaticky splnéna.

Priklad 61 Funkce f(z) = 2™, n € N je definovdna pro vSechny body redlné osy a je
v nich spojitd. Skutecné, funkce y = x je spojitd pro libovolné x, nebot
Aim Af(w) = lim (@ + Az) —a] = lim Az =0.

3 n

=22z, 2" =a"

Tedy funkce 22 =z -z, x 1.2 jsou také spojité.
Piiklad 62 Polynom
P(x) = anz" + ap 12" 4+ a1z + ag

(kde a; € R, =0,...,n) je spojitd funkce pro libovolné x € R. Raciondlni lomend funkce

P(z)  apa" 4 apq@™ 4 4 a1z 4 ag
Q(x)  bpa™ + by ™o+ by + by

fx) =

(kdea; e R,;i=0,...,n,b; € R,j=0,...,m) je spojitd pro vSechny hodnoty x € R, pro
néz Q(x) # 0.

6.11 Odstranitelna nespojitost

Definice 81 Je-li f nespojita v bodé v = a a pokud soucasné existuje konecnd limita
lim f(x), rikame, Ze tento bod je bodem odstranitelné nespojitosti funkce.
r—a

Tento pojem mé vyznam, nebot v tomto pripadé mize byt funkce f redefinovana v bodé
a (za predpokladu, Ze je definovana va) a nebo dodefinovana v bodé a (jestlize ptivodné
nebyla v bodé a definovana) tak, Ze polozime

f(a) = lim f(x),

r—a

takze (téméf definovand!) funkce f je v tomto bodé spojita.
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Priklad 63 Funkce -
— J;;__l y T 7& 1,
/(@) { 3, x=1
neni spojitd v bodé x = 1. Tato nespojitost je odstranitelnd, nebot poloZime-li f(1) = 2,

(novd) funkce f bude spojitda vz = 1.

Priklad 64 Funkce y = sin% je omezend a md neodstranitelny bod nespojitosti x = 0.

Piiklad 65 Funkce y = (signz)? kde

1, >0,
signr = 0, =0,
-1, <0

ma odstranitelny bod nespojitosti x = 0.

6.12 Klasifikace nespojitosti

Definice 82 Existuji-li pro funkci f v (konecném) bodé a (koneénd) cisla f(a™), f(a™)
a ma-li funkce v a presto bod nespojitosti, Tikdme, Ze tato funkce md bod nespojitosti

prontho druhu v bodeé a.

Priklad 66 Funkce

3, €r = 1, 27
filz) =< 2, z>1, fo(z) =

1, T < 1, 17
O h na={
OE o) = {

maji v bodé x =1 bod nespojitosti pruniho druhu.

r>1,

r <1,
r=1,
% <1,
x>1,
r<l1

Definice 83 Cislo § = 6(a) = f(a™) — f(a™) se nazyvd skok nespojitosti. (Bod x = a se

pak nazgvd bodem skokové nespojitosti.)

Poznamka. Je-li z = a bodem odstranitelné nespojitosti, pak §(a) = 0.

Definice 84 Je-li funkce f definovdna v okoli bodu a (popFipadé s vijimkou bodu a sa-
motného) a ma-li v bodé a bod nespojitosti, ktery nepatii do tridy nespojitosti proniho
druhu, Tikame, Ze funkce md v a bod nespojitosti druhého druhu.

Piiklad 67 Funkce y = sin %

ma v bodé x = 0 nespojitost druhého druhu.

ma v bodée x = 0 nespojitost druhého druhu. Funkce y = =

1
T
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6.13 Funkce spojité na uzavieném intervalu
Véta 6.13.1 Je-li funkce f spojitd na uzavieném intervalu [a,b], je na ném omezend.

Zkracené zapisujeme skutecnost, ze funkce f je spojitd na [a,b] takto: f € Cla,b] nebo
f € C nala,b.

Véta 6.13.2 (Weierstrass) Funkce f € C na [a,b] nabjvd v néjakyjch bodech intervalu
[a,b] svého mazima a minima, tj. existuji body o a B patrici do [a,b] takové, Ze

min = f(«a), max = f(5).

x€[a,b] z€la,b]
Tedy f(a) < f(z) < f(B) pro vSechna x € [a,b].

Pozndmka. Napi. funkce y = z je spojitd na otevieném intervalu (0,1) a je na ném
omezena; avSak na tomto intervalu nedosahuje svého supréma sup x = 1, tj. neexistuje
z€(0,1)

zo € (0,1) takové, ze by funkéni hodnota v tomto bodé byla rovna 1. Vidime, ze funkce
je rovna 1 pro x = 1. Vidime, Ze pozadavek spojitosit funkce na uzavieném intervalu |a, b|
(zahrnujicim oba krajni body a a b) je zasadni.

Ziejmé Slil(i)) arctgr = 7. Neexistuje vSak bod x na polopfimce x > 0, v némz by funkce

Tz

arctgr nabyvala hodnoty 7; tedy pro x > 0 nedosahuje svého maxima. Podminky vyse
uvedené véty jsou i v tomto pripadé poruseny, protoze defini¢ni obor spojité funkce arctgz

neni omezeny.

Véta 6.13.3 Je-li f € C na [a,b] a f(a)- f(b) < 0, pak ezistuje na otevieném intervalu
(a,b) alespori jeden bod c, pro néjz f(c) = 0.

Disledek. Funkce f € C na [a, b] nabyva na tomto intervalu v8ech hodnot mezi hodnotami
v koncovych bodech.

Dusledek. Kazdé polynomidlni rovnice P,(z) = 0 lichého stupné n, a, # 0 ma nejméné
jedno feSeni.

Piiklad 68 Rovnice cosx — x = 0 ma koten leZici na intervalu (0,7), protoze f(0) >
0, f(m) <0 kde f(x) =cosx —x a f(z) je spojitd funkce.

6.14 Tecna ke krivce

Necht I' je graf spojité funkce y = f(x). Vybereme na funkci I" bod A s soufadnici zy a
jiny bod C' se soufadnici zq + Az, (Az # 0). Seéna S prochézejici bodem A a C' svird
s kladnou poloosou x tthel . Tangens thlu § vyjadiime vzorcem

Ay f(mo + Ax) — f(x0)
tgﬁ_ﬂ— Ax ’
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Necht Az se blizi nule; pak pro spojitou funkci f se hodnota Ay také bude blizit nule a
bod C se bude pohybovat podél I' a bude se priblizovat k bodu A. Jestlize se v tomto
limitnim procesu ukaze, ze pomér % se blizi jedné a ze pro né€jakou konecnou limitu
(¢islo) k libovolné takové, pro néz Az se blizi k nule plati0

Ay

— (Azx — 0),

Ax

pak tihel 3 se bude také blizit k jistému thlu «. Spolu se zménou 3 bude se¢na S rotovat
kolem A a bude se v limité pfiblizovat k pfimce T" prochézejici bodem A a svirajici tihel
a s kladnou poloosou z. To znamena, ze T je te¢nou k funkci I' v bodé A a

Ay
Al Ay~ alty Bl T =R

Tak jsme dokazali, ze jestlize se pomér ﬁ—g blizi kone¢né limité pro Ax — 0, kiivka ' ma
v bodé A tecnu, jejiz smérnice je rovna této limité.
Rovnici te¢ny lze zapsat takto: y — yo = k(x — x¢), kde

E— Lim f(zo + Az) — f(x0) '
Az—0 Az

6.15 Derivace

Definice 85 Derivace f'(xq) funkce f v bodé xq je definovana jako vlastni limita
f(zo + Az) — f(x0)

/ = 1
J'(io) Arso Ax
L df (x
(me 2apis: % 2—0 ’ % =0 )

Posledni limita mtze byt prepsana takto:

Piiklad 69 Pro n € N mdme (2") = na"'. Opravdu, podle Newtonovy binomické véty

(z") = lim Ay _ lim (v+ Az)" —w

Az—0 AT Az—0 Ax
. E L n n n—1 n n—2 2
= Am Ay [‘T +(1)x Ax*(z)x (Az)" -+

Véta 6.15.1 Jestlize ma funkce f v bodé xq derivaci f', je v tomto bodé spojita.
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6.16 Geometricky a fyzikalni vyznam derivace

Geometricky vyznam — viz Cast 6.14

Fyzikalni vyznam: Okamzita rychlost.

Necht se bod pohybuje po pfimce a nechf funkce s = f(t) vyjadiuje zavislost jeho vzdale-
nosti s od pocateéniho bodu O (brano s odpovidajicim znaménkem) v ¢ase t. V okamziku
t je bod ve vzdélenosti s = f(t) od O. V jiném ¢asovém okamziku ¢ + At je ve vzdalenosti
s+ As = f(t+ At) od O. Jeho primérna rychlost béhem casového intervalu (¢,¢ + At)
je vyjadfena jako

_As  f(t4At) — f(2)

At At '

Okamzité (,skuteéna®) rychlost v bodu v okamziku ¢ mize prirozené byt definovana jako
limita, k niz se v, blizi, kdyz At — 0, tj.

/UG,U

6.17 Tabulka derivaci zakladnich elementarnich funkci

(C) =0, CeR,
(%) = ax"', a € R,
1

)
(a®) =a"Ina, a>0,

(ez)l — 62:’
1
(log, x)" = ,x>0,a>0,
rlna
(lnz)' == 2 >0,
1
1 '=— 0
(nfel) = 2 #0
;. _ 1, >0,
(|x]) = signx = { 1 z<o.
(sinz) =cosx, (cosx) = —sinuz,
—1
(tgr) = —5— , (cotgr)’ = —;
cos? x sin” x
o 1 1
(arcsinz)’ = = lz| <1,  (arccosz) = it lz] <1,
I [ —
(arctgz)’ = el (arccotgr) = 152
(sinhx) = coshx,  (coshz) = sinhz,
1 —1
tghr) = ——— tghr) = —— .
(tehe) (coshz)? ’ (cotghz) (sinhz)?
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6.18 Derivace zprava a zleva

f(x)= lim Ay

Az—0,Ax<0 Azx ’

f@) = tm 2

Ax—0,Az>0 Ax ’

6.19 Neéktera zakladni pravidla pro derivovani

(f(z) £ g(x)) = f'(z) £ g'(x),
(f(z) - g(@)) = f'(2) - g(x) + f(2) - g'(2),

6.20 Derivace slozené funkce

y=[fle@)], o =[le@)] ¢(z)

6.21 Diferencial funkce

Definice 86 Funkce f se nazgvd diferencovatelnd v bodé xq, jestlize jeji priristek Af(xg)
lze vyjadrit jako

Af(xg) = AAx + a(Az)Ax, (6.21.1)

kde A = f'(x¢) =const, Az =z — 1z a Alimooz(Ax) = 0.

Piiklad 70 Funkce y = 22 je diferencovatelnd pro viechna x € R, protoZe
Ay = (v + Ar)® — 2* = 2zAz + (Ax)?
a A =2x,a(Ax) = Ax.

Definice 87 Hlavni — linedrni — c¢dst pririustku (6.21.1) se nazyvd diferencidl funkce f
v bodé = vzhledem k danému priristku Ax a znaci se df (x) = f'(x)Ax (nebo dy =

f(z)dz).
Poznamka. a) dz = Az, b) Af(xg) = f'(zo)Ax, jestlize Ax — 0 a f'(xy) # 0.
Geometricky vyznam diferencidlu. Rovnice te¢ny:

Y —yo = tga - (v —x0) = f'(20)(x — 7o)

jestlize x = xg + Azx. Tedy y = yo + f'(z0) Az = yo + dy(xy).
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Priklad 71 Mame odhadnout mnoZstvi materidalu potrebného k vyrobé krabice ve tvaru
krychle, jestlize vime, Ze jeji vnitind hrany jsou 10 cm dlouhé a Ze tloustka stén je 0,1 cm.

Objem krychle s hranou a je vyjddren funkci V(a) = a®. Objem materidlu potiebného
na stény krychle je priblizné vyjadren priristkem teto funkce:

AV = V(10 +0,1) — V(10) &~ V'(10) - 0,1 = 300 - 0, 1 = 30cm>.

6.22 Derivace inverzni funkce

y=f(zx), v=g), flswl=v, flaw)]-dy =1 =

f(z) = . (6.22.1)

1 1y
Y(x) 141 1+az(y)

o

6.23 Derivace a diferencialy vyssich radua
Derivace vyssich radi:
_ /
f'@)=[f' (@), f"z)=[f"D@)]".
Priiklad 73 ey =1212%ac Ry =ax* ! ¢y = ala— 1)2*2,...,.y™ = ala —
D...(a—n+ D2 Ifa € N then y@ = a(a —1)...12° = a! and y©©+V) =
y(a+2) =...=0,
oy =219y =2"In2 ¢y’ =2%(In2)? ...,y = 2°(In2)".

Leibnizova formule. Je-li f(z) = u(z)v(x), pak
FO) — o 4 (T) WD 4 (”) B S W (”) oM
1=0

Diferencidly vyssich radu:
dy = f'(x)dz, d°y = d(dy),...,d"y = d(d"""y).
Necht y = f(z). Vypoctéte d?y : d*y = d(dy) = d(f'(x)dx) = (f'(z)dx) = f"(x)(dz)* +

f'(z)(dz) dx = f"(x)(dx)?, protoze (dz) = (Ax)' = 0 (Ax je povazovano za konstantni
veli¢inu nezéavislou na x). V obecném piipadé

d" f(x) = f"()(dx)".
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6.24 Numerické derivovani

Nejjednodussi vzorce pro numerické derivovani

Predpokladejme, ze v néjakém bodé x ma funkce f derivaci

L fa+An) - f@)

Az—0 Ax

Potom je prirozené polozit

Vyvstava otazka: jaka je chyba (tj. jaky je rozdil mezi ¢leny na pravé a na levé strané) této
priblizné rovnosti? Abychom ziskali kvantitativni odhady této chyby, sam fakt, Ze exis-
tuje f’(x), je nedostatecny. Proto obvykle pfi analyze chyb pfibliznych metod numerické
derivace pozadujeme, aby méla dana funkce derivaci fadu vyssiho nez pocitana derivace.
Necht x; = xo+i-h, i =0,£1,42,... kde h > 0 je krok. Polozme f; = f(z;), f| = f'(x;),
atd. Pfedpokladejme, Ze f € C?([xg, z1],R). Potom existuje bod ¢ takovy, Ze

fo= fio S Loh g f1(€), wo <€ <. (6.24.1)
Je-li f € C3([x_y1, 2], R), pak navic

1= iz h—2~f”’(§) T <Eé<uz (6.24.2)

Y 2l 1- 24.

7Z podminky, ze f € CW[x_1, x1], dostavame
n_ fo1 =20+ N _h_4
0 h2 12
Bod ¢ ve vyse uvedenych vzorcich neni znam.

Vztahy (6.24.1) a (6.24.3) mohou byt dokdzény pfesné. Tyto diikazy vynechévame.
Vztahy (6.24.1) - (6.24.3) se nazyvaji vzorce pro numerické derivovani se zbytkem a vztahy

W), ma<E<a (6.24.3)

, _fi—Jo f1 S v J-1—=2f0+ N1
fO ~ Ta fO 2h ) 0o~ h2
jednoduse vzorce pro numericke derivovani. Chyby téchto vzorct jsou
J1— Jo
o e "
fo | = 2[1;;3>1<]|f ()],
(chyba je prvniho Fadu vzhledem k h (nebo je fadu h));
fl f, "
< N
fom =555 [;nfbfﬂ\f ()],

(fikdme, Ze chyba zde a v nésledujicim vztahu je druhého fadu vzhledem k A (neboli je
fadu h?)),
" f -1 2f 0+ f 1

h2
0 2 < — max \f(4)(x)\.

o [x—1,21]
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6.25 Derivovani s programem MAPLE V

Derivovani pomoci programu MAPLE V se provadi pomoci prikazu "diff".Prvnim ar-
gumentem prikazu "diff" je vyraz, ktery ma byt zderivovan, druhym argumentem je
proménné, vzhledem k niz budeme derivovat.

Priklad 74 Najdéte derivaci funkce
f(z) =sinz - tanz.
pomoci MAPLE V.
Reseni. napisme odovidajici pfikaz v MAPLE:
diff (sin(x)*tan(x),x);
Vysledek vypsany programem MAPLE je tvaru:
cos(x) tan(z) sin(z)(1 + tan(z)?)

Piiklad 75 Najdéte derivaci funkce

pomoct programu MAPLE V.
Reseni. Napisme odpovidajici pitkaz v MAPLE:
diff (x~(x"x),x);

Vysledek vypsany programem MAPLE je tvaru:

e (x (In(z) + 1) + %)

6.26 Taylorovy polynomy

7777jinam?7?

Uvazme nésledujici problém: Jaké podminky zarucuji, ze funkce f(x) muze byt pfi-
blizné zapsana jako polynom? Predpokladejme, Ze f(x) € C™ (kde n je dostatecné vysoké
¢islo) v okoli O (§,). Pokusme se pfiblizné nahradit tuto funkci f(z) polynomem

f(z) = ag + ar(z — 20) + az(z — 20)* + - - + an(z — 20)".
Lehce nahlédneme, Ze (pro x = xg) ag = f(z0). Derivujme tento polynom. Dostavame
f(w) = ay + 2ax(x — 30) + 3az(x — 20)® + -+ + nap (v — 19)" "

a vidime, ze a; = f'(x¢). Analogicky

f"(x) = 2ay + 6az(x — z9) + -+ +n(n — Da,(z — x0)" 2
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a, jako vyse, as = % 1" (xg). Pokrac¢ujeme-li timto zpisobem, dostdvame po nté derivaci

B f(k) (z0)

=T

, k=0,1,2,... n.
Dosazenim téchto vyrazi do ptivodni nerovnosti dostavame

f// (1,0)

f(x) = f(wo) + f(w0)(x — 20) + L 20)*+
Koeficienty .
S ](f(’),kzo,l,z...
se nazyvaji Taylorovy koeficienty a soucty
Ty(z) = Flao) + Fao)x - a0) + T (@ — )2
J" (o) f* (o)

+ (x—20)> + -+ + (x—z0)*, k=0,1,2,...

3! k!

Taylorovy polynomy.

6.27 Taylortv vzorec

77?7jinam??? Napisme
f(z) = To(x) + R(x)
kde T, (x) je Taylortv polynom a R,(x) je zbytek.
Véta 6.27.1 (Lagrangeova véta) Je-li f(x) € OV na O (§,) pak

R@) = gy /€)= o)

pro véechna x € O(8,), kde & je cislo leZici mezi xo a .

6.28 Inverzni trigonometrické funkce a jejich deri-
vace

e y = arcsinx (arkus sinus) je inverzni k funkci y = sin x;
arcsin(sin x) = z,sin(arcsinz) = z,x € Dy = [—1,1].

Derivace funkce y = arcsinx :

Yy = arcsinx = r = siny;
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podle vzorce (6.22.1)

RS B B B
a'(y)  cosy  \/1—sin®y V1—a?'
1
(arcsinz)’ =

V1—x?
e y = arccos x (arkus kosinus) je inverzni k funkci y = cos x; arccos(cos x) = z, cos(arccos x) =

z,x € Dy =[-1,1].
—1

V1 — 22

e y = arctg x (arkus tangens) je inverzni k funkci y = tg x; arctg(tg x) = z, tg(arctg x) =
z,x € Dy = (—00,400),

(arccosz)" =

YRR N N S B
T R b A
(arctgx) = a2

e y = arccotgx (arkus kotangens) je inverzni k funkci y = cotg x; arccotg(cotg z) =
x, cotg(arccotg x) = x,x € Dy = (—00,4+00).

, 1

t - =
(arccotg x) 2

6.29 Derivace hyperbolickych funkci

e (sinhx) = coshzx

e (coshz) =sinhz

(
(
(
(

! 1
* tgh I) ~ cosh?z
e (cotghz) = Sh;llgm

6.30 Derivace inverznich hyperbolickych funkci

e y = (argsinhz) = \/117 , v €R,
e y = (argcoshz) = \/% , x> 1,
o y=(argtghz) = = , [z| <1,

e y = (argeotghz) = = | |z > 1

Dokazme prvni vzorec: y = argsinhx = x = sinhy,
1 1 1

1
/
y €Tr) = = = = .
(@) 2'(y)  coshy  \/1+4sinh®y V1+2?
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6.31 Klasifikace funkci

1. Zakladni elementarni funkce

Definice 88 T7ida zdkladnich elementdrnich funkci zahrnuje nasledujici funkce:

(a) mocninnd funkce y = z®, r € R,a € N;

(b) exponencidlni funkce y = a*, a > 0,a # 1; logaritmickd funkce y = log, x, a >
0,a>1;

(c) trigonometrické funkce (sin z, cos x, tg x, cotg x) a inverzni trigonometrické funkce
(arcsin z, arccos x, arctg z, arccotg ).

2. Elementarni funkce

Definice 89 Funkce, které vzniknou ze zdkladnich elementdrnich funkci a konstant
pomoct konecného poctu aritmetickych operact a skladani funkci se nazyvaji elemen-
tarni funkce.

Napr.

. 1+ coszx
y = arcsin |/ ———
1—e®

je elementarni funkce.
3. Algebraické funkce
Definice 90 Algebraickd funkce je funkce y = y(x) dand algebraickou rovnici
Po(2)y" + Pooa(2)y" ™' + -+ + Pi(2)y + Po(z) = 0,
kde P;(z), 7 =1,2,...,n jsou polynomy.

Specialni pripady:
Y=a,2" + ap12" "+ 4 a1z + ag

(pro Pi(z) = —1, P;(z) = 0,j > 1) nebo

(pro P;(z) = 0,7 > 1).

4. Transcendentni funkce

Definice 91 KaZdd funkce, kterd nepatri do tridy algebraickych funkci, se nazyvd
transcendentni.
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6.32 Neékteré véty o diferencovatelnych funkcich

Véta 6.32.1 (Fermatova véta) Jestlize

a) f(x) € C na [a,b],

b) v bodé £ nabjvd f(x) své nejuyssi (nebo nejnizsi) hodnoty
c) 3f'(§)

pak f'(§) = 0.

Véta 6.32.2 (Rolleova véta) Jestlize
a) f(z) € C na la,b],

b) f(z) € C* na (a,b),

o) f(a) = F(b)

pak 3¢ € (a,b) takové, Ze f'(§) = 0.

Véta 6.32.3 (Lagrangeova véta) Jestlize

a) f(x) € C na [a,b],

b) f(z) € C* na (a,b)

pak 3¢ € (a,b) takové, Ze

f(b) = f(a)

F1e) = ==

Geometricky vyznam.
Jiny tvar Lagrangeovy véty:

f() = fa) = f(E)(b—a) .

Piirastek funkce f(x) na intervalu [a,b] z&visi na hodnoté derivace a pfirtistku nezavisle

proménné.

Véta 6.32.4 (Cauchyova véta) Jestlize
@) f(2), ¢(z) € C na [a,1],

b) f(x),¢(z) € C* na (a,b),

c) ¢'(z) # 0 na (a,b),

pak existuje ¢islo & € (a,b) takové, Ze

Véta 6.32.5 (L’Hospitalovo pravidlo) Je-li
lim f(z)= lim ¢(z)=0(c0),

x—xo (00) x—x0 (00)

a existuje-li limita

f'(x)

lim ,
x—xo (00) (p/ (l’)

pak
f(z)

/
lim ——< = Ilim f/(x)
x—x0 (00) QO(],') z—x0 (00) P (l‘)
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Priklad 76

. sinz . COSZX
lim = lim =1;
z—0 X z—0 1
1
Inz =
Iim — = lim £ =0
rT—00 U T—00 1

6.33 Testovani monotdonnosti funkce

Véta 6.33.1 (Nutné podminky monoténnosti funkce) Jestlize 3 f'(x) na (a,b) a
1) f(z) roste na (a,b) = f'(x) >0 na (a,b),
2) f(x) klesd na (a,b) = f'(z) <0 na (a,b),
3) f(x) je rovno konstanté na (a,b) = f'(x) =0 na (a,b).

Véta 6.33.2 (Dostateéné podminky pro monoténnost) Jestlize f(x) € C na [a, ],
f'(z) € C' na (a,b) a

1) f'(x) >0 na (a,b) = f(x) roste na [a, b,
2) f'(z) <0 na(a,b) = f(x) klesd na [a,b],
na (

3) f(z) = a,b) = f(z) =k na [a,b)].

6.34 Extrémy funkci

Definice 92 Bod x¢ se nazjvd lokdlni mazimum (lokdlni minimum) funkce f(x) jestlize

f(@o) =2 f(x), x € O) (f(x0) < f(x), v € O()).

Definice 93 Body, v nichZ funkce nabyva svého mazima nebo minima se souhrnné ozna-
cugi jako body extrému. Hodnota funkce v téchto bodech se nazyvad extrém.

Véta 6.34.1 (Nutnd podminka pro existenci extrému) Jestlize funkce f(z) md ex-
trém v bod€ xq, jeho derivace v tomto bodé (pokud 3 f'(xg)) je rovna nule nebo neexistuje.

6.35 Nutné podminky pro extrémy
Véta 6.35.1

A) Je-li f'(z) kladnd pro x < xy a zdpornd pro x > xy, bod xy je bodem lokdlniho
mazima. Je-li f'(x) zdapornd pro x < xo a kladnd pro x > xy, bod xo je bodem
lokdlniho minima.

B) Je-li f'(x9) =0 a

o f"(x9) >0, bod xq je bodem lokdlniho minima,
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o f"(x9) <0, bod xq je bodem lokdlniho mazima.

C) Je-li f'(wo) = f"(z0) = ... f™ V() =0, n je sudé a f™(x) >0 (<0), bod x je
bodem lokdlniho minima (mazxima).

6.36 Konvexnost a konkavnost kiivky. Inflexni body.

Definice 94 Rikdme, Ze oblouk kvivky je konvexns, jestlize leZi celyj na jedné strané tecny
vedené kterymkoli bodem oblouku.

Rozlisujeme dva druhy konvexnich oblouki: konvexni nahoru (konkavni dolt), konvexni
dolt (konkavni nahoru, konvexni).

Definice 95 Bod krivky, ktery oddeluje jeji konvexni oblouk od konkdvniho se nazyvd
inflexni bod.

Véta 6.36.1 Je-li f"(x) < 0, pak oblouk y = f(x) je konkdvni; je-li f"(x) > 0, pak
oblouk y = f(x) je konveznd.

Véta 6.36.2 (Nutna podminka pro inflexni bod) Je-li xy inflexnim bodem, pak
f/l(xo) — 0

Véta 6.36.3 (Dostateéné podminky pro inflexni bod)

A) Jestlize f"(x) méni znaménko, kdyZ x prochazi xo, pak xq je inflexnim bodem.

B) Jesltize f"(x¢) =0 a f"(x¢) # 0, pak zo je inflexnim bodem.

C) Jestlize f"(xo) = f"(wo) = -+ = fOV(x9) = 0, f™(20) # 0 aa n je liché, pak xq je
inflexni bod.

6.37 Asymptoty krivky

A) Jestlize lim f () = oo, kiivka y = f(z) ma vertikdlni asymptotu x = x.
z—xo (29 ,2q )

B) Jestlize lim @ =keRa lim[f(zx) — Kz] = q € R, kiivka y = f(z) mé asymptotu

r—00 T—00

danou rovnici y = kx + q.

6.38 Obecné schéma pro vysetfovani pribéhu funkce

Je nutno vysetrit:

I. (a) Defini¢ni obor Dy funkce f(x).
(b) Body nespojitosti; intervaly spojitosti.

(c) Chovani funkce v okoli bodt nespojitosti a vertikalni asymptoty.
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(d) Pruseciky se soufadnymi osami.
(e) Symetrie grafu funkce (sudé, lichd).

(f) Periodi¢nost funkce.
II. Intervaly monoténnosti; body extrému a extrémy.
III. Intervaly konvexnosti a konkavnosti; inflexni body.

IV. Chovani v nekonecnu, asymptoty se smérnici.

6.39 Neékteré numerické metody pro reseni nelinear-
nich rovnic a soustav rovnic

1. Metoda puleni (Metoda rozdélovani tusecky na dva stejné
dily)

Uvazujme rovnici

kde funkce f(x) je spojitd na [a,b] a

fla)- f(b) <O.

Abychom nasli kofen lezici v intervalu [a, b], rozdélime interval na polovinu. Jestlize f((a+
b)/2) =0, pak £ = (a + b)/2 je kofenem rovnice. Jestlize

f(“;b)%o,

vybereme ten z intervalt [a, (a+b)/2], [(a+b)/2,b], v jehoZ koncovych bodech mé funkce
f(z) opafnd znaménka. Tento nové vznikly interval [ay, b;] znovu rozpilime a zopaku-
jeme postup, az nakonec béhem procesu budto ziskame piesny kofen nebo nekonecénou
posloupnost vnotfenych intervali

[ah bl]a [a27 b2]7 ceey [a’n7 bn]7 s
takovou, ze

flan) - f(by) <0, n=1,2,... (6.39.1)

Pokud levé koncové body



Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné 97

tvofi monotonni neklesajici omezenou posloupnost a pravé koncové body
bi,bo, b3, ... by, ...
monotdénni nerostouci posloupnost, pak existuje spolecna limita

¢ = lim a, = lim b,.

n—oo n—oo

Ptiblizujeme-li se limité v (6.39.1) pro n — oo, dostavame [f(£)]? < 0, tedy f(£) = 0, coz
znamena, ze £ je kofenem rovnice. Je ziejmé, ze

1
OSf—an§2—n(b—a).

2. Metoda tecen (Metoda proporcialnich ¢asti)

Predpokladejme, ze f(a) < 0, f(b) > 0. Potom je misto ptileni intervalu [a, b] pfirozenéjsi
rozdélit interval v pomeéru

fla): f(b) .

Tim dostavame odpovidajici hodnotu kotene
1 = a+ hy,

kde
(R ()
—f(a) + f(b) f(b) = f(a)
Aplikujeme-li tento postup na interval [a, z1] nebo [x1,b] v jejichz koncovych bodech ma
funkce f(x) opacnéd znaménka, dostavame druhou aproximacei kofene x, atd. Geomet-
ricky je metoda proporcionalnich ¢asti ekvivalentni nahrazeni kiivky

(b —a).

y = f(x)
tétivou prochazejici body Ala, f(a)], Blb, f(b)]. Skute¢né, rovnice tétivy AB je
v—a _ y—fla)

b—a  f(b)—fla)

Polozime-li x = x; a y = 0, dostavame

f(a)

rp=a———"——-(b—a).

70— )
Predpokladejme, ze f”(z) > 0 proa < z < b (ptipad f”(z) < 0 se redukuje na nas piipad,
pokud napiSeme rovnici jako: —f(x) = 0). Pak bude kiivka y = f(z) konkduni a tedy
bude lezet pod te¢nou AB. Mohou nastat dva piipady: f(a) >0 a f(a) < 0.
V prvnim pfipadé je koncovy bod a pevny a postupné aproximace

l’ozb,

Tnil = Tn ~ R (xn —a), n=0,1,2,...
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tvori omezenou posloupnost a
a<E< < Tp <Tp < --- <1 < Tp.
Ve druhém pftipadé je koncovy bod b pevny a postupné aproximace

To = a,

Tt = 00— s - (b= @), n =012,

tvori omezenou rostouci posloupnost a
o< Ty <" <Ly < Tpyp <---<E<D.

Lze dokazat, ze

lim z, =¢, and f(§) =0.

n—oo

3. Newtonova metoda (Metoda tecen)

Necht existuje kofen rovnice f(x) = 0. Newtonova metoda je ekvivalentni nahrazovani
malych ¢asti oblouku kiivky y = f(x) tecnou vedenou bodem kiivky. Predpokladejme, Ze
f’(x) >0proa <z <ba f(b) > 0. Vyberme napt. xy = b, pro néjz f(xg) - f"(x¢) > 0.
Vedme te¢nu ke kiivce y = f(x) bodem By(zg, f(xo)). Proprvni aproximaci x; kofene &
vezméme tUsek vytaty na ose x touto teénou. Bodem Bi(x1, f(x1)) znovu vedeme teénu,
jejiz x-ova soutadnice priseciku déva druhou aproximaci xo kofene & atd. Je zfejmé, ze
rovnice tecny v bodé B, (x,, f(z,)), n=0,1,2,... je

y — f(@n) = f'(@n)(z — 2).
Polozime-li y = 0, x = x,,.1, dostavame vzorec

n

(6.39.2)

Vsimnéme si, Ze v nasem piipadé pokladdme zo = a a tedy f(zo) - f”(x9) < 0. Pokud
bychom vedli teénu ke kiivee y = f(z) bodem A(a, f(a)), dostali bychom bod x/, ktery
leZi vné intervalu [a, b] a metoda by selhala.

Véta 6.39.1 Jestlize f(a)- f(b) <0, f'(x), f"(x) jsou nenulové a zachovdvaji zanménko
na a <z < b, pak lze z poédtecni aprozrimace xq € [a,b], pro niz f(xo) - f"(xo) > 0 uZitim
Newtonovy metody (6.39.2) vypocitat samotny koten & rovnice f(x) = 0 s libovolnou
presnosti.

Pro pfesnost dostdvame vzorec (777)

‘f - xn| S ‘xn — Tp—1]-
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4. TIteradéni metoda

Necht je ddna rovnice
f(z) =0, (6.39.3)

kde f(x) je spojita funkce a chceme urcit jeji redlné kofeny. Nahradime (6.39.3) ekviva-
lentni rovnici

z = p(). (6.39.4)

Néjakym zptisobem vybereme pribliznou hodnotu kotene, x(, a dosadime ji do spravného
¢lene (6.39.4), abychom ziskli ¢islo

1 = @(xp). (6.39.5)
Nyni dosadime z; do spravného ¢lene (6.39.5) za z¢ a dostaneme nové ¢islo
e = (7).
Opakovanim tohoto procesu dostavame posloupnost cisel
Ty =p(rp_1), n=1,2,....
Je-li tato posloupnost konvergentni, pak limita

¢ = lim x,

n—oo

je kofenem (6.39.3).
Geometricky lze iteraéni metodu vysvétlit nasledovné: (see figure):

Véta 6.39.2 Necht funkce ¢ je definovdna a diferencovatelnd na intervalu [a,b] se vSemi
hodnotami p(z) € [a,b]. Pak existuje ryzi zlomek q takovy, Ze

[P (z)] <q<1
pro a < x < b. Pak iteracni proces
Ty =p(Tp_1), n=1,2,...

konverguje, bez ohledu na pocdatecni hodnotu xo € [a,b]; limitni hodnota & = lim,, ., x, je
jedinym kotenem rovnice

z = ()

na intervalu [a, b].

Poznamka 13 Iteracni proces muze divergovat (viz obrdzek):
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5. Iterac¢ni metoda pro soustavu dvou rovnic

Necht je ddna rovnice o dvou neznamych

Fl(xay) = 07

Fy(z,) = 0. (6.39.6)

Mame za kol najit jeji redlné kofeny s pfedem danou pfesnosti. Uvadime iteracni proces,
ktery za jistych okolnosti dovoluje zlepseni pribliznych hodnot kofenti. Za tim tcelem
zapiSeme (6.39.6) jako

y = e2(z,y),
a zkonstruujeme postupné aproximace podle nasledujicich vzorcti:
Tp41 = (,Ol(l'na yn)7

Ynt+1 = P2(Tn, Yn), (6.39.8)
n=12....

Existuji-li limity
¢ = lim z,, n= lim y,,

n—o0

pak bod (£,7n) je kofenem (6.39.6).

Véta 6.39.3 Necht je v uzavieném intervalu R = {a <z < A,b < x < B} jeding koten
=& y=mnof (6.39.7). Jsou-li p1(x,y), p2(x,y) spojité diferencovatelné na R, pocatecni
aprozimace (xg,yo) a vSechny ndsledujici aprozimace (T, y,), n=1,2,... patii do R;

|90/1y(x7y)’ + ‘Spéy(xay)’ < g2 < 1

pak proces postupnych aproximaci (6.39.8) konverguje ke koteni (§,n) soustavy (6.39.7).

6. Priblizny odhad 7?77

Pro itera¢ni metodu méame

n

q
— <

'|l‘1—l'0.

Da se dokazat, ze

Priklad 77 Najdéte redlné koteny rovnice
x—sinx =0,25

na tri platné cislice.
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Reseni. Napiseme rovnici jako
r =sinz + 0, 25.
Graficky vidime, Ze rovnice ma v intervalu [1, 1; 1, 3] jeden realny kofen ¢, pfiblizné rovny
xo = 1,2. Polozme
(x) =sinz + 0, 25.

Protoze ¢'(x) = coszx a |¢'(z)| <~ 0,62 = ¢, z € (0,9;1,5), pak
Tp =sinz, 14+0,25, n=1,2,....

Tyto odhady lezi v intervalu (0,9;1,5) a z, — £ pro n — oc.
Sestrojime posloupnost aproximaci x,, n = 1,2, ..., az dvé sousedni aproximace x,,_1, T,
budou vyhovovat pozadavkim na chybu

1—¢q 1 -2
—-e=0,51-=--107" = 0,0025.
q 2
Méme
r1=sin1,24 0,25 =1,182,
T = 1,175,
x3 =1,173,
xy=1,172,
xs=1,172.

Tedy ¢ = 1,17 + 0, 005.

7. ReSeni rovnic pomoci programu MAPLE V

Piiklad 78 Najdéte redlny koren rovnice
r —sinz =0,25
pomoct programu MAPLE V (viz Priklad 77).
Reseni. Napism odpovidajici pitkaz v MAPLE:
s:=solve({x=sin(x)+0.25},{x});
Vysledek vypsany programem MAPLE ma tvar:
s:={x=1.171229653}
Piiklad 79 Najdéte koreny polynomické rovnice
25 +42° 44t —a? —4d2 —4=0
pomoci MAPLE V.

Reseni. Napisme odpovidajici pitkaz v MAPLE:
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s:=solve ({x"6+4x*xx"5+4xx~4-x"2-4*xx-4} ,{x});
Vysledek vypsany programem MAPLE ma tvar:
s:={x=1},{x=-1},{x=1},{x=-1},{x=-2},{x=-2}

Skute¢né, rovnice muze byt zapsana ve tvaru:

28+ 42® +dxt —a? —dr—4= (2 +1)(2® - 1)(z+2)*=0.

Vyresme tento priklad pomoci substituce:
poly:=x"6+4xx"5+4*xx"4-x"2-4*x-4;

MAPLE dava:
poly := 2% + 42° + 4a* — 2® — 4z — 4

Potom ptikaz
solve(poly=0,x);

dava vysledek
1, -1, 1, -I, -2, -2
Piiklad 80 Najdéte koreny polynomické rovnice

1’ —6x+2=0

pomoci MAPLE V.
Reseni. Obvykly piikaz

s:=solve ({x"3-6*xx+2},{x});

dava jako vysledek nejasna transcendentni ¢isla. Pak je mozno pouzit piikaz

s:=fsolve ({x~3-6*x+2},{x});
Tak dostavame
s:={x=-2.601679132}, {x=.3398768866},{x=2.261802245}
Piiklad 81 Najdéte koreny polynomické rovnice
' +4r+1=0
pomoci MAPLE V.
Reseni. Obvykly piikaz

s:=solve ({x"4+4*xx+1},{x});
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odkazuje na kofeny téze rovnice
s:={r =RootOf(_Z* +4.Z + 1)}

Prikaz
s:=fsolve ({x"4+4*xx+1},{x});

dava pouzte realné koteny
s:={x=-1.493358557},{x=-.2509921575}

Vsechna teseni této polynomialni rovnice dostaneme pomoci ptikazu
s:=fsolve({x"4+4x*x+1},{x}, complex);

Dostavame

s:={x=-1.493358557},{x=-.2509921575},
{x=.8721753570-1.381031598*1},{x=.8721753570+1.381031598*I}

6.40 Vektorova funkce skalarniho argumentu

1. Vektorova funkce. Hodograf.

7 vektorové algebry vime, ze vektor ff, jehoz priiméty na osy jsou po fadé rovny z,y a z,
lze zapsat jako

A=zi+yj+ 2k
kde ;,j ak jsou jednotkové vektory soutadnych os. Jsou-li priméty z,y a z konstanty,
rikdme, ze vektor A je konstantni. Nyni predpokladejme, Ze priméty vektrou ksou funkce
parametru ¢ pohybujiciho se v rozmezi daného intervalu:

€r = .Z‘(t),y = y<t>7 z= Z(t)'

Pak tikame, Ze vektor A sém je wvariabilni: kazdé hodnoté t parametru odpovida jista
(vektorova) hodnota A:

A(t) = x(t)i+y(t)g + z(t)k.
Definice 96 Jestlize kaZdé hodnoté parametru t z daného intervalu odpovida jisty vektor
A(t), nazgvdme A(t) vektorovou funkei skalarniho argumentu ¢.
Je pohodlné polozit pocatek vektoru /Y(t) do pocatku soucadné soustavy; pak pii zméné

hodnoty ¢ koncovy bod vektoru A(t) (se soufadnicemi z(t),y(t), z(t)) opise kiivku L pro
kterou vztahy

slouzi jako parametrické rovnice.
Vektor A(t) neni nic jiného nez radius vektor 7 pohybujiciho se bodu M kfivky L. Tuto
kt¥ivku lze specifikovat pomoci jediné vektorove rovnice

= (1) = 2(t)i + y(0)] + =(0)F.
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Definice 97 Krvivka L popsania koncovym bodem proménného vektoru ff(t) zacinajiciho
v poédtku se nazgvd hodograf vektorové funkce ¥ = A(t). Pocatek se pak nazgvd pélem
hodografu.

2. Limita a spojitost vektorové funkce

Definice 98 Rikdme, Ze vektor B je limitou vektorové funkce /Y(t) ast — to, zapisujeme

lim A(t) = B,

t—to

jestlize pro vSechny hodnoty t lezici dostatecné blizko ty je modul rozdilu vektori \ff(t) —B |
libovolné maly.

Je-li B B
At) =z(t)i+y(t)j + z(t)k
a — — —
B=a+bj+ck
pak

() = Bl = V/Ta(t) = a? + [y() — b2 + [=(¢) — >

Je zfejmé, Ze podminka, aby |14T(t) — E\ slo k nule pro t — ¢y ma za disledek z(t) — a,
y(t) — b, z(t) — c. Obracené tvrzeni palti samoziejmé také. Takze lze strucné prohlasit,
ze pruméty limit vektorové funkce A(t) jsou rovny limitam jeho praméti.

Definice 99 Rikdme, Ze vektor ff(t) je spojity pro danou hodnotu t parametru, jestliZe
je definovdn v okoli bodu t a jestliZe

lim |A(t + At) — A(t)] = lim IAA(t)] = 0.

At—0 t—0
Necht je rozklad vektoru A(t) na slozky podle soufadnych os
A(t) = z(t)i + y()] + 2(D)k.

Pak
At + At) = 2(t + AD)i + y(t + AD)] + 2(t + Ab)k

a, podle pravidel vektorové algebry,
AA(t) = At + At) — A(t) = Awi + Ayj + Azk

kde Ax = z(t + At) — z(t) atd. Protoze

A = VAR + Ay 1 A2,

podminka |AA(t)] — 0 implikuje, ze Az — 0, Ay — 0, Az — 0. Obracené tvrzeni je
také ziejmé: Jestlize Az, Ay, Az — 0 jde k nule, |AA(t)| jde také k nule. To znamen4, Ze
spojitost vektorové funkce A(t) je ekvivalentni spojitosti jejich praméti x(t), y(t), z(t).
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3. Derivace vektorové funkce

Zkonstruujme pomeér
AA(t) At + At) — A(t)
At At '
Definice 100 Derivace vektorové funkce A(t) je limita (pokud eistuje)
. AA(L) o dA(t)
A A =AW =T8
Podle definice limity je derivace vektorové funkce také vektor.
Je-li modul vektorové funkce A(t) konstanta (zatimco smér se mize ménit), jeji derivace
At (t) je vektor kolmy k puvodmmu vektoru A( ). Opravdu, v tomto pfipadé lezi hodograf
na sfére, a tedy jeho derivace At (t), te¢na k hodografu, je kolm4 k vektoru privodici A( ).

Tedy derivace vektoru s konstantnim modulem je k danému vektoru kolmd.
Nyni prakticky ur¢ime derivaci A’(t) dané vektorové funkce A(t). Necht je vektorova

funkce /Y(t) urcena svym rozkladem

A(t) = x(t)i + y(O)] + 2()k.

Pak méame

AA(t) Az qu Az -
At AT A +Ek

Pfi limitnim pfechodu pro At — 0 dostavame
At) =2/ ()i +y/ ()] + 2 (t)E.

7 toho vyplyva, ze

A (8)] = \/Aa? + Ay? + A2

4. Zakladni pravidla pro derivovani vektorové funkce
Vyuzijeme-li vyjadieni derivace A (t), 1ze lehce ukazat, Ze vSechna zdkladni pravidla o
derivovani pro saklarni funkce lze témét beze zmény prenést na vektorové funkcee:

1.

LFOAD] = F(OAL) + FOA (@)
kde f(t) je skalarni funkce.
Pravidla pro derivovéni skaldrniho a vektorového soucinu A, (t) - Ay(t) a A1 (t) x Ay(t)
dvou vektorovych funkci jsou také zcela analogické odpovidajicim pravidlim pro soucin
skalarnich funkei:

1.
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5. Aplikace v mechanice

—

Necht ¢ je ¢as pohybu a necht hodograf vektorové funkce 7 = A(t) je trajektorie bodu
M. Vzdélenost bodu M od pevného pocateéniho bodu budeme oznacovat s a pocitame
ji podle trajektorie a bereme se znaminkem + nebo — v zavislosti na tom, zda se bod M
od pocatecniho bodu pohybuje v kladném nebo zaporném smeéru. Poloha bodu M je plné
uréena veli¢inou s, coz je krivkovd souradnice bodu M. Rovnice s = s(t) vyjadiuje zdkon
pohybu podél trajektorie.
Podle defimnice je rychlost v daném bodé M v daném casovém okamziku t dana derivact
vektorové funkce 7= A(t) podle casu:
ar -

V== A'(t).
Nésledné wvektor rychlosti pohybliveho bodu je tecny vektor k trajektorii v odpovidajicim
bodée ve smeru pohybu.
Modul rychlosti je vyjadien vztahem

- ds
=At)] =—

tedy, je roven derivact krivkove souradnice s vzhledem k t.
Je-li pohyb pfimocary, skalarni veli¢ina
ds
dt
plné urcuje rychlost. Tuto veli¢inu nazyvame rychlosti pfimoc¢arého pohybu v daném bodé.

Vektor

di _ &
dt — di?

W=

se nazyva zrychleni pohybu.

6.41 Komplexni funkce realné proménné

1. Definice komplexni funkce

Predpokladejme, ze je dana vektorova funkce skalarniho argumentu, jejiz primét na osu
z je identicky roven nule pro vsechny hodnoty parametru ¢. Pak

—

A(t) = z()i + y(t)] (6.41.1)
a kiivka 7= ff(t) lezi cela v roviné Ozy. V tomto pripadé je vhodné uvazovat vektor

=i+ yf

jako geometricky obraz komplexniho ¢isla z = = + 1y a mluvit, ve shodé s timto, misto
o vektorové funkci 7(t) = x(t)i + y(t)j o komplexni funkci z(t) = x(t) + iy(t) realné
proménné t.
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Definice 101 Je-li kaZdé hodnoté redlného parametru t pritazeno komplexni ¢islo
z(t) = z(t) +iy(t), (6.41.2)

kde x(t) a y(t) jsou funkce nabyvajici redlnych hodnot, z(t) se nazgyvd komplexni funkce
redlného argumentu t.

Parametr ¢ se pohybuje uvniti intervalu. Hodograf komplexni funkce z(t) = x(t) + iy(t)
je podle definice kiivka s parametrickymi rovnicemi z = z(t), y = y(t); tedy hodograf
vektorové funkce (6.41.1) a komplexni funkce (6.41.2) jsou totozné. Definice limity a spoji-
tosti komplexni funkce jsou zcela analogické odpovidajicim definicim pro vektorové funkce.
Vsimnéte si, Ze spojitost komplexni funkce z(t) = x(t) +iy(t) je ekvivalentni spojitosti jeji
realné a imaginarni ¢asti © = x(¢) and y = y(t). Hodograf spojité funkce z(t) vykresleny
pro parametr ¢ v intervalu (¢1,t5) je spojitd ¢ara spojujici body z(¢1) a z(t2) v komplexni
roving.

Piiklad 82 Pro funkci
2(t) =t +it?, t € (—o0,400)

mdme v =t a y = t2. Hodografem je parabola v = 2. Pro t nabyvajici hodnot od —oc
do +oo opise pohyblivy bod paraboly krivku tak, Ze horni (nekomecnd) oblast omezend
parabolou zustdva vidy vlevo.

2. Derivace komplexni funkce realné proménné

Derivace komplexni funkce z(t) je definovana béZznym zpusobem, tj. jako podil pfirtstku
funkce Az = z(t + A) — 2(t) a pfirtstku nezavisle proménné At:

Tedy derivace z/(t) je komplexni funkci téhoz argumentu. Geometricky lze derivaci
interpretovat tak, ze vektor odpovidajici komplexnimu ¢islu 2'(¢y) je rovnobezny s te¢nou
k hodografu funkce z(t) v bodé hodografu, ktery odpovida hodnoté parametru ¢ = t,. Pro
danou komplexni funkei z(t) = x(t) + iy(t) dostdavame vztah pro derivovani

2(t) = 2'(t) + i/ (t).

Tento vztah naznacuje, ze komplexni funkce z(t) = z(t) + iy(t) mize byt derivovana
jednoduse jako linearni kombinace, v niz ¢ je povazovano za beznou konstantu.



Kapitola 7

Diferencialni pocet funkci vice
promeénnych

7.1 Diferencialni pocet funkci vice proménnych

1. Funkce v R"

Definice 102 Promeénnd y se nazyvd funkce proménniych

T1,T2y...,Tp
definovand na mnozine D C R", jestliZe je kaZdému bodu mnozZiny prirazena urcitd hod-
nota proménne y.

Oznacujeme:

y= f(z1,29,...,2,)
nebo strucné:

y = f(x).

Mnozina D se nazyva defini¢nim oborem funkce f. Jestlize D C R?, uzivame zkraceny
zépis z = f(x,y). Skutetnost D C R3 ¢asto zapisujeme u = f(x,v, z). Jako priklad mohou
slouzit funkce y = z; + 22 + 23 + - - + 2" and y = exp % + x314.
Je-li z = f(x,y) funkce dvou nezévisle proménnych z a y, jejim grafem je mnozina bod,
jejichz z-ovymi a y-ovymi soufadnicemi jsou hodnoty x a y a tfeti souradnice je odpo-
vidajici hodnota z, tj. mnoZina bodu (z,y, f(z,y)). Grafem funkce definované na oblasti
roviny je obvykle plocha.

Piiklad 83 Plocha dand vztahem
2= /R2 — 22 — 42
je horni polokoule. Plocha dand vztahem
z=a"+y°

je rotacni paraboloid.

108
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2. Limita funkce

Definice 103 Rikdme, Ze funkce f(x) = f(x1,%a,...,2n), T = (21, T2, ...,7,) md v bodé
20 = (29,29,...,2°%) limitu rovnou &islu A, jestlize funkce je definovdna v okoli x° s vy-

gimkou nejuyse bodu x° samotného a jestlize pro libovolné ¢ > 0 existuje § > 0 takové,
ze

[f(z) = Al <e

pro vsechna x # x° spliugici nerovnost

lz; — 2% <6, i=1,2,...,n.

7Z této definice vyplyva, ze pokud limita A existuje, pak je jedina. Takova limita se nazyva
vlastni. Jestlize A = oo (pokuste se modifikovat vyse uvedenou definici pro tento pfipad),
pak se limita nazyva nevlastni. Pro oznaceni tohoto faktu uzivame nasledujici zapis

lim f(z)=A
nebo

lim flzy,z9,...,2,) = A.

i=1,2,...,n

Priklad 84 Najdéte lim f(z,y) kde

x—0

y—0

x3+y3

f(ﬂf,y):m-

Sestavime tuto pomocnou nerovnost:

(Z‘B _'_y3)2 — Z‘6 _'_21.3y3 _'_yb‘ < 2(1.6 _'_yb‘) <
< 2(w6 + 3aty? 4 322y + y6) = 4(:172 + y2)3.

Tedy
%

2% + 7| < 2(2% + ¢?)

[f (2, 9)| < 2va? +y2.
Nyni je zrejmée, Ze
lim f(z,y) =0.

r— 0
y—0
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Priklad 85 Ezistuje

lim —p(z,y)
z—0
y—0
pro
22 — g2
= —=7
(,0(1', y) 2 4+ yg
a) Necht y = x. Pak
2? — 22
lim x,y) = lim =0
x—»Ow( y)=lim s
y—0
Tedyt jestlize A existuje, pak A = 0.
b) Necht y = 2x. Pak
—3x? 3
lim p(z,y) = lim i =——.
r—0 t—0 D 5)
y—0

Vidime, Ze funkce @(x,y) nemd limitu v bodé (0,0).

Uvedeme néktera uzite¢nda pravidla pro vypocet limity (pfedpokladdme existenci vlastnich
limit lim, ., f(x) = F, lim,_,, ¢(z) = ®):

1. a;ll—{go(f(x) tox)=F£9®

2. lim f(z)p(z)=F- P

T—T0
im {@ _ F
3. lim 265 =3
jestlize p(z) # 0 a ® # 0.

3. Spojitost funkce

Definice 104 Rikdme, Ze funkce f(x) = f(x1, 22, ..., x,) je spojitd v bodé z° = (29,29, ..
jestlize je definovdna v okoli bodu x° véetné bodu 2° samotného a jestlize

lim f(z) = f(a").

z—z0
Priklad 86 Je funkce

f(l‘ y) — izizz jestlie x? + y2 > 0,
, 0 gjestlie x=y=0

spojitda v bodé (0,0)? Ano, protoze podle Prikladu 8/
lim  f(z,y) =0= f(z,y).

r—0
y—0

0

.y n
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Podminka spojitosti funkce f v bodé 2° miize byt piepsana ve tvaru:
lim f (2" +h) = f(2?),

kde h = (hy, ha, ..., hy).
Prirtstek (nebo absolutni piiriistek) funkce f v bodé x° odpovidajici piiristku h vek-
torového argumentu je definovan nasledovné:

Af(z%) = f(2 +h) — f(2°).

MiiZzeme tedy piepsat definici spojitosti f v bodé 2° pomoci pFirtistki:

Funkce je spojita v 20, jestlize
lim Af(2°) =0

h—0
kde
Af(x°) = f(@¥ + hy,2d + by, o200 + hy) — f(29,29, ..., 20).

Obvykla pravidla pro pocitani se spojitymi funkcemi nadale plati, napf. soucet, rozdil,
soucin a podil dvou funkei f(z) a ¢(z) je spojity v bodé x°, pokud jsou zde spojité funkce
f(x) a ¢(z) (pro podil navic pozadujeme, aby ¢(z°) # 0).

4. Parcialni derivace

Definice 105 Parciding derivace f (1,22 . .., x,) vzhledem k nezdvisle proménné x; v bodé
(x1,22...,2,) je definovana jako limita
f;j(l.laxQ s al‘n) =
= }ILIII(I) E [f(:L‘l,l’g ey Lj_1,T5 + h,l’j_H, c. ,l’n) - f(l’l,l’g ce ,l’n)]

kde j € {1,2,...,n}, za predpokladu, Ze existuje.

Pouzivame nésledujici oznadceni: f;j, %, %fT@, je{1,2,...,n}.
J J

Poznamka 14 Parcidlni derivace f;j neni nic jiného nez obycejnd derivace funkce f(xy, x5 . ..

na niZ pohlizime jako na funkci promenné pouze x; pro pevné x1, Ty ..., Tj—1,Tj41, - - ., Tn.

Piiklad 87 Jako piiklad uwedme funkce f(x1, 2, x3) = v1252% a [l (21, x2, 23) = Taya5a$.

5. Geometricky vyznam parcialni derivace

Funkce dvou proménnych z = f(x,y) geometricky predstavuje misto bodt (z,y, f(z,v)),
kde (z,y) € Dy, tedy plochou v trojdimenzionalnim prostoru, v némz jsou zavedeny
pravouhlé kartézské soufadnice (x,y, z). Derivace f.(xg,yo) (za pfedpokladu, Ze existuje)
je rovna tangentu thlu (sklonu) sviraného tecnou k této ¢asti plochy a osou z vedenou
v roviné y = yo bodem x.

Analogicky interpretujeme vyznam parcidlni derivace f,(z,y).

7'%.”)7
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6. Gradient
Vektor

/ / /

gradw(z) = (v, (z),w) (2),...,w, (z))

se nazyva gradient funkce w v bodé z. Pouzivame nésledujici oznaceni: grad w(zx), Vw(x)
(nabla).

Véta 7.1.1 Gradient funkce

F(l’,y,Z) =z _f<xay)
je kolmy k tecné roviné vedené bodem (x,y, z) plochy z = f(x,y).

K dukazu: Rovnice teéné roviny v bodé (¢, yo) plochy (x,y, (f(z,v)), z = f(x,y), 20 =

[ (0, 90) je:
zZ— 2y = f;(ﬂfo, Yo)(x — o) + f;(x()ayo)(y — o)

a tecny vektor T, T, ma soufadnice:
T, = (1,0, fi(z0,y0)), T, = (0, 1>f;(~’170,3/0)) :
Vypoctéte VF = (— fa(xo,v0), — £, (0, Yo), 1) . Pak oba skalarni souéiny jsou rovny nule:
(I,,VF)=0, (T,,VF)=0

a nasledné
VF L1 TP (tefné rovina).

Véta 7.1.2 Derivace funkce f(x) ve sméru jednotkového vektoru w je rovna pramétu
gradientu f v tomto bodé do daného sméru:

0
a_j: = (grad f,w) = grad,f.

Dtikaz. Ziejmé
(grad f,w) = |grad f| |w| - cos(grad f,w) =
= |grad f| - cos(grad f,w) = grad ,, f.

Véta 7.1.3 Smérova derwace funkce f je maximalni, jestliZe gradient f je rovnobézny
S w.

Dtikaz. Protoze maximalni hodnoty je dosazeno, jestlize

g—f = |grad f| - cos(grad f,w) = |grad f|,
w

tj. jestlize cos(grad f,w) = 1, pak zjevné grad f || w.



Kapitola 8

Diferencialni pocet funkci vice
promeénnych 2.

7. Parcialni derivace vyssich radu

Derivace fg’cj, j=1,2,...,n se nazyvaji také parcidlni derivace prvniho fadu (prvni par-
cidlni derivace) funkce f. Vyrazy

0 0 *f .
oz, (a—x]f) = Owow; 1,7 =1,2,...,n

(nebo f;’7$]) se nazyvaji parcidlni derivace druhého fadu (druhé parcialni derivace). Pro
© = J je oznacujeme jako
02 f

0x?

2

(nebo f”,). Analogicky definujeme parcidlni derivace vyssich fadu, napi.

0 0 B om
Oz~ Oz, Ox
—_———
m —krat
nebo
0 0 0 0 0 9°

8. Nezavislost smiSenych derivaci na poradi derivovani

3 " " . - /, .’ v 7 .z ’ .
Derivace wiwgr Ja2a,r 1 # 7 apod. se nazyvaji smisené parcialni derivace.

Véta 8.0.4 Necht je funkce z = f(x,y) definovina na oteviené mnoziné G roviny zy.
Jestlize md parcialni derivace f! a f!. v bodé (x,y) € G, jsou si v tomto bodé tyto

derivace rovny.

h =1

113
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Véta 8.0.5 Jestlize vsechny parcidlni derivace funkce

f(l') :f<x1,$‘2,...,l‘n)

(prislusné danému vektoru K = (ky, ..., ky,) s celociselnymi soutadnicemi, které vyjadiuji
mazximalni parcidlni derivace vzhledem k proménngm xi, s, ..., x,) jsou spojité na R"
v bodé x, pak lze libovolné zmenit poradi derivovani v libovolné z téchto derivaci bez vlivu
na konecny vysledek.

Piiklad 88
»’f o 0f
020y2020x  0220y20x  O0x0y202%’

Priklad 89
2 = 2y, 2 = 3272, Z; = 227y, z;'y = 62y = z;’x

9. Diferencovatelna funkce. Totalni diferencial.

Definice 106 Rikdme, Ze funkce y = f(x1, 2o, ..., x,) je diferencovatelnd v daném bodé
(x1, o, ...,1x,), jestlize jeji celkovy priristek (nebo strucné pririustek) lze zapsat ve tvaru

Af(x) = fo, (@) + fr,(2)ha + - + 1, (2)hn + e(B) || 2],

kde ||h|| = /B3 + h} + - + h2 je funkce takovd, Ze limy_e(h) = 0.

Definice 107 Hlavni ¢ast celkového priristku se nazyjvd totalni diferencial (nebo strucné
diferencidl) funkce, tj.

O ACI

Ziejmé dx; = h;, (de = Ax = (x+h)—x = h;dx; = Ax; = (v;+hy)—x; = hy,i = 1,...,n).
Rikdme, Ze funkce diferencovatelnd v kazdém bodé uréité oblasti je diferencovatelns na
této oblasti.

Poznamka 15 Totdlni diferencidl mizZeme v tom pripadé zapsat takto:

df (z) = Z 1 (z)dx;.

Piiklad 90 Nechf z = 3axy — 2° — 43, a € R. Pak
dz = (3ay — 32*)dz + (3azx — 3y?)dy.
Jestlize napriklad z = zo = (1,2), pak

dz(1,2) = (6a — 3)dx + (3a — 12)dy.
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Priklad 91 Pro funkci z = z¥, x > 0 dostavame
dz = (y2¥ ')dz + (2¥1Inx)dy.
Miuzeme formulovat nésledujici pravidla pro diferencialy:
d(u £ v) = du % dv,
d(uv) = du-v+v - du,
d (E> = %(vdu —udv), if v #0.
v v

Priklad 92 (Tento priklad ukazuje, Ze existence parcidlni derivace neni dostatecngm
predpokladem diferencovatelnosti funkce.) Je funkce

f(x,y) = |yl

diferencovatelnd v bodé (0,0)? Vypocteme parcidlni derivace

|y|signz |y[signz
(Jzyl), = =

= pro zy # 0
2V lwyl 24/

|z[signy

—~—— pro zy # 0.
2/ 1yl

Tyto vztahy nejsou vhodné pro vypocet hodnot f,(0,0), f,(0,0). Pro vgpocet téchto hodnot
musime postupovat podle definice:

folw,y) = 2\/—

fo(z,y) =

R o1

h—0 h—0

a podobnym zpusobem
f,(0,0) =0.
Nyni vypocteme

Af(l’,y)|(070) =0- hl —I—O . h2 +6(h1,h2)\/h% + h%

Af(0,0) = f(h1, h) — £(0,0) = /|hihy| = \/jV““hQ \/ B2 + B2

V| hahol
) =g

lim 6(h1, hg)

h1—0,he—0

Je vidét, Ze muzZeme poloZit

Bohuzel limita
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neezistuje, nebot napt. pro hy = hy :

Jim (o) =

a pro hy = 2hsy :

hm e(hy,h1/2) =

&‘

Tedy funkce f(x,y) neni diferencovatelnd.

10. Diferencialy vyssich rada

Definice 108 Druhy diferencidl funkce f(x) (kde x = (x1,x2,...,x,)) odpovidajici ne-
zavislym prirastkium (diferencialim) dzq, dzs, . . ., dx, je definovdan rovnostmsi

42 f = d(df).

Obecné je diferencidl I-tého tadu (I-ty diferencidl) funkce f pro nezdvislé diferencidly
dxy,dxs, ..., dz, definovdn indukci pomoct rekurentni formule

df=dd1f), 1=23,....

Pro nezavisle proménné zi,z,,...,x, mame dr; = Az;, j = 1,2,...,n. Diferenci-
aly dx; budeme také nazyvat nezavislé diferencidly, abychom zdtraznili, Ze jsou nezavislé
na r = (21, %s,...,%,). ,Nezavislost* veli¢in dz; se formalné ukazuje v pribéhu derivo-
vani: derivujeme-li vzhledem k x1,xs, ..., x,, povazujeme ostatni nezavisle proménné za

konstanty, tj. d(dz;) =0, 7=1,2,....,n
Priklad 93 Vypoctéme druhy diferencidl

de(.I'l, To, ... ,l‘n).

Dostavdime

A f(x1, T, ..., 20) = d(df (21,20, ..., 7)) =
8f u 8f - of
:d< P, >_;d(8x )—;(d(axi)>dxi+

i,
£ ) = 35 e
=1

Proto napr.
d*f(x,y) = f (dv)* + 2f" ,drdy + f7 (d y)?.
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Zavedme operator

0- 0- 0-

7 d “d oo b ——da,,
8:701 Tt 81'2 T2t * c%n v

se kterym zachazime podle vztahu

D, =

D,.f = Z 70,0

Pak 1ze lehce ovérit, ze

d*f = (D,)"f.
Napi. pro pripad n = 2,k = 2 mame
9 0 ?
D,)? = — — =
(2 = (o + o
2 2. 92. ,
d dzyd dzo)*.
8x1( w) + 8x18x2 T+ 8x2( 72)

Nakonec dostavame
&’ f(x,y) = Dif(x,y) = fr(de)® + 2y, dedy + £, (dy)*.

V obecném piipadé dostavame pro n = 2 (podle binomické véty)

0 0- F
k‘ pu e — e — pu—
(D2) N (6201 dl'l + al'g de)

k k.
a (dl’l) + (lf) ai(dl'l)k_ldl'gﬁ—

a k al'lf_lal‘g
k k. k k.
+ ————(d k2d2+-~+(>7d MRl 4+t
(2> axlf_an%( )" dz ok paxQ( )
k k. k.
————dxy(dzy)* T + dxy)k .
+ (k )8x18x 71(d) 8 ( x2)

11. Rovnice tec¢né roviny k plose

Necht je ddna funkce z = f(z,y) € C*(D,R), kde D C R je oteviend oblast. Pfedpo-
kladejme, Ze (xg,yo) € D. Mnozina bodt (x,y, f(x,y)) generuje plochu S. Uvazujme fezy
plochy S rovnami y = yp a © = xo. Vedme teény M7, a MyT, bodem My (o, Yo, 20), 20 =
f(zo,yo) k rovinnym kiivkam vzniklym v Fezech. Rovina T' prochézejici témito pfimkami,
které se protinaji v bodé My, se nazyva tecna rovina k plose S v bodé My, bod M, se
nazyva bodem dotyku roviny 7" a plochy S.

Primka M7, je urcena rovnicemi

2 =20 = f;($0ay0)(x - l’o), Y = Yo,
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a piimkou M,T, :
Z—Zy= fg:(on;yo)(y —%Y0), T = To.
Rovnici roviny T' prochézejici body My(zo, yo, 20) lze vyjadiit jako

z— 2y = A(xr — x0) + By — yo)-

Protoze MyT, C T, MyT, C T, dostavame A = f!(xo,y0), B = Jy (0, y0) a rovnice T
bude mit tvar

z— 29 = fr(%0,v0)(x — w0) + fy (20, %0) (Y — ¥o)-

12. Geometricka interpretace totalniho diferencialu funkce dvou
proménnych

Lehce nahlédneme, Ze z rovnice te¢né roviny vyplyva
Azp = fo (w0, y0)Ar + f, (20, y0) Ay,

kde Az = 2z — z9, Ax = x —x9 a Ay = y — yo. Protoze z a y jsou nezavisle proménné,
posledni rovnici 1ze napsat ve tvaru

Azp = fr (w0, yo)dx + f, (20, yo)dy

a nebo v nasledujicim tvaru (ktery udava také struény tvar rovnice tecné roviny)

kde
dz = frdx + fydy.

Véta 8.0.6 Totdalni diferencidl funkce z = f(z,y) je roven pfiristku z na tecné roviné
vedené ke grafu funkce odpovidajicim bodem.

Ma-li x prirtistek Ax a y prirtstek Ay, pak funkce z ma odpovidajici prirtistek Az re-
prezenotvany tseckou R M; rovnou pfirtstku na souradnici z pfislusného bodu plochy S
(tj. RiM; = Az), zatimco diferencidl dz je reprezentovan useckou R;T7, coZ je prirtistek
soufadnice z pfislusného bodu teéné roviny 7' (tj. RiT; = dz).
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13. Aplikace totalniho diferencialu na priblizné vypocty

Pripomenme definici diferencovatelné funkce

Zf

nebo, struc¢néji
Af(z) = df (z) + e(Az)|[Az]],
kde Az = , (ie. Axy = hy, Axg = hg,...,Ax, = h,), Az; = (x; + b)) — z; a

|Az|| = /> (Ax;)2. Odtud vyplyva:

Af(z) =df(x) if Az — 0 a df(zx)#0 for Az #0.

Tento ptiblizny vzorec miize byt dokazan vzhledem k tomu, zZe

lim e(Az) = 0.

Az—0
Lze urcit chybu tohoto vzorce.
Piiklad 94 Napisme priblizny vzorec pro vipocet hodnot funkce
z = In(xy + 2y* — 27)

v okoli bodu (1,1).
Mdame xo = 1,y9 =1,

/ y_2 !
S 1,1)=-1
Zx(x7y) l‘y 2y2_2x Y Z{L‘( Y ) ?

, T+ 4y ,
Zy(*ruy) l'y+2y2—2l' ) Zy( ’ ) )

2(1,1) = 0. Tedy v okoli bodu (1,1)
In(xy +2y* — 22) ~ —(z — 1) + 5(y — 1).
Prox=y=1,1
In(1,1°4+2-1,1>-2,2) =~ -0,1+5-0,1=0,4
a presnejsi hodnota je

In(1,1>4+2-1,1> = 2,2) = In1,43 =~ 0, 357.
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14. Derivace slozené funkce

Véta 8.0.7 Necht je funkce uw = f(x,y,z) diferencovatelnd v bodé (z,y,z) € G a necht
funkce

z=o(t), y=1(t), z=x(t) (8.0.1)

zavislé na skaldrnim argumentu t maji derivace vzhledem kt. Pak derivaci sloZené funkce
vzhledem k t

u=F(t)= f(p(t),v(), x(t))

(tedy derivace [ podél krivky uréené vlastnostmi (8.0.1)) lze vyjddrit vzorcem

+ [y (0(@), 1 (8), x (D) (8) + fL(e(t), ¥ (8), x ()X (1).

Analogicky pokud napf. z = f(u,v), kde u = p(z,y) a v = ¥(z,y), pak parcidlni derivace
funkce

z = F(z,y) = f((p(xvy)7w(x7y))

jsou vyjadreny vztahy
7 = Fy = fule(@,y), (2, 9)e(z, ) + fi(e(@,y), ¥ (, 9) (2, y),

Vyse uvedena pravidla lze aplikovat na funkce libovolného poc¢tu nezévisle proménnych a
libovolného poctu prechodnych argumentii. VSimnéme si rozdilu mezi derivacemi

dx ox

Zatimco prvni je totalni derivace, tj. oby¢ejna derivace z jako funkce z, druhé je (expli-
citni) parciélni derivace z vzhledem k argumentu x vystupujicimu v ptivodnim vyjadfeni
funkce, tj. vypoctena za predpokladu, ze vSechny ostatni argumenty, a¢ zavislé na x ve
slozené funkci, jsou v tomto procesu derivovani povazovany za konstanty.

Priklad 95 UvaZujme funkci
z=ce"sinv ,

kde pokladdme uw = xy a v=x +y. Pak
2l = e"ysin(z + y) + €™ cos(x + y) = e[y sin(z + y) + cos(x + y)],

z, = e"rsin(z +y) + ™ cos(x + y) = e™[rsin(z + y) + cos(x + y)].
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Priklad 96 Necht
z =z,

kde u je funkce proménné x, tj. u = ¢(x). Pak

% = 2 = 3z
x
! d
ﬁ = 322" + 2% 2uy ()
nebo
dz _ o 2 ) | o 3 0°) :
= 3z“e + 2z°e? ()’ (x).

Derivace vyssich fadi vypocteme analogicky:.

15. Smérova derivace

Definice 109 Nechtw = (w1, wa, . .., wy) jsou libovolné pevné jednotkové vektory. (Smé-
rovd) derivace funkce f v bodé x = (x1,xa,...,x,) ve sméru vektoru w (podélw) je limita

1) = 2 () = pimg T ED 2

w t—0 t

(za predpokladu, Ze existuje).

Véta 8.0.8 Je-li funkce [ diferencovatelnd v bodé

20 = (29,29, ..., 20),

rn

pak existuje jeji derivace ve sméru libovolného jednotkového vektoru

w= (w1,wa,...,wy)
a lze 71 vyjadrit vztahem
of of of of
&u( 8951( ) w 1+8—952( et +8xn( ) wn
Poznamka 16 Parcidlni derivace %, 1=1,2,...,n, jsou smérovée derivace podle vek-
toru (0,0,0,...,0,1,0,...,0).
———

i—1
Geometricky vyznam. Je-li z = f(x,y), pak f/(P) je rovno tangentu uhlu sevieného

tecnou k fezu plochy z = f(x,y) rovinou kolmou k roviné zy a prochazejici vektorem
w = (w1, ws).

Priklad 97 Najdéte derivaci funkce u = xy*z3 v bodé M(3,2,1) ve sméru vektoru wy =
(2,2,1).
Reseni. Vektor w, nend jednotkovy. Proto vypocteme

w1 (2,2,1) (2 2 1>
w = = = sy =
A NG) 333

2 2 1 2 2 1 2
/ 3 2.2 _ —
w (M) = 2%y 5 4 2092y S+ 30’2 5 =4 5 4122 +36. 2 =222,
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16. Tayloruv vzorec
). Tayloriiv vzorec pro funkci

Uvazujme dva body P(zy,z,...,7,) a P%(20,29,... 20

f(z) n proménnych v bodé P se zbytkem R, v Lagrangeové tvaru lze vyjadfit jako:
1 1 1

J(P) = J(P%) & ydf (P) + 5[ (P) + -+ + gy ™I (PP) 4 R

kde
1
R, = Ed"f(Po +6-(P—PY),0¢c(0,1), 0 = const.

Bod P%+ 0 - (P — PY) lze vyjadiit v soufadnicovém tvaru jako
—29),..., 22+ 0 (2, —20)).

PP+ 0. (P-P)=0+0-(xy—29),25+0- (29
Priklad 98 Rozvinime podle Taylorova vzorce funkci z = x¥ v okoli bodu (1, 1) pron = 3.

RESENI. Nejprve vypocteme parcidlni derivace:
2 = yav !, z, = 2'Inw,
2 =yly— )22 2, =2 '(1+yha), Zyo = 2Y(Inx)?,
s = y(y — Dy —2)a"", 25 = 2¥(Inx)’,
_ 10y _
2, =y — 12 ?(1+ylnz) +2v - o= 2 ((y— DA +ylnz) +vy),
1
=y’ '(Inz)* +22'Inz - — =2 (y(lnz)®* +2Inz) .

n
ZmyQ -

Polozme P° = (1, 1). Pak
J(P?) =1, [i(P?) =1, [y(P?) = 0.

Totdlni diferencial ma pak tvar
df(P) =1-Az+0-Ay=Ar=2—2"=1—1.

Dadle
fr2(P%) =0, fr,(P°) =1, fz(P°) =0.

Tedy
P F(PY) = [(PY)(Ax)? +2

oy (PY)AxAy + fi(P°)(Ay)?
=2AzAy =2(x — 1)(y — 1).

Zbytek lze zapsat ve tvaru
[5(7 = 1)(5 - 2)277 - (Az)*+
+38 (- 1)1+ §lng) +7) - (Az)*Ay+
+3377! (§(In2)* 4+ 2In %) - Az(Ay)*+

| =

R3:

+ ¥ (Inz)* - (Ay)*],
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kde Av =2x—1, Ay=y—1a
T=140(x—-1),5=14+0(y—1).

Tedy Tayloruv rozvoj funkce je ddn takto:
1
xy:1+(a7—1)+§2(x—1)(y—1)+R3:x+(a7—1)(y—1)+R3.

Dosadme konkrétni numerické hodnoty. Jestlize naptiklad x = 1,04 ay = 1,03, tj. Ax =
0,04 a Ay = 0,03, pak

1,04%% =1,04 40,0012 + R5 = 1,0412 + R;s.

Protoze 0 <2 < 1,04 a 0 < g < 1,03, dostavame pro zbytek R3 odhad

1
|Rs| < 5 [1,03-0,03-1-1-0,04°+

+3-1-(0,3-(1+1,03)+1,03)-0,04*- 0,03+
+3-1-(1,03+2)-0,04-0,03%+
+4-2-0,03%] <0,00017.

Presnéji: 1,045% ~ 1,041224406.

17. Implicitni funkce
Pripomenme, ze implicitni funkce jedné proménné je urcena rovnici
F(z,y) =0. (8.0.2)
Existuji ptipady, kdy tato rovnice neurcuje funkci: napiiklad rovnice
2 +yP+5=0

nema zadné realné koteny a tedy y nemuize byt povazovano za funkci . Poddme podminky
zarucujici, ze jedna z neznamych obsaZzenych v rovnici (8.0.2) je ur¢ena jako funkce druhé.

Véta 8.0.9 Necht F(x,y) je funkce spojitd i se svymi parcidalnimi derivacemi v okoli bodu
Moy(zo,v0). Jestlize

F(xo,y0) =0 a  Fy(zo,9) # 0,

pak pro hodnoty x leZici dostatecné blizko xq md rovnice (8.0.2) jednoznacné teseni y =
o(x) zdvislé spojité na x takové, Ze p(xg) = yo. Kromé toho ma funkce ¢(x) také spojitou
derivaci danou vztahem

Fy(z, ()

T Fl(rp(@)
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Priklad 99 Necht
F(z,y) =2* +y* — R%

Rovnice 2% + y* — R? = 0 urcuje kruznici. V libovolném bodé My(xo,yo) této kruinice
takoveém, Ze yo # 0, jsou vsechny podminky véty splnény:

w2 +ys— R*=0, F,(20,90) = 2yo # 0.
Priklad 100 Necht je implicitni funkce uréena rovnici
F(z,y) =2y +Iny — 2 =0.
V bodé My(1,1) mdme F(1,1) = 0. Parcialni derivace

1
Fi(z,y) =322 =1,  Fj(z,y) =2+ -
Y
jsou spojité v okoli tohoto bodu a
F(1,1) =2 #0.

Tedy je jednoznacné uréena funkce y = @(x) vyhovugici dané rovnici takovd, Ze (1) =
1. Ackoli jsme ukdzali existenci funkce @(x), nelze ji vyjadrit jako elementdrni funkci
x, protoZe rovnice neni algebraicky tesitelnd pro y. Lze nalézt nékteré priblizné hodnoty
funkce p(x), dosadime-li za x a aplikujeme-li néjakou numerickou metodu. Pro derivace
dostavame

3z%p(z) — 1
90/(‘%.) == 3+ 1
o(z)
‘ 31
1) = —"— =—1.
¢'(1) 5

18. Vypocet derivace vyssich radu pro implicitni funkce
Jestlize rovnice F'(z,y) = 0 generuje implicitni funkci y = ¢(x), pak
F(z,p(x))=0 nebo F(z,o(x)) =0
na odpovidajicim defini¢nim intervalu funkce y = (). Derivovanim tohoto vztahu zis-
kavadme
Fo(z, o(x)) + Fy(z,0(x)¢'(x) = 0

a dostavame predchozi vzorec
oy B

Fy(z, ¢())
Derivovanim tohoto vzorce dostavame

-1
1 ! ! / /
ON(T) = 77— | Loz, 0(@)) + F (2, 0(2))e' () F(x,0(x))+
) = (e e [P o) + o, o) ) By, )

+ Fi(x, o(x)) (Fyu(, o(2) + Fyy (2, 0(2)¢' ()]
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nebo

—1

¢"(x) = W [F;;;(xa@(ﬂf))(F;(% p(z)))"—
— 2F] (, p(2)) Fy (2, p(2))) Fy (x, o(x)) + Fy (z, 0(2)) (Fi(z, o(x)))?] .

19. Dalsi pripady pro vypocet derivaci

a) Jestlize rovnice

F(x,y,2) =0
definuje z = p(z,y), pak
Fy(z,y, 0z, y Fy(x,y,0(x,y))
oh(oyy) = — 2B ALy
Fl(z,y,0(z,y)) Fl(z,y,0(z,y))

b) Piedpokladejme, Ze soustava
Fy(z,y1,92) =0,
Fy(z,91,92) =0
generuje funkce y; = p1(x), y2 = p2(x), kde z € I C R, tedy
Fi(z, ¢1(2), pa(x))

Fy (@, 1(2), 2()) = 0

na /. Pak derivovanim téchto vztaht dostavame

0,

F, (2, 01(x), 2 () +
+ 1y, (@, 1(2), 02(2)) 1 (2) + Fy, (2, 01(2), pa(2)) P (x) = 0,

FQIx(l" 901(1')? 802($))+
+ Fyy, (2, 901(2), pa(2)) ) () + Fyy, (2,01 (2), pa() )pp(z) = 0.

Jestlize je determinant

F1Iy1( ) 1y2 ‘7&0

Féyl ( : ) 2y2

pak feSenim této soustavy dostavame

J =

, / LI =F,(...) Fi,(...)
yl(l'):gpl(.%):j' _FQIz() F2/y2( ) ' )
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20. Extrémy funkci vice proménnych

Definice 110 Bod P°(29,29,...,2°) se nazjvd bodem lokdlniho maxima (lokalniho
minima) funkce y = f(x1,%s,...,2,), jestlize pro kazdy bod P(xq,%s,...,x,) v okoli
bodu P plati:

f(P)=f(P°) <0 (>0).

Hodnota f(P°) se nazjvd extrém.

Véta 8.0.10 (Nutnd podminka pro existenci extrému.) Jestlize diferencovatelnd

funkce y = f(x1,2o,...,7,) nabjvd v bodé P° svého extrému, jeji parcidlni derivace
v tomto bode jsou rovny nule:

F (P) = fL(P) = = 1. (P*) =0, (5.0.3)
Vsimnéte si, ze pokud diferencovatelna funkce y = f(z1,z2,...,7,) nabyvd extrému
v bodé P, pak

df (P°) = 0.
Bodu P° v némz plati (8.0.3), se nazjva stacionarni bod funkce y = f(x1,xa, ..., 1,).

Priklad 101 Ur¢ime staciondrni body funkce
z = 22° + ay® + 5a® + 42
V tomto pripadé nabjvd systém rovnic (8.0.8) tvaru

= 6224+ y2+10z = 0,
= 2xy+ 2y = 0.

zZ
z,

@ N8~

Ze druhé rovnice vyplyjvd, Ze bud y = 0 nebo x = —1. Dosadime tyto hodnoty do proni
rovnice a urcime ¢tyti stacionarni body:

M;(0,0), My(—5/3,0), M3(—1,2), My(—1,-2).

Abychom zjistili, které z téchto bodu jsou lokdlnimi extrémy, musime aplikovat dostatecné
podminky pro extrémy.

21. Dostateéné podminky pro extrémy funkci vice proménnych

Necht P%(zg,yo) je staciondrni bod funkce z = f(z,y). Oznac¢me

A=, (P), B=2,(P), C=z,(P").

Véta 8.0.11

1) Jestlize AC — B? > 0, funkce f(z,y) md extrém v bodé P°, a to mazimum pro A < 0
a minimum pro A > 0.
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2) Jestlize AC — B* < 0, nemd funkce v bodé P° extrém.

3) Jestlize AC — B? = 0, vlastnosti druhé derivace neposkytuji odpovéd na otdzku o
existenci extrému a je nutné dalsi vysetrovant.

Priklad 102 Pokracujme v predchozim prikladé 101. Druhé derivace jsou
" " "
Zpp = 120 +10, 2z, =2y, =z, =20+2.
Pro prvni bod My mame

A=10, B=0, C=2, AC—-B*=20>0, A>0,

a tedy bod My je bodem lokdlniho minima. Pro bod My mame

4
A=-10, B=0, C:—g, AC —B*>0, A<0

a tedy bod My je bodem lokdlniho mazxima. Pro bod M3 mdme
A=-2 B=4, C=0, AC-—B?><0
a tedy bod M3 neni bodem lokdlniho extrému. Konecné pro bod My mame
A=-2 B=-4, C=0, AC—B*<0.

Tedy ani bod My neni bodem lokdlniho extrému.

22. Dostateé¢né podminky pro obecny pripad

Necht bod P°(z9,29,...,2%) je staciondrnim bodem funkce
2= f(x1,29,...,2).
Véta 8.0.12
Jestlize d*f(P°) > 0 (< 0), funkce f(x1,2s,...,%,) md lokalni minimum (lokdlni maxi-

mum) v bodé P°.
Jestlize d? f(P°) = 0, potom neni moZné rozhodnout o extrému v P° podle druhé derivace
a otdzka zistavd otevrend.

Oznacéme
0
aij = falilixj (P )

Uvazujme posloupnost determinantt

A17A27 ey Ana
kde
ai; ... Qip
ai; a2
A1:CL117A2: 7"5ATL:
ag21 A2

Ap1 .. Qpp
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Véta 8.0.13 (Sylvestrovo kritérium). Jestlize
A1 >0,A5>0,...,A, >0,
pak d*f(P°) > 0. Jestlize
Ay <0,A,>0,...,(-1)"A, >0,
pak d*f(P°) < 0.

23. Urceni maximalni a minimalni hodnoty funkce na uzaviené
oblasti

Predpokladejme, Ze mame za tikol uréit nejvyssi a nejnizsi hodnotu funkce y = f(xy, 2o, ..., x,)
na uzavrené oblasti D. Jestlize funkce dosahuje jedné (nebo obou) téchto hodnot uvnitt
oblasti, musi se pochopitelné jednat o lokalni extrém. Mtze se vSak ukézat, ze funkce
nabyva nejvyssi nebo nejnizsi hodnoty (nebo obou) v bodé na hranici dané oblasti.

Abychom nasli globalni maximum (minimum) spojité funkce y = f(x1,xs,...,2,) na
omezeném uzavieném intervalu, je nutné uréit vSechna lokdlni maxima (lokdlni minima),
kterych funkce dosahuje uvniti dané oblasti a také nejvyssi (nejnizsi) hodnoty, jichz do-
sahuje na hranici oblasti. Potom nejvétsi (nejmensi) z téchto ¢isel je hledané globélni
maximum (minimum) dané funkece.

Piiklad 103 Uréeme globdlni extrémy funkce z = x* — y* na oblasti D : 2% +y* < 1.
Zkoumejme funkci f z hlediska existence extrému. PoloZime-li parciadlni derivace
rovny nule, dostavame rovnice

= 2z = 0

z
V4

< S8

a resenim tohoto systému je stacionarni bod x = y = 0, ktery patri do oblasti D. Najdeme
A=2B=0,C=-2aAC — B? <0 a bod (0,0) neni bodem extrému. Toto si lze
geometricky predstavit, vsimneme-li si, Ze rovnice z = x> — y? je rovnici hyperboloického
paraboloidu.

Globalni extrémy dosahuje funkce z na hranici oblasti D. Protoze hranice oblasti D
lze vyjadiit pomoci rovnice
v’ =1-2° x¢c[-1,1],

mame
2l =27 — (1 —2?) =22% — 1.

Zkoumejme funkci z = 222 — 1 z hlediska extrému, je-li z € [—1, 1]. Dostavame
Y=dr=0=2=0=y==41,2"=4>0.
Miniméalnich hodnot nabyva funkce v bodech

M1(07 1)7 MQ(Ov _1)7
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a to

Maximélnich hodnot nabyvé funkce v koncovych bodech intervalu [—1, 1], tj. v bodech
M3(—1,0), My(1,0),

a to
2(M3) = z(M,) = 1.

Extrémy funkce z = 2% — 3? na oblasti D jsou z = 1 (maxima) v bodech M3, M, a

z = —1 (minima) v bodech My, M.

24. Vazané extrémy

Zacneme formulaci jednoho problému, ktery bude slouzit jako ilustrace pro hledani vazané
extrému.

Priklad 104 Mezi vsemi pravouhlymi rovnobéznostény (parallelepipeds??) s danou cel-
kovou plochou S mdme najit takovy, ktery md nejvétsi objem.
Necht jsou strany rovnobéinosténu oznaceny x,y a z. Problém se redukuje na hleddni
nejvetsi hodnoty funkce

V =uayz

za podminky, Ze

S
xy—iryz—l—z:v:E.

Vypocet dokoncime po krdatkém teoretickém vykladu.
V nejobecnéjsim piipadé je problém dan nasledovné: Je dana funkce
U = f(xlax%"'axn);

tikolem je nalézt extrémy za podminky, Ze proménné vyhovuji m (m < n) podminkam:

(pl($1,l'2,...,l'n) = 0,
(pg($1,l'2,...,l'n) = 0,
Om(x1, T2, ... x,) = 0.

Nasledujici pomocnéa funkce n proménnych zahrnuje m dalsich neznamych parametrt
(Lagrangeovych multiplikatora):

S =f+ M N1+ Apa+ -+ Ao

Vyfesime rovnice pro body nevdzanaych (nepodminénych) extrémi pro tuto pomocnou
funkei:
(I);l :0,@;2 :O,...,(I)/n :0,@;\1 :07@;\2 :07“'7(1)//\"1 =0.

xT
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Dostavame body, v nichz muze funkce nabyvat vazanych extrémt. Tato soustava rovnic
poskytuje nutné podminky, tedy ne kazdy bod vyhovujici této soustavé musi byt bodem
vazaného extrému. Nebudeme mluvit o dostatecnych podminkach pro body vazaného
extrému. V konkrétnim pfipadé je vétsinou mozné zjistit, zda je bod urceny vyse uvede-
nymi rovnicemi bodem extrému bez toho, ze bychom zkoumali, jsou-li splnény dostatecné
podminky. Popisovana metoda je znama jako metoda Lagrangeovych multiplikatorii.

Priklad 105 Pokracujme v feSeni zapocatého prikladu. Pomocnou funkci lze vyjadrit jako
O(z,y,2) = xyz + Mzy + yz + zz — S/2).

Rovnice urcujici body extrému jsou tvaru

=0 = yz + My + 2) = 0,
¢, =0 = zz + Mz + 2) = 0,
=0 = zy + Ay + ) = 0,
P\ =0 = 2y + yz+zzx—S5/2 = 0.

Odecteme-li rovnice od sebe navzdjem, dostdvame

(z+N(y—z) = 0,
(+M)(z—y) = 0,
(y+N(z—z) = 0.

Odtud vyplyva, Ze v = y = z, tedy hledany rovnobéznostén je krychle. Rozméry této krychle
zjistime pomoci podminek

r=y=z=1+/5/6 a V= i—g



Kapitola 9

Integralni pocet funkci jedné
promeénné

Neurcity integral
9.1 Primitivni funkce a neurcity integral

Definice 111 Primitivni funkce (antiderivace) dané funkce f(x) na daném intervalu je
libovolnd funkce F(x), jejiz derivaci je dand funkce, tedz plati:

Véta 9.1.1 Jeslitze F(x) je primitvini funkce k f(x), pak F(x) + C, kde C € R je
libovolna konstanta, je k této funkci také primitivni.

Definice 112 Soubor vsech primitivnich funkci dané funkce f(z) se nazgvd neur¢ity in-
tegral f(z) a oznacuje se symbolem
[ i,

/f(zr)dx = F(z)+ C.

tedy

9.2 Zakladni tabulka integrali

/de:C’,

l.oz+1 1
/xadx: +C, a# -1, /—dx:ln|x|—|—0,
a+1 T

131
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/a“dx: a4 +C, a>0, a#1, /exd:c:eijC,

Ina

/sinxdx:—cosx—i—C, /cosxdx:sinx—i-C,

1 1
/ s—dr =tgz +C, / —— dv = —cotgx + C,
cos? sin” x
1 do — arcsin z + C,
J1i—22 = | —arccosz+ C,
1 do — arctgx + C,
1422 % | —arccotgz + C,

1
/ dx:ln)x—l—\/ﬁj:l‘—i—a

vz £1
1 1
/ dx = arcsinh xz + C, / dx = arccoshz + C,
RS V-1

%ln’H—“”‘ +C,

1 1-x
/ T dx = § arctghz +C, |z| <1
-t arccotghz + C, |z| > 1,

/sinh xdxr = coshx + C,| /cosh xdr = sinhx + C,|

1 1
/ 5—dx = tghx + C, / ———dr = —cotghx + C,
sinh” z

cosh” x

9.3 Neékteré vlastnosti integrali
[ drta) = s+ c.
d { / f(x)dw} = f(x)dz,
Ji@ £g@)de= [ty [ gla)ds,

/k:f(x)dm = k:/f(x)dx,

Ji f(w)dw}, - (@)



Kapitola 10

Integracni metody

10.1 Integrace substituci

Véta 10.1.1 Jestlize
/f(u)du = F(u)+C

au=p(x)eC, pak
[ flo@le @ = Fle(a)) + €.

Priklad.

332 u::L‘Z 1 u _1U _1 332
/e xdx—{du:%dx}—g/e du—ge +C—§e +C.
Véta 10.1.2 Jestlize (x) = ax + b, kde a,b € R, a # 0, pak
1
/f(aa:—i—b)dx:—F(ax—i—b)—i—C.
a

Priklady. Nasledujici dva vztahy lze lehce dokazat:

@) ol
| S =i+

a+1 T
/@’(x)soa(:c) dx = “Doé +(1) +C, a#—1.

10.2 Integrace per partes

Ze vztaht d(uv) = udv+vdu a udv = d(uv) —vdu vyplyva vzorec pro integraci per partes:

/udv:uv—/vdu.

133
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Priklad 106 Vypoctéme integral

ze® dx
ResSeni.

zetdr = u=2,du=dz =" — | dex =2e" — "+ C.
dv =e"dx,v = e*

10.3 Integrace racionalnich lomenych funkci

Kazda racionalni lomena funkce je tvaru
. P, (:E)
Qn(z)’

kde P,,(x) a Q,(r) jsou polynomy. Stupen ¢itatele je m. Predpokladejme, Ze m < n.
V ptipadé, ze m > n, podil P, (z) a Q,(z) dava

R(z)

Qn() Q;(z)’

kde j < n. Predpoklddame, Ze polynomy maji redlné koeficienty a ze koeficient u x”
v Qn(z) je roven 1. Polynom Q(x) lze zapsat ve tvaru

= N(x)+

Q)= (x—a). .. (> +pz+q)t...,

kde « je k-nasobny realny kofen rovnice Q(z) = 0 a kvadraticka rovnice 22 + pr + ¢ =0
m4 komplexné sdruZené redlné koteny (tj. p? —4q < 0), tedy polynom Q(z) mé t-ndsobné
komplexné sdruzené koreny.

V rozkladu podilu g”;—g na parcialni zlomky odpovid4 kazdému faktoru (z—a)* soucet
k parcialnich zlomkt tvaru
A Ap_ A
k 4 k 1k7 g 1
(x — ) (x — a)k-t (x — )
a kazdému faktoru (22 + pz + q)' odpovida soucet ¢ parcidlnich zlomki tvaru
Btl' + Ct Bt_llL‘ + Ct—l o Bix + Cl
(22 +pr+q)t (22 +pr+q)t? (22 +pr+q)
Rozklad mé tedy tvar
P, A Ap_ A
(l‘): k + kl_ _|_..._|_ 1 _|_...+
Qn(z)  (z—a)b  (z—a)! (r —a)
Btl' + Ct Bt_llL‘ + Ct—l o Bix + Cl
(22 +px+q)t (22 +pr+q)t? (22 4+pr+q)

Proto staci uvazovat pouze Ctyii typy parcialnich zlomki:
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I.
A
Zl(l'): s A#O,a:k
r—a

/Zl(x)dx:Aln|x—a| +C.

1I1.
A

Zg(x):m,n>1.

t=x—a, | r .
/Zg(l')dl':|: g — do }—A/t—ndt—

At A
- C = C.
1—n+ (1—n)(w—a)”—1+
I11. Mot N
xr
Zs(1) = ———
3(1’) IL‘2‘|—pZL'+(]
M2 N - M
/zg<x>dx:/2”jp)+ de:{A:N——p}:
¢ +pr +q 2
M 2 / 1
:_/wdﬁfl/ 2 =
2 ) (@ +pr+q) (z+28) +¢- &

4

2 M A 1
_ {B:q_P_} 21n(x2+px+q)+3/<+p>2d”
xT 5 _l_l

V poslednim integralu zavedeme substituci

T+ 5
t =
VB
a tedy
A 1 A 1
— | ————dr=—=VB | ——dt =
B/(:v+g>2+1 o B\/_/t2+1
VB
A A r+ 5
= ——arctgt + C' = —=arct 2 1+ C.
VB VB ° VB
IV.
Mz + N

Zy(x) = . pP—4¢g<0, n>1.
() (22 + px+q)" b 1 "

Pro integrovani tohoto zlomku se pouziva tzv. rekurentni formule:

/ 1 J €T n 2n — 1 / 1 d
r = T.
(2% 4 a?)nt! 2na?(x? 4+ a?)” 2na? (22 4 a®)"
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Tedy

M2z + g
/Z4(x)dx:/ 7 (20 p)nd:p—i—/ A
(#* + pz + q) [(m+2) +q_%}
Prvni integral vypocteme jako integral typu
M !
M1,
2 ) =)

kde f(z) = 2* + pr + ¢. Druhy integral vypocteme uZitim rekurentni formule po
substituci  + £ =t.

10.4 Integrace nékterych iracionalnich funkci

Zde uvedeme seznam nékterych uzitecnych dporuceni pro vypocet integrali nékterych
iracionalnich funkeci. Racionalni funkci oznacujeme R(-).

A)
/R(x,x’“ll,x’“é,...,xkln)dx, ki, ko, ... k, € N.

Je vhodné zavést substituci x = ¢, kde « je nejnizsi spolecny néasobek celych ¢isel

ki, ko, ..., ky.
B)
ar+b\* [axr+b\*F2 ar + b\
R =z, , . dx,
cx+d cx+d cx+d
1

kde k1, ks, ..., ks € N. Je vhodné zavést substituci ¢t = (gﬁig) @, kde « je nejmensi
spolecny nasobek cisel kq, ko, ..., k.

C) Binomicky integrél
/xm (ax™ +b)P dx, m,n,p € Q.
Doporucujeme postupovat nasledovne:

e Je-li p € Z, pak pouzivame stejnd doporuceni jako v A).

o Je-li mTH € Z, pak pokladame ax™ + b = t%, kde a je jmenovatel p. Déle
pouzivame postup popsany v A).

o Je-li mT“ + p € Z, pak pokladame a + x% = t“, kde a je jmenovatel p. Dale
pouzivame postup popsany v A).

D)
/R(x,m) dr. a 40,

Pouzivame tzv. Fulerovy substituce:
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e Je-li a > 0, uzivame substituci
t=+vVar?+br+cEtava.
e Je-li ¢ > 0, uzivame substituci

t-z=vVar2+br+cte.

e Je-lia <0, b? —4ac > 0, pak

z— 3

r—

Var? +br +c = Va(z —a)(x — ) = |t — aly/a

a uzijeme substituci
x—

2 =aq- .
T —«

E) Pro integrél typu

/ 1 dx
var? + bx + ¢

lze pouzit nasledujici postup:
1

/ = L d:p:/ - dx
var? 4+ bxr +c \/a(x—i—%) _1_0_%

a dostavame integraly typu: (77)

1 1
—d ——du.
/\/aﬁil - /\/1—:52 !

/R(x, a2—x2> dx

je vhodné uzit nasledujici substituce:

F) Pro integraly typu

r =asint, x = acost.

G) Pro integraly typu
/R (x, Va? —|—:c2> dx

je vhodné uzit nasledujici substituce:

xr =atgt, r =asinht, r = cotgt.

/R(x, x2—a2> dx

je vhodné uzit nasledujici substituce:

H) Pro integraly typu

a .
r=—— , v =asint, v = cosht.
cost
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10.5 Integrace trigonometrickych funkci
Budeme se zabyvat integrovanim funkci typu
/R(sinx, cos x) d.

A) Lze uzit tzv. univerzdlni substituci:

t=t i
Pak odt
= 2arctgt, dz =
T arctgt, dx T
a
. l—cosz
T sin 5 V2 /1 —cosz
2 COS 5 l+cosz 1+cosx
Vo2
Odtud plyne
1—1t2
cosx = .
14 ¢2

Analogicky vypocteme

2t
sinz = V1 —cos?2x =

1+1t2
B) Je-li funkce R(sinx,cosz) lichd vzhledem ke cosz, tj. je-li
R(sinz, — cosz) = —R(sinz, cos x),

je vhodné uzit substituci
t =sinx.

C) Je-li funkee R(sinx,cosz) lichd vzhledem k sin z, tj. je-li
R(—sinz,cosz) = —R(sinz, cos x),

je vhodné uzit substituci
t = coszx.

D) Je-li funkce R(sinz,cosx) sudé vzhledem k funkcim sinz i cosz, tj. je-li
R(—sinz, —cosz) = R(sinz, cos ),

je vhodné uzit substituci

t=tgx.
Pak
tet, d di
T = arc e
g ) 1 +t2 )
sinz V1 —cos?2zx 1 ) t
e — — COS XL = Sinxr =

COS T cos T 1+ V1+2



Kapitola 11

Urcity integral a jeho aplikace

Urcity integral
11.1 Plocha trapezoidu omezeného krivkami

Rozdélme zékladnu trapezoidu (interval [a, b] na n subintervali

[0, 1], [x1, T2], - - -, [Tne1, Tn],

kde a = 29 < 21 < 23 < -+ < X1 < x, = b vedme piimky rovnobézné s osou y
délicimi body intervalu [a,b]. Takto dany trapezoid omezeny kiivkami rozdélime do n
mensich trapezoidi. V kazdém subintervalu vybereme libovolny bod. Oznac¢ime-li tyto
body &1, &s, ..., &y, mizZeme psat

0 <& <, 11 <& < w9, oo, Tpo1 L& < T

Pak

n

R f(E)AT + (&) Ay + -+ [(&) Az, = ) (&) A

i=1

a dale

= lim Zf fz Aw;,

n—o00,A—0

kde A = max{Ax, Ax,, ..., Azx,}.

11.2 Urcity integral

Definujeme tzv. integralni soucet:

139
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Definice 113 Urcity integral na [a,b] je limita integralnich soucti pro pripad, Ze délka
nejdelsiho subintervalu se blizi nule (za predpokladu, Ze tato limita existuge).

Oznacujeme

b
/a f(z)dx = nac&f%ﬂo I,.

Geometricky vyznam urcitého integralu — viz predchézejici podkapitola 11.1

Véta 11.2.1 (O existenci urcitého integralu): Je-li funkce f(x) spojitd na uzavieném
intervalu [a,b], pak ff f(z)dz ezistuje.

Definice 114 FEzistuje-li fab f(z)dz, pak funkce f(x) se nazgvd integrovatelnd funkce.

11.3 Vlastnosti urcéitého integralu

/af(:v)dxzo, /bdx:b—a
/om_o /f /f
/abf(x)dw:/acf(x)dx—l—/cbf(x)dx

(interval integrace [a, b] 1ze rozdélit na dvé ¢asti),

VEeR: /bkf(:v)dx:k/bf(x)dx

(konstantu lze vytknout pfed integral),
jeli £(z) < g(x) na [a, 8], pak
b b
[ e < [ gwys

< [ 1@, a<,

[ rwar= [ s
/b )+ g(a d:c—/f dxi/b (2) dz.
/s dx—2/0a5(x)da:; /_:L(x)dxzo.

Plati:

je-li ¢ € [a, b], pak

x)dx
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11.4 Odhad urcitého integralu. Véta o stifedni hod-
noté.

Véta 11.4.1 Je-lim < f(z) < M na [a,b], pak

m(b— a) §/ flz)de < M(b—a)
nebo

Véta 11.4.2 (Véta o stredni hodnote) Je-li f(x) € C ne la,b], pak I € [a,b] takové, Ze

b—a/f

11.5 Derivace integralu vzhledem k horni mezi

:/xf(t)dt

Integral je funkci horni meze. (Diskuse o oznaceni: Je-li F'(x f f(z) dz, pak = probiha
hodnoty od a do z, coz nedéva smysl.)

Véta 11.5.1 Derivace integralu vzhledem k horni mezi je rovna integrandu, tj.

Fi(x) = f(z).

Dusledek. Ke kazdé integrovatelné funkci f(z) existuje primitivni funkce.

11.6 Newton-Leibnizova véta

Véta 11.6.1 Hodnota urcitého integrdalu je rovna rozdilu hodnot libovolné antiderivace
integrandu odpovidajicich horni a dolni mezi integralu:

kde F'(x) = f(x).
Piiklad. [ % = In|z||} = In2.

11.7 Integrace per parted pro ucité integraly

Ze vztahu pro integraci per partes pro neurcité integraly okamzité vyplyva

b b
/ u(z) dv(z) = u(m)v(m)]i—/ v(x) du(z).



MATEMATIKA 1 142

11.8 Metoda substituce pro urcité integraly

Véta 11.8.1 Je-liz = p(t) € C! na (o, 8),a = ¢(a),b=¢(8) a p(t) je monotonni, pak
[ rwar= [ stetw)
Priklad. )
2
/ln—xdx— r=c tEOl —tedt 2 :1
o € 0

11.9 Numerické integrovani

1. Uvod

V praxi ziidkakdy dokazeme najit pfesnou hodnotu urcitého integralu nebo integrovat
libovolnou obycejnou diferencialni rovnici. Napftiklad integral

2 dx

; Inx
nelze vyjadrit pomoci elementarnich funkci. V nasledujicim odstavci popiSseme nékteré
metody pro vypocet urcitych integrali. Zavedeme pojem kvadratického vzorce. Necht je

dan urcity integral
- [ o

funkce f, kterd je spojita na intervalu [a, b]. Pfiblizna rovnost

b
[ r@a=> g s

kde ¢; jsou jista ¢isla a x; jsou urcité body intervalu [a, b], se nazyva kvadratickd formule
definovand vdhami q; a uzly x;.

2. Obdélnikové pravidlo

Predpokladejme, ze f € C?[—h/2,h/2], h > 0. Polozime pfiblizné
h/2
F@)de ~h- fy, (11.9.1)
—h/2
kde fo = f(0), tedy plochu kfivostranného lichobéznika ohrani¢eného shora grafem funkce
f lze aproximovat plochou vepsaného obdélnika, jehoz vyska je rovna hodnoté funkce f
v poloviné zakladny lichobéZnika. Dale hledame zbytek, tedy chybu formule (11.9.1). Lze
dokézat tzv. obdélnikovée pravidlo se zbytkem:
h/2 h3

1 h
_mf()dx—h fo+ﬁ'f(§)> \f\ﬁg-



Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné 143

3. Lichobéznikové pravidlo
Necht f € C?[0, h]. Polozime

/hf<x>dwh.f°+f1,
0 2

kde fo = f(0) a f1 = f(h), tj. integral je pfiblizné nahrazen plochou vepsaného lichobéz-
nika. Tzv. lichobéznikové pravidlo se zbytkem ma tvar

f0+f1 h? "
[ st =n 250 ), e e o

4. Simpsonovo pravidlo

Ptedpokladejme, Ze f € C*[—h, h]. Aproximujeme integrél

/_}; f(z)dx

plochou vepsaného kiivostranného lichobéznika ohrani¢eného shora parabolou prochéaze-

jici body (—h, f-1), (0, fo), (h, f1), kde f; = f(ih). Tato parabola mé rovnici

fi—fa ozt f71—2f0+f1 2
2h 2h? ’

y=fo+

coz lze lehce ovérit, polozime-li naopak x rovno —h, 0 a h. Tak lehce zjistime, zZe

h h
/ y(r)dr = 3 (f-1+4fo+ f1)
—h

Tedy Simpsonovo pravidlo, které se také nazyva parabolické pravidlo, ma tvar

/ f(x (f 1 +4fo+ f1)

Lze dokazat tzv. Simpsonovo pravidlo se zbytkem:

/ Fayde =" (v afo+ ) - I ),

Vyse uvedené kvadratické formy se nazyvaji kanonicke.

5. Slozené kvadratické formule

Je-li v praxi t¥eba uréit pfibliznou hodnotu integralu, dany interval [a,b] je rozdélen na
N shodnych subintervalii, nakazdy z nich aplikujeme kanonickou kvadratickou formuli a
vysledky sec¢teme. Kvadratické formule zkonstruované takto na intervalu [a, b] se nazyvaji
slozené. Aplikujeme-li obdélnikové a lichobéznikové pravidlo, je pohodlné brat intervaly
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délky h, v pripadé Simpsonova pravidla délky 2h.
Podivejme se podrobné&ji na pouziti obdélnikového pravidla. Necht f € C?. Oznacime

intervaly [z;, z;11], kde z; =a+ih,i=0,1,...,N —1, 2y = b, h = (b —a)/N. Ve shodé
s obdélnikovym pravidlem

Tit1
/ f(x)dr =~ hfiii), (11.9.2)

kde fit1/2 = f(a+ (i +1/2)h) je hodnota f ve stiedu subintervalu [z;, z;41]. Navic

3

Titl h
| i@ = bt 5 £,

kde &; € [x;, z;41] je néjaky bod. Secteme-li vSechny aproximace (11.9.2) dostavame sloZené
obdélnikové pravidlo:

b
/ f(x)dx =~ h (f1/2 + fapp oo+ fN—1/2) .

Lze lehce dokazat tzv. sloZen€ obdélnikove pravidlo se zbytkem:

b—a
24

b
/ f(ZL‘) dx =h (fl/z + f3/2 +-+ fN—1/2) + h2 ' : f”(é)

Za podminky, Ze f € C?[a,b], mGZeme zapsat sloZené lichobéznikové pravidlo:

’ (] In
/af(x)dvah(?—kfl 4 e 1+2)

a odpovidajici sloZené€ lichobéznikove pravidlo se zbytkem:

b
/f (f0+f1 ot o 1+f7N>—h2'Ta'f”(f)a

kde f; = f(a+ih), h=(b—a)/N, a € [a,b] v néjakém bodé.

Necht nyni o = (b —a)/2N a x; = a + jh, f; = f(x;). Simpsonovo kanonické pravidlo
muZzeme prepsat ve spojeni se subintervaly [xg;, Xo; o] délky 2h:

T2i+4+2 h
/ f(x)dr ~ 3 (fai + 4 faip1 + foiv) -

i

Sectenim obou stran vztahu pres ¢ od 0 do N —1 dostavame sloZené Simpsonovo pravidlo:

b
/ f(l‘)dx%g(f0+4f1+2f2+4f3+"‘+4f2N—1+f2N)-
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Odpovidajici slozené Simpsonovo pravidlo se zbytkem, které ziskame sectenim rovnosti
v subintervalech [xq;, T9;42] za podminky, Ze f € C*, lze zapsat takto:

b " N N-1 b a
/a f(z)dx = 3 <f0+f2N+4;f2i—1+2;f2i> —h4'ﬁ'f(4)(f),
kde f; = f(a+ih), h=(b—a)/(2N), a & € [a,].

Pro struénost zavedeme oznaceni

N-1
[zect =h- Z fi+1/27
=0

trap f+f —
I, :h-<O2N+ZfZ‘>,

=1

kde h = (b—a)/N a f, = f(a+ ph), a

b N N—1
Simp
" = 3 <f0+f2N+4izlf2i1+2izlf2i> ;

kde h = (b—a)/(2N) a f; = f(a + ih).

7 vyjadreni zbytku vidime, Ze obdélnikové a lichobéznikové pravidlo jsou presné pro
polynomy prvniho stupné, zatimco Simpsonovo pravidlo je pfesné pro polynomy tietiho
stupné. Prvni dvé pravidla maji pfesnost druhého fadu vzhledem k h, zatimco Simpso-
novo pravidlo mé pfesnost étvrtého fadu, je-li f hladki. Proto pro funkce tiidy C* pro
mala h dava Simpsonovo pravidlo zpravidla vyssi presnost nez predeslé dvé metody.

Chyba obdélnikového pravidla a Simpsonova pravidla spliiuje nerovnosti

b—a

11— I < h?- max | " ()],
; b—a

[P <pt. @ ()|

=1, < 5o Tmax|/(@)

Existuji podobné nerovnosti pro lichobéznikové pravidlo. Dolni odhady jsou také uzitecné.
Ptedevsim dolni odhad pro obdélnikové pravidlo je

h—
|[_I;Lect‘ 2 h2 . 2_@ 'min|f"
Priklad 107 Jako priklad analyzujme chyby kvadratickijch formuli pro integrdl

2
[:/ e v dx,
0

ktery nelze vyjadrit pomoci elementdrnich funkci, ale v aplikacich se casto vyuZivd.
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Méame
f(z) = e*xQ, f(z) = —2me*x2, f(z) = (4m2 — 2)6712,
() = (=82° + 12z)e ™", fW(z) = 4(42* — 1227 + 3)e ™,
a
e < (@)] <2, |fW(x)| <12
pro x € [0,1/2].

Tedy pro h = 0.05 dostavame

04-107* < |I - [[*'<0.11-107°

|1 — ™| <0.21-107°.

Horni odhad chyby Simpsonova pravidla je vyrazné nizsi nez dolni odhad chyby obdélni-
kového pravidla.

11.10 Nevlastni integraly

1. Nekonecéné integraly
Uvazujme integral

() = /al f(z) dx.

Necht [ roste nade vSechny meze. Potom existuji dvé mozZnosti, totiz bud ma (1) limitu
pro [ — +o00 nebo nikoli.

Definice 115 Nevlastni integrdl

/aoo f(z)dx

funkce f(x) na intervalu [a, 00) je limita integrdlu

/alf(x) dx

pro | — 00, za predpokladu, Ze tato limta existuje, tj.

/OO f(z)dx = llim lf(x) dx.

Pokud limita existuje, rikdme, Ze nevlastni integral konvergugje; v opacném pripadé rikdme,
Ze diverguje (integrdl jde k nekoneénu nebo nemd vibec limitu,).
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Priklad. -
/ e *dr = lim [e’ﬂ }i) = lim [—e’l + eo] =04+1=1.
0

l—o00 l—o00

Nevlastni integral konverguje.

Priklad.

/ dv _ lim In |||, = lim [In]l| — In1] = co.
1 x l—00 l—o00

Nevlastni integral diverguje.
Dalsi pripady nevalstnich integralii:

[ soria = [ 00

/ dx—/f dx+/f

—hm/ f(z)dr + lim f( ) dx

l—o0 p—oo J,

pro [ = p mame pripad 7?7 valeur principle:

v, /_ Z f(z)dr = lim /_ ll f(@) da

2. Integraly nespojitych funkci

/a o) de

funkce f(x) spojité na for x € [a,b) a neomezené pro x — b je limita integrdalu

Definice 116 Nevalstni integrdl

b—e

f(z)dx

a

pro € — 07 pokud tato limita existuje, tj.

/abf( dr=tim [ f()da

e—0t J,

(Je-li limita koneénd, nevlastni integrdl konverquje, jinak diverguje.)
Podobné, pokud funkce f(x) md nekonecnou nespojitost ?? pouze v levém koncovém
bodé x = a intervalu (a,b], pokldddme

b b
/ f(z)dx = lim f(z)dx

6—07F a+d

Pokud jsou body nespojitosti pouze v bodech x = a a x = b, pak pro a ¢ € (a,b)

/:f(fc)dwz/acf(fc)dw+/cbf( dw—gg/;f( do+ Jim bsf()
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Priklad.
10 dr 10 dr

10
p = on = Jim 2y =2y

Nevlastni integral konverguje.
Priklad.

10 dx . 10 T . 10
— = lim — = lim In|z||jy = +o0.
o T -0t )5 x50t

Nevalstni integral diverguje.

11.11 Aplikace urcitého integralu
1. Obsah rovinného obrazce

P:/abf(:r)dx.

Je-li kiivka y = f(z) ddna parametrickymi rovnicemi z = ¢(t),y = £(t),a < t <
B,¢(a) = a,¢(B) = b, pak

B
P:/ E(t)'(t) dt.

Plocha mezi dvéma krivkami je vyjadfena vztahem
b
P= [ lh@ - fi@)ds

2. Délka oblouku

Je-li y = f(z), pak
L= / V14 [f(2)]? dx.

Je-li x = p(t),y = ¥(t), pak

I}
L=/1¢W®P+W@Pﬁ

Piiklad. Pilkruh je ddn parametrickymi rovnicemi = = cost,y = sint,t € [0, 7]. Pak

L= /Oﬂ V/[sin(t)]2 4 [cos(t)]2 dt = /07r dt = .
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3. Objem télesa

Budeme predpokladat, Ze plocha priiniku je spojita funkce P = S(z), kde z je z-ové
soutradnice priseciku secné roviny s x-ovou osou. Pak

V=L%®Mm

Vzniklo-li uvazované téleso rotaci krivostranného lichobéznika omezeného krivkou y =
f(z) kolem osy z, prisecik s osou x je kruh s polomérem rovnym odpovidajici y-ové
soufadnici y = f(x) a v disledku toho S(z) = y?. Tedy

V= w/abe(x) dz.

4. Obsah rotac¢ni plochy
Je-li y = f(z), pak
b
@=2r [ VI P e

V piipadé, ze x = p(t),y = ¥(t),t € |a, 8], pak

8
Q=2r / SOV G OR + (GO dt.

11.12 Integrace s programem MAPLE V

1. Analyticka integrace s programem MAPLE

Dtlezitou c¢asti programu Maple je moznost analytické integrace. Ta se provadi pomoci
prikazu "int", jehoz syntaxe je podobna jako syntaxe piikazu "diff".

/x2 dz.

Reseni. Napisme odovidajici ptikaz v MAPLE:

Priklad 108 Najdéte integrdl

pomoci MAPLE V.

int (x*x,x);
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Vysledek vypsany programem MAPLE je tvaru:

1
—a3.

/ ze® dx.

pomoci MAPLE V (viz Priklad 106).
Reseni. Napisme odpovidajici piikaz v MAPLE:

Piiklad 109 Najdéte integral

int (x*x,x);
Vysledek, vypsany programem MAPLE, je tvaru:
xe’ —e”.

Vsimnéme si, ze ve vysledku vypsaném programem MAPLE integra¢ni konstanta chybi.

2. Urdité integraly s programem MAPLE
) eft
/0 e

Reseni. Napisme odpovidajici pitkaz programu MAPLE:

Priklad 110 Najdéte integrdl

pomoci MAPLE V.

int (exp(-t)/(1+t~(3/2)),t=0..infinity);

Vysledek vypsany programem MAPLE je prilis neohrabany. V tomto piipadé — protoze
vysledkem je konstatny — lze pouzit piikazu "evalf" pro nalezeni numerické aproximace:

evalf (%) ;

Nyni MAPLE déava numericky vysledek:

.613073060.
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Dvojrozmeérny a vicerozmeérny
integral (kfivkovy a plosny integral

12.1 Integralni pocet funkci vice proménnych

1. Objem krivosténného valce

Oznacme hledany objem V. Nyni rozdélime zéakladnu D cylindroidu na podoblasti pomoci
dvou soustav soutadnych os x = konst a y = konst.
Plocha kazdé z podoblasti D;; (pfedpokladejme, ze D;; C D) je rovna Ax; - Ay;, kde

Ax; = xi41 — x;, Ay; = Y41 — y;. Objem je priblizné roven integralnimu souctu, tj.

n—1,m—1

Va Y f(&n &) AnAy;.

i=0,j=0

Ozna¢me A = max; j{Ax;, Ay;}. Pak pro objem V' dostavame pfesné vyjadieni
n—1m—1

V= lim ) Z f(&i, &) AziAy;

n7m_>OO7A_) . .
1=0,7=0

za predpokladu, ze limita existuje.

2. Definice dvojného integralu

Definice 117 Integrdlni suma (za predpokladu, Ze erxistuje)
n—1,m—1

n,m—o0,A—0
i=0,j=0
se nazyvd dvojny integrdal funkce f(x,y) pres oblast D. Tuto skutecnost zapisujeme ndsle-

dovné:
n—1m—1

//f(x,y)dmdy: lim > f& &) AnAy;.
D

n,m—oo,A—0 -
1=0,7=0

Geometricky vyznam dvojného integralu byl podan v predchozim odstavci. 0

151
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3. Vlastnosti dvojného integralu

1. Dvojny integral souctu (nebo rozdilu) dvou funkei je roven souctu (nebo rozdilu)
sCitanct dvojného integralu:

//[f(w,y)isa(fay)} dxdy = // f(z,y) dwdyi//so(x,y) dzdy.

2. Konstata v integrandu muze byt vytknuta pred symbol dvojného integralu:

// Cf(z,y)dedy = 0// F(z,y) dedy.

3. Je-li integracni obor D rozdélen na dva obory D; a Dy, které nemaji spolecné zadné
vnitini body, pak

[ sty = [ [ ) dsay+ [[ so.y)dsay

4. Pokud dvé funkce f(z,y) a ¢(z,y) spliiuji podminku
f(z,y) = e(x,y)

ve vsech bodech oboru integrace, pak

[[ t@gydsdy = [[ ot dsay
// dady = 8,

5. Plati:

kde S je plocha oblasti D.

6. Pokud
m < f(z,y) <M

pro (z,y) € D, pak
mS < //f(x,y) dxdy < MS.
D

7. Je-li f(z,y) € C(D), pak existuje bod (§,v) € D takovy, ze

[ swwdets= s
D
(tento vzorec se nazyva véta o stfedni hodnoté& pro dvojny integral) nebo

flew) =5 [[ fag) dady.



Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné 153

//f(x,y)dxdy §//|f(:v,y)|dmdy,

4. Vy¢cisleni hodnoty dvojného integralu

Definice 118 FElementdrni oblast pruniho typu D1 je definovdana jako
Dy ={(z,y) eR* a <z <b, fi(xr) <y < fola)}.

Elementarni oblast druhého typu Do je definovdana jako

Dy ={(z,y) e R*,a <y <b,1(y) <z < pay)}.

Ptipomenme, zZe problémem vypoc¢tu objemu télesa jsme se jiz zabyvali v souvislosti s apli-
kacemi urcitého integralu na geometrické problémy. Odvodili jsme vztah

b
V= / S(z)dx
pro objem télesa, kde S(z) je fez rovinou kolmou k ose z,kterd protind osu v bodé =z,
zatimco x = a a x = b jsou rovnice rovin ohranicujici dané téleso. Protoze
fa(z™)
S(") = / f@*,y) dy,
fi(z*)

v- | b [ /f f(()) F(,y) dy] de.

Méame tzv. Fubiniho vétu (pro dvojny integral):

J[ radsan = | de /f f(()) F,y) dy
Dy

Analogicky dostavame

J[ s oty = / "y / “0:()” Fe.y) de.
/; "~

Tyto vztahy ukazuji, jak se vypocet dvojného integralu redukuje na dva nasledujici oby-
¢ejné urcité integraly; je tfeba mit na paméti, Ze ve vnifnim integralu je jedna z promeén-
nych povazovana v procesu integrovani za konstantu. Rozvoj pravych stran téchto vztahi
se nazyva (dvojité) iterovani nebo opakované integraly, cely proces vypoctu popisujeme
jako redukci dvojného integralu na iterované integraly.

dostavame
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Redukce dvojného integralu na iterovany integral je obzvlast jednoduché v piipadé, ze
oblast integrace D je obdélnik se stranami rovnobéznjmi se soufadnymi osami. V tomto
pripadé jsou meze vnéjsiho i vnitiniho integralu konstantami:

[[ senais= [ [ reiv= [an [ s

Piiklad 111 Najdeme objem V télesa omezencho plochou z = 1 — 4x% — y? a rovinou
Ozxy.

Reseni. Téleso je ¢dst eliptického paraboloidu leZictho nad rovinou Oxy. Paraboloid protind
rovinu xy v elipse 4x* + y? = 1. Problém se tak redukuje na vjpocet objemu cylindroidu
bez postranni cylindrické plochy omezené shora paraboloidem z = 1—4x%—y? a s vnitrkem
elipsy jako zakladnou. UVaZované téleso je symetricé vzhledem k rovinam Oxz a Oyz, a
tak staci urcit cturtinu objemu ve cturtém 2?2 kvadrantu. Ta je rovna dvojnému integralu
pres oblast urcenou podminkamsi

4o +9y2 <1, >0, y >0,

3. pres cturtinu elipsy. Integrujeme-li vzhledem k y a pak vzhledem k x, dostavame

1 1/2 V1—4z%
—V:/ d:c/ (1 —42® -y dy =
4 0 0
1/2 1
= / dx [y — APy — —y?’}
0 3 0

1/2 1/2
:/ [(1-4#)3 —1(1—4332)3} dx = %/ [1—4:c2]% dx =
0 0

x:—smt / [1—Sin2t]%costdt:—/ cos*tdt =
~3°2 3/,

1 1
cos? t— 1+cosZt) cos4t:Z |:1+20082t+§(1—|—0084t>:| }:

V1—4z4

w

w/2

:i/ {3+200s2t+lcos4t} ahf:i §+ sin 2¢ + lsin4t WQ] =
12 J, 2 2 12 |2 0 8 0
C3r o
= 8-16
tedy
223

5. Metoda substituce pro dvojné integraly

Véta 12.1.1 Nahradime-lv promeénné x a y ve dvojném intergdlu novymi neznamymi u,
v podle vztaht

x = z(u,v)

y = y(u,v), (12.1.1)
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vzorec pro substituci bude mit tvar

J[ ste sty = [[ st ot |52
kde

Oz, y) o Ox oy O
A(u,v) 2 Ou dv Ov Ou
a G je transformace oblasti D podle vzorci (12.1.1).

dudv, (12.1.2)

b

dz
= J = gz

)_895 dy Or Oy

Poznamka 17 Vyraz J je (Jacobiho) funkciondlni determinant (Jacobidn).

6. Dvojny integral v polarnich souradnicich

Aplikujme obecny vztah na transformaci z kartézskych soufadnic (z a y) na poldrni sou-
fadnice (které budeme misto u, v oznacovat r a ¢):
T =1rcosp, y=rsinp.
Predpokladédme, Ze r > 0 a ze uhel ¢ nabyva hodnot mezi 0 a 27 (¢ € [0, 27)).
Jacobian tohoto zobrazeni je
_dz Oy Or Oy

_E-%—%~ar:cosgp‘%cosw—(—Tsingo)~sing0:r.

//Df(x,y)dxdy://Gf(rcomp,rsin(p).rdrd(p.

P¥iklad 112 Najdéte

Tedy

1= // v x? 4+ y? dxdy,
D

kde
D={(z,y) eR*0<x,0<y, 2°+y° <d’}

a a je kladna konstanta. Pro poldrni souradnice madame

0<z=rcosp N cosp >0
0<y=rsinyp sinp > 0

T

= 0§§0§§

a ddle 2> + y?> = 1r? < a®> = r < a. Tedy pro G dostdvdme definici:
Gz{(r,gp):OSrﬁa,Oggogg}.

Nakonec

a /2 3 3
I://\/T’_Q-TdeQOZ//TZdT’ng:/T’ZdT’/ dgpzz-a—:ﬂ.
G G 0 0 2.3 6

Poznamka 18 V nékterych pripadech je vhodné pouZit tzv. zobecnéné poldarni souradnice:

x = ar cos ky,
x=brsinky, k,a,beR.
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7. Trojny integral
Necht funkce u = f(,x,y, ) je definoviana na mnoziné

D C{(z,y,2) R a<ax<bc<y<de<z <f}
Rozdélme intervaly [a, b], [c, d], e, f] do podintervali:

b

[a,b] = U'—} i, 2i1]; where a=2; <29 <---<m, =b,
[e,d] = UPS [yg, yjls where e =y <yp <+ < yo =d,

e, f] = Uz;ll[zk,zkﬂ]; where e=21 < 2o <--- <z, = [.
Definujme podoblasti
Dijr ={(z,y,2) 12, <o <250,y Y < Yjr1, 26 < 2 < 2y )y

kdei € {1,2,...,n—1},7 € {1,2,...,m—1},k € {1,2,...,0 — 1} a budeme uvazovat
pouze takové podoblasti D;ji, které jsou podmnozinami D : D;j, C D. V kazdé podoblasti
D;ji, vybereme bod

(&€, &) € Diji

a definujeme cislo

A= maé((Axi, Ayj, Azy).
Z7]7
Definice 119 Trojny integrdl funkce f(x,y,z) na oblasti D je definovdn jako limita in-
tegralniho souctu (za predpokladu, Ze existuje), tj.

n—1m—1,0—1

][ rediya = tim ST () AT Ay A
D n,m

;0 — OO i,k,j=0
A—0
Poznamka 19 Viastnosti dvojného integrdlu lze bez zasadnich zmén rozsirit na trojné

integraly.

8. Geometricky a fyzikalni vyznam trojného integralu

a) Geometricky vyznam. Je-li integrand f(z,y, z) identicky roven jedné, trojny integral

vyjadiuje objem V oblasti D :
V= /// dxdydz.
D

a) Fyzikalni vyznam. Uvazujme téleso zaujimajici v prostoru oblast D. Budeme pfed-
pokladat, Ze rozloZeni hustoty hmoty v télese je dano funkei spojitou na D : 6 = §(z,y, 2)
(kg/m3). Celkovd hmota M nehomogenniho télesa D je rovna

M= [[[ sty dedya
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9. Vydisleni hodnoty trojného integralu
Zavedme zdkladni oblasti pro vypocet hodnoty integralu

Ml{(l',y,Z) ra<x< b7 fl( ) < Y < f2(x)7 Fl(xay) <z < Fg(x,y)},

Mo{(z,y,2): a <z <b, f(z) <z < fi(z), F{(z,2) <y < F(x,2)},
Ma{(z,y,2): a <y <bpi(y) <z < pa(y), Pa(z,y) <z < Po(z,9)},
My{(z,y,2): a <y <b,l(y) <z <@y(y), Py, z) <z < By(y, 2)},
Ms{(z,y,2) s a <z <bwi(z) <z <ws(2), Nz, z) <y <z, 2)},

Me{(z,y,2): a <z <bwi(z) <y <wi(z), Ny, 2) <z < Wy, 2)}-

Véta 12.1.2 Fubiniho véty (pro trojné integrdly):

fa(z) F2(€vy
// f(z,y, 2) dedydz —/ d:c/ dy/ f(z,y,2)dz,
M, fl(w) J»‘y)
// f(x,y,2) dwdydz:/ daf/ dZ/ f(w,y,Z) dy
Mo a f?(fl‘) FP({L‘,Z)

Priklad 113 Vypocteme trojné integraly

[:///D(x—l—y—l—z)da:dydz

na oblastt D omezené rovinami x =0, y =0, 2 =0 a rovinou x +y + z = 1.

atd.

Oblast D mize byt zapsana ve tvaru

D={(x,y,2) :0<2<1,0<y<1—-2,0<z<1l-—z—y}

1 1—x l—x—y
I:/ d:v/ dy/ (z4+y+2)dz=
0 0 0

l—z—y

:/1 d:p/l_x dy {(:p—ky)z—l—%zﬂ 0

Tedy

1
:/ dx/ {:E—Fy (x+y)2+§(1—x—y)2} dy =
0 0
1 1 5 1-z
= dx —(z+vy) ——(:c—i—y) ——1-z-y) =
0 2 6 0
1
1, 1. 14 1 ,
—— = 1-— dx =
/0{2 5% 3—|—3x+6( :r;)}x
1 1 1 1 '
= = — = — = (1 .T)4 ==
2 6 3 12 24 .
1 1 1
— - bt = —[12-4—8+2+1]



MATEMATIKA 1 158

10. Metoda substituce pro trojny integral

Véta 12.1.3 Je-li v = x(u,v,w), ,y = y(u,v,w), z = z(u,v,w) a oblast D se transfor-
muje na G,pak

///Df(:v,y,z)dxdydz:///Gf[x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)]|J|dudvdw,
de

/ /
x’l} xw

/ /
Yo Yu

/ /
Z’U Zw

k

8

<
SN2~ ~

J =

N

11. Cylindrické souradnice

Cylindrické soutadnice jsou definovany vztahy

T = TCOoS P,
Yy = rsinp,
z =z,

kde
0<r0<p<2mzeR

Pak M(z,y,z) = M(r,p, z) a Jacobian
cosp —rsine 0

J=]sinp rcosp 0 |=r.
0 0 1

V tomto ptipadé

/// f(z,y, 2) dedydz = /// flrcosp,rsing, z|r drdpdz.
D G
Priklad 114 Vycisleme
I = /// z dxdydz,
D

D ={(z,y,2) : 2 + > < z,2* +y* + 2* < 6}.

kde

Tato oblast je prostor mezi paraboloidem a sférou (kulovou plochou) ProtoZe r* < z,r* +
22 < 6, pak primikem téchto dvou ploch je krivka dand rovnici

r=6—1r2= (12 =2)(rP+3)=0=r=1v2,2=2

G:{(Ta¢az>30§¢<2ﬁ,0§r§\/§,7~2§Z < V6 —r?}.
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Tedy

27 V2 V6—1r2
I :/ dgp/ rdr zdz =
0 0 r2
V2 V2

:27r/ 222‘ 6T2dr:7r/ 7“[6—7’2—7’4}617’:
0o 2 0
5

r2

NG
8 4 117
= 2—-1—=| = —1—= ==
7T|:3 6} 7T|:6 3} 5

12. Sférické souradnice

Stérické soutadnice jsou definovany vztahy

x = rsiny cos ¢,

y = rsinysin g,
Z = 1Ccos,

kde
0<r0<yYy<m0<p<2r.

Pak M(x,y,z) = M(r,¢,1) a Jacobidn

sintcosy —rsinysing 7rcosy cosy
J =] sinysing rsingcosp rcosyYsing | =
cos 0 —rsin e

= r?(—sin® ¢ cos? ¢ — sin 1) cos® ¢ sin? p — cos? 1) sin 1) cos? p — sin® ¢ sin? ) =

= r?(—sintpsin® ¢ — sinv cos? ) = —r?sinp.

///D f(z,y, 2) dadydz =

= /// frsinap cos @, rsin ) sin p, r cos ¥|r? sin 1 drdpdi.
G

I = /// 22 dedydz,
D

D ={(z,y,2): 2* +y* + 2* < R*}.

V tomto ptipadé

Priklad 115 Vycisleme

kde
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Tato oblast miiZe byt ve sférickych souradnicich zapsdno takto: r?> < R?. Tedy

I—/ dr/ dgp/ r?sin? 1 cos?® o - r¥sin) dip =

/ cos cpdgp/ sin® ¢ dyp =
5 o Jo

5 27r1 2 w
_R Md(p/ (1— cos? ) singpdyp = [t = cos ] =
0

5 J 9
R® 1 2w el 2 RS B\
= — “sin?2 1—t3)dt = — -
10 (90 QSm S0)0 /1 ( F)dt 10 (t 3)1

B 2T R® 1_1_1 1_1_1 B 2T R® 2+2 _47TR5
10 3 3/ 10 3/ 15

13. Krivkové integraly

a) Motivace. Hmota vedeni (dratu).

Predstavme si tenky drat ve tvaru kiivky C' s koncovymi body A a B. Predpokladejme,
ze drat ma proménnou hustotu danou v bodé (z,y, z) zndmou spojitou funkci f(z,y, 2),
v gramech na 1 cm délky. Necht

je hladka parametrizace kiivky C, t = a odpovida pocatecnimu bodu A kiivky a ¢t = b
odpovida jejimu koncovému bodu B. Abychom odhadli celkovou hmotu m dratu, za¢neme
rozdélenim

a=ty<t1<ty<---<t,_1<t,=0b

intervalu [a, b] do n subintervalt. Tyto délici body [a, b] ddvaji podle nasi parametrizace
fyzické rozdéleni dratu do kratkych segmentt kiivky. Ozna¢me P; bod

Pak miizeme aproximovat hmotu dratu:

n

m = Z f(&)As; 1,

=1

kde As; je délka (vzdy kladna) segmentu kiivky C' mezi body P;_;, P;. Limita tohoto
souc¢tu At — 0 (nebo As — 0) je celkovd hmota m. Toto je nase motivace pro definici
k¥ivkového integralu funkce f podle kiivky C'. Oznacujeme:

m = /Cf(x,y, z)ds = Al?llo;f(&)Asi'
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b) Krivkovy integral (prvniho typu)

Definice 120 (Ktivkovy integrdl vzhledem k délce oblouku; kiivkovy integrdl proniho typu.)
Predpoklddejme, Ze f(x,y,z) je spojitd v kaZdém bodé hladké parametrické kiivky C' od
bodu A do bodu B. Potom krivkovy integral funkce f podle krivky C' od A do B vzhledem
k délce oblouku je definovan jako

[ 7 2as= > s,

c) Vypocet kiivkového integralu prvniho typu
Necht
z=uxz(t),y =y(t),z=2(t)

je hladka parametrizace kiivky C, t = a odpovida pocatecnimu bodu A kiivky a t = b
jejimu koncovému bodu B. Pak

[jm%awz/f@wwwdmwwwV+wwwuwmwt

Toto je obyCejny integral vzhledem k jedné proménné ¢t. Pokud Je-li z = 0 (kfivka C' lezi
v roviné zy), mame

Lﬂawwz/fmmmmwwwwuwmwt

Priklad 116 Vypoctete krivkovy integrdl

I = / xy ds,
c

kde C' je pruni kvadrant cturtkruhu parametrizovany
x=cost,y=sint, 0 <t <

™
[— 2 .

Reseni. Z predchoziho vztahu vidime, Ze

/2
I= / ryds = / costsinty/(—sint)2 + (cost)2 dt =
C 0

w/2 1 1
- T(14+1) ==
4( +1) 2

1 [™/? 1 —cos2t
== in 2t dt = =
i /0 sin 5 5

0
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d) Kfivkovy integral vzhledem k soufadnicovym proménnym
(Kf¥ivkovy integral druhého typu)

Ktivkovy integral f podél C' vzhledem k x je definovan takto
/C flo )i = fim 37 /(6
(Ax; nezachovdvd znaménko). Tedy

/f(fv,y,Z)dxz/ f(x(t),y(t), z(¢))x'(t)dt.
C a

Podobné kiivkové integraly f podél C vzhledem k y a vzhledem k z jsou dany vztahy

/O f(x,y, 2)dy = / F((t), y(t), 2(0)y (1)t

/f(%y,Z)dz:/ flx(t),y(t), z(t)2' (t)dt.
C a

Posledni tii integraly se typicky vyskytuji spolu. Jsou-li P, a R spojité funkce promén-
nych x,y a z, pak definujeme krivkovy integrdl druhého typu jako

[ Py 2o+ Qo 2y + Ry,
c
Priklad 117 Vypoctéte integrdl
I = / ydx + zdy + xdz,
c
kde C je parametrickd kiivka x = t,y =2,z = 13,0 < t < 1.
Reseni. Dostévame
1 1
I:/ (t2+t3-2t+t-3t2)dt:/ (t* + 3t> + 2tY) dt =
0 0

1 3 2 1 89
=S4T (204454 24) = — .
3 - 4 * ) 60( +45+24) 60
e) Rozdily mezi kiivkovymi integraly

prvniho a druhého typu

Predpokladejme, ze orientaci kiivky C' (smér, v némz se pohybuje pro rostouci t) obratime.
Potom, kvtli /(t), y/'(t), 2/(t), se znaménko kiivkového integralu druhého typu obréti. Tato
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zména orientace vsak neméni hodnotu kiivkového integralu prvniho typu. Tuto skutecnost

lze zapsat nasledovné:
fds= / fds
c- c

/ Pd:zc—i—Qdy+Rdz:—/de+Qdy+Rdz,
- c

oproti vzorci

kde symbol C~ oznacuje kiivku C' se zachovanou orientaci (z B do A spiSe nez z A do

B).

14. Krivkové integraly a prace

Predpokladejme, ze . -
F =Pi+Qj+ Rk

je silové pole definované na oblasti, ktera obsahuje kiivku C'. Predpoklddejme, ze C' méa
parametrizaci

F(t) = x(t)i +y(t)] + z(t)k, t € [a,0]

s nenulovym vektorem rychlosti

_ dx(t);+ dy(t)j—}- dz(tt) i

5t
o) == dt

Rychlost asociovana s timto vektorem je

v(t) = 17t)] = V(@' () + (' (1)) + (2 (¢))?.

Jednotkovy tecny vektor ke kiivce C' je roven

T{r) = % — I OT Y 0 + 20,

Chceme aproximovat praci W vykonanou silou F pohybem ¢astice podil kiivky C' z A
do B. Rozdélme C' jak je naznaceno. Uvazme F pohybujici ¢astici z P;_; do P;. Vyko-
nané prace AW, je pfiblizné souc¢in vzdalenosti As; P,_; a P; (méfeno podél C') a tetné
komponenty vektoru F-T sily Fv typickém bodé

mezi P;_1 a P;. Tedy
AW; & Fx(t7), y(67), 2(67)) - T(t]) Asi,

3 K3

takze celkova prace W je dana pfiblizné vztahem

WY AW = Z Fx(t), y(t?), 2(t)) - T(t) As;.

i=1
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Tato aproximace naznacuje, ze definujeme praci W jako
W:/ﬁfw
c
Je zvykem psat formalné

F=xi+yj+ zE, dr' = zﬂx—i—jdy—i—%dz

T ds = dr.

W:/fdﬁ
C

Pro vy¢isleni W je obvyklé vyjadrit jeji integrand podle parametru t.

Pak

b
W:/ﬁT@:/WﬂQﬂRWﬁ+ﬂ+MMﬁ
C a

b b
dx dy dz
— P—= — — = P :
/a ( dt+th+Rdt) dt /a( dz + Qdy + Rd>)

Tedy
b
W:/ Pdx + Qdy + Rdz = / Pdx + Qdy + Rdz.
a C

15. Nezavislost kfivkového integralu na cesté

Véta 12.1.4 Kriwvkovy integradl
W:/ﬁT@
c
je nezavisly na postupu tehdy a jen tehdy, jestlize
F=Vf
pro néjakou funkci f.
Dokazeme pouze jednu cast véty. Predpokladejme, ze
F=Vf=(f,ff)

a C je cesta z A do B parametrizovana podle parametru ¢ in [a, b]. Pak

b
(/ﬁf@:/ﬂgm+g@+ﬁmz
C a

- [ (1 5 1) = [ .o, =) e -
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= f(@(b), y(b), 2(b)) — f(x(a), y(a), z(a)).
Tedy
/ F-Tds= f(B)— f(A).
C

Ktivkovy integral zavisi pouze na bodech A a B a je tedy nezavisly na vybéru urcité cesty
C.
Véta 12.1.5 Jestlize

P, =Q,

x?

pak
/de—f—Qdy
c

je nezavisly na cesté a naopak.

Vypoctémeé kiivkovy integral pro tento pripad:

I = /CP(x,y) dx + Q(x,y) dy =
b
- / [P(a(t), y(1)'(6) + Qa(t), () (D)dt =

=/ [U((t), y(0)]; dt = U(z(b),y(b)) — U(z(a),y(a)) =

= U(xla 3/1) - U(l’o, 3/0)
Pak

Ule.y) = Plag) = Uley) = | " Ple,y) de+ Ulo,y),

U (2,y) = Qay) = Ulzy) = / ! Q) dy + Ul o)

a nasledné

Ule,y) = / " Pe.y)de + / " Qo) dy + Ulzo o).

zo

Tedy o N
I = Ul 1) — Ulzo, o) = / P(a,yn) da + / O, ) dy.
Yo

o

16. Greenova véta

Necht C' je po ¢astech hladkéd jednoduchd uzaviend kiivka, kterd ohranicuje oblast D
v roviné. Pfedpokladejme, ze funkce P(z,y) a Q(x,y) jsou spojité a maji na D spojité
parcidlni derivace prvniho radu. Pak

[ P+ Qs dy = [[ (@)~ o) dods.

Kladny smér (proti sméru hodinovych ruéicek) podél C' je smér uréeny parametrizaci r(t)
kiivky C' takovy, ze oblast D ztstava vlevo a bod r(t) kopiruje hranici kiivky C. Opacny
smér nazyvame zaporny (po sméru hodinovych rucicek)
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17. Ddusledek Greenovy véty

Plocha A oblasti D ohranicena po ¢astech hladkou jednoduchou uzavienou kfivkou C' je

déna vzrocem
A:—/ (—ydm—l—a:dy):—/ yd:v:/ x dy.
2 Jo+ c+ c+

Dukaz. Pro P(z,y) = —y, Q(z,y) = 0 ddva Greenova véta

—/ ydx://dxdy:A;
c+ D

podobné pro P(z,y) =0,Q(x,y) = r mame

/ xdy://d:cdy:A.
c+ D

Soucet téchto vysledkil dava tieti vztah.

18. Obsah plochy

Parametrickéa plocha S je obrazem vektoru
m(u,v) = (x(u,v), (u, v), (u,v)),
kde (u,v) € D. Necht u = C' (tj. u je pevna konstatna C') Definujme vektor
S, = #(C, v + Av) — 7(C, v)

a definujme vektor T;, jako limitu:

= . Sv
Ty = AIZ)IIEO Av
Pak B
T, =

= Alvirgo i[(:p(@, v+ Av) — z(C,v),y(C,v + Av) — y(C,v), 2(C,v+ Av) — 2(C,v))]

a nasledné .
T, = (2. (C,v),y.(C,v), 2 (C,v)) = 7.
Tedy

—

T, =7y = (2),y.,2)

a analogicky

T, = Fu = (ZL';, yqlu z, )
Nyni chceme definovat obsah parametricky zadané plochy. Za¢neme vnitinim rozdélenim
D do obdélnikt Dy, D, ..., D,,, z nichz kazdy mé rozméry Au a Awv. Nechf (u;,v;) je
levy dolni roh D;. Obraz S; oblasti D; pod 7 obecné nebude obdélnik v prostoru xyz.
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Bude vypadat spiSe jako objekt, jehoz hranicemi jsou kfivky na plose S s 7(u;, v;) jako
jednim z wzli. Necht AS; oznacuje plochu tohoto kiivosténného objektu S;. Parametrické
kiivky 7(u,v;) a ¥(u;, v) - po fadé s parametry u a v - leZi na plose S a setkavaji se v bodé
7(ui,v;). V priseciku maji tyto dvé kiivky tecné vektory 7, (u;, v;) a 7, (u;, v;). Tedy jejich
vektorovy soucet

—

N (ui, vi) = Ty, v;) X 7y (s, v5)
je normalovy vektor k S v bodé #(u;, v;). Nyni pfedpokladejme, ze Au a Av jsou malé.
Potom plocha AS' ; kfivosténného objektu S; bude priblizné rovna plose AP; ptilehlého
rovnobézniku se stranami 7, (u;, v;)Au a 7, (u;, v;)Av (protoze S, ~ T,Av = 7,Av a
analogicky S, ~ T,Au = r,Au ). Avsak plocha tohoto rovnobéznika je

—

AP; = |FAv X T, Au | = |7y X To|Au Av = |N(u,v;)| - Au Av .

To znamené, ze obsah a(S) plochy S je ptiblizné dan vztahem

n

a(S) = ZASZ- R~ iAPZ- = i N (u;, v;)| - Au Av.
‘ i=1

=1 =1

Tento posledni soucet je Riemanntiv soucet pro dvojny integral

/ /D |N (u,v)| dudv.

Mame tedy motivaci pro definici obsahu A plochy A parametrické plochy S 7777 jako

A:a(S)://DW(u,v)ydudu://D |7, X 7| dudv.

19. Obsah plochy v pravouhlych souradnicich
Pro plochu z = f(x,y), (z,y) € D dosadime u = x and v = y. Pak

fz = (1707](;(3:73/))7
T, = (0,1, fi(z,y))
a o5 -
I (2 A . Lo
N=T,xT,={1 0 fi(z,y)|=—fulz,y)i— fi(z,y)j+k
0 1 fi(z,y)
a

A=a®) = [[ 1+ )P + (o) dady,

Piiklad 118 Najdéme obsah elipsy, kterd je vezem vdlce 22 + y* = 1 rovinou z = 2x +
2y + 1.
Reseni. Pomoci vyjse uvedeného vztahu dostdvdme

A:// \/1+4+4dxdy://3dxdy:3// dxdy = 3.
D D D
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20. Plosné integraly

a) Prvni typ plo$nych integrala
Definice 121 Plosny integrdl proniho typu funkce f(x,y, z) na plose S je definovdn jako

//sf(x’y’z)dsz//Df(F(u,v))W(u,v)\dudv:

lim Z f(?T(UZ, Uj))‘]\_f(ui,’l]jﬂ AUZ AU]'.

n,m—oo,A—0 -
i=1,7=1

(VSimnéme si, Ze N(u,v) = 7\ X 7.)
JestliZe je plocha S popséana rovnici z = h(z,y) pro (z,y) € D C R?, miiZeme pouZit r a
y jako parametry (spiSe nez u a v). V tom piipadé polozime u = z,v = y,

7= = (1,0, 0. (2,9)),
7y =17y = (0,1, h;(%y))?

; j k nd
T x Tyl = |10 Ry(x,y)|| = | —ihl(z,y) — jhy(z,y) + k| =
0 1 hy(z,y)

1 (i) + (o)

//s fw.y,2)dS = //D f(,y, h(z, y))\/l + (R (2, )2 + (B (2, y))? dady.

b) Druhy typ plosnych integrali

Plosny integral [[g f(x,y,z)dS je analogicky kiivkovému integralu [, f(z,y)ds. Exis-
tuje také druhy typ plosného integralu, ktery je analogicky krivkovému integralu typu
/. o P dx + D dy. Pro definici plosného integralu

//s f(z,y, 2) dedy

s drdy misto dS nahradime obsah AP; v definici plosného integralu prvniho typu jeho
projekci do roviny zy. Abychom vidéli, ¢eho tim dosdhneme, uvazujme normalovy vektor

k S

. N - - -
M= — =1cosa+ jcos [+ kcos~.
|V
Protoze I,
i 7k
— / / /
N = Ty Yu Rl
/ / /
xU yU ZU
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.
v 20(y,2) | -0(zx)  #0(x,y)
N_Za(u,v) tJ O(u,v) +k8(u,v)’

slozky jednotkového normalového vektoru 77 jsou

10w L1 dkn) 1 Ay
cosa = |J\7| Bu,0)’ cos 3 = ‘]\7‘ B, 0’ cos 7y |J\7| A, v) |
Pak
J[ sty = [[ e 2cosvas = [[ st nG dua
kde

—

dS = |N(u,v)|dudv = |7}, x 7, |dudv.

Podobné definujeme

//S [y, 2) dydz = //S f(x,y,2)cosadS = //S f(F<u’v))§EZ:3 dudo
//S f(z,y,2) dedx = //S f(x,y,2)cos BdS = //S fw“’“))ggz’,ii dudv.

Obecny plosny integral druhého typu je definovan jako soucet

// P(z,y, z) dydz + Q(x,y, z) dzdx + R(x,y, z) dedy =
s
= // (P(z,v, z) cosa+ Q(x,y, z)cos f + R(x,y, z) cosy) dS =
,2) 0(z,x) - O(z,y)
= [ (Ptuen G + Quitu, ) gD + Rt ) g ) dude
Zde P(x,y,2),Q(z,y,2) a R(x,y, z) jsou spojité funkce z,y a z.

Predpokladejme, Ze S je plocha z = h(zx,y), (x,y) € D. Potom miizeme polozit u = x,y =
v a

)
-|7 B =,

Ay, 2) _ 9y, 2)
Ou,v)  O(z,y) (z,9)

Oz,x)  O(zx)  |z(x,y) 1| _ ., .
O(u,v)  A(z,y) |7 (xy) o‘ (2, ),
O(x,y) _ O,y) _ ’ 1 0' 4
INu,v)  O(z,y) |0 1 '

Tedy
// P(z,y, 2) dydz + Q(x,y, 2) dzdx + R(x,y, 2) dedy =
S

= //D(—P(x,y,h(x,y))h;—Q(:ﬂ,y,h(m,y)))h;—I—R(x,y,h(x,y))))dxdy
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21. Veéta o divergenci

(Gaussova—Ostrogradského véta)

Predpokladejme, ze S je uzaviend po castech hladka plocha, ktera ohranicuje v prostoru
oblast w. Necht

F(x,y,2) = P(z,y,2)i + Q(z,y,2)] + R(z,y, 2)k

je vektorovy prostor se slozenymi funkcemi, které maji spojité parcialni derivace prvniho
fadu na w. Necht 77 je vnéjsi jednotkovy normélni vektor k S. Potom vétu o divergenci
(neboli tzv. Gaussova - Ostrogradského vétu) vyjadiime pomoci vzorce

//Sﬁﬁdsz///wﬁ-ﬁdv. (12.1.3)

Let us recall that dV = dx dy dz,

.9 - 9 - 0 -
T S X
v ox Z+8y ‘]+82

a definujeme tzv. divergenci vektorového prostoru F:
divF(z,y,2) =V - F(z,y,2) = P(z,y,2) + Qy(x,y,2) + R.(x,y, 2).
Vyjadreme vnéjsi jednotkovy vektor 7 jako
1 = (cos a, cos 3, cosy)

Potom vétu o divergenci (12.1.3) miZeme prepsat ve tvaru
// [P(l’, Y, 2) cosa + Q(xa Y, Z) COSﬁ + R(‘T? Y, Z) COS’V] ds =
s

- / / / Py, 2) + Q) (,y,2) + Ro(e,y, 2)] dudyd:,

nebo ve tvaru

// P(z,y, 2) dydz + Q(x,y, 2) dzdx + R(x,y, 2) dedy =
s

— ///W[Pé(lv,y, z) + Q;(:E,y, 2)+ R.(z,y, 2)] dedydz.

22. Stokeova véta

Definice 122 Orientovand plocha je plocha spolu s vybranym spojitym jednotkovym nor-
malnim vektorovym prostorem 1. Kladna orientace hranice C' orientované plochy S od-
povidd jednotkovému tecnému vektoru T takovému, Ze 1 X T vZdy ukazuje do S. Presvédcte
se, Ze pro rovinnou oblast s jednotkovym normadalnim vektorem k je kladnd orientace vnéjsi
hranice orientace proti sméru hodinovych rucicek.
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Véta 12.1.6 Necht S je orientovand, omezend a po ¢dstech hladkd plocha v prostoru s po-
zitioné orientovanou hranici. Predpokladejme, Ze slozky vektorového prostoru F(x,y, z)
magi spojité parcidlni derivace pruniho rddu v oblasti prostoru, kterd obsahuje S. Pak

]{ F.-Tds= // curl F - 71 dS, (12.1.4)
L+ S

kde L je hranicni krivka S.

Vsimnéte si, ze curl F' (or rot F') se nazyva rotace vektoru F' vypocitame ji podle vzorce

I VA A
curl F =V x I' = % a% % —
P Q R
= (R, — QL)i + (P.— R,)j + (@, — P))k.

Protoze mtizeme vyjadrit
1 = (cos a, cos 3, cosy)

Tds=7idx+jdy+kdz,
F = Pi+Qj+ Rk

vzorec (12.1.4) lze prepsat ve tvaru
/ Pdr+Qdy+ Rdz =
L+

/ /S (R, — Q) dydz + (P — R.) dzdz + (@, — P!) dudy.
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