Dvojný integrál


Regulární oblast je ohraničená oblast v rovině, jejíž hranicí je jednoduchá po částech hladká uzavřená 
rovinná křivka.

D1.
Průměr ohraničené rovinné oblasti je suprémum množiny všech vzdáleností mezi dvojicemi bodů této oblasti.


Dvě oblasti se nepřekrývají, jestliže žádná z nich neobsahuje vnitřní bod druhé.

D2.
Dělením uzavřené regulární rovinné oblasti Q nazýváme konečnou množinu uzavřených regulárních oblastí, jejichž sjednocením je oblast Q a z nichž žádné dvě se nepřekrývají.

D3.
Řekneme, že dělení D’ oblasti Q je zjemněním dělení D téže oblasti, jestliže každá oblast z D’ je podmnožinou některé oblasti z D.

D4.
Normou dělení D se nazývá maximum průměrů všech oblastí z D.

D5.
Dolním integrální součtem 

 nazveme součet 

.


Horním integrální součtem 

 nazveme součet 

.

V1.
Budiž D dělení ohraničené uzavřené regulární dvourozměrné oblasti Q, budiž D’ jeho zjemnění, budiž f spojitá funkce dvou proměnných definovaná v oblasti Q. Pak 

.

V2.
Budiž D dělení uzavřené regulární dvourozměrné oblasti Q, budiž D’  jeho zjemnění, budiž f spojitá funkce dvou proměnných na Q. Pak 

.

V3.
Budiž D1, D2, dvě dělení uzavřené regulární dvourozměrné oblasti Q, budiž f spojitá funkce dvou proměnných definovaná v oblasti Q. Pak 

.

V4.
Budiž uzavřená regulární dvourozměrná oblast, budiž f spojitá funkce dvou proměnných definovaná v oblasti Q. Pak ke každému číslu 

 existuje dělení D oblasti Q takové, že 

.

V5.
Budiž uzavřená regulární dvourozměrná oblast, budiž f spojitá funkce dvou proměnných definovaná v oblasti Q. Pak suprémum množiny dolních integrálních součtů 

 pro všechna dělení D oblasti Q se rovná infímu množiny horních integrálních součtů 

 pro všechna dělení D oblasti Q.

D6.
Budiž Q uzavřená regulární dvourozměrná oblast, budiž f spojitá funkce dvou proměnných definovaná v oblasti Q. Společná hodnota supréma množiny dolních integrálních součtů 

 pro všechna dělení D oblasti Q a infíma množiny horních integrálních součtů 

 pro všechna dělení D oblasti Q se nazývá dvojný integrál z funkce f přes oblast Q a značí se 

.

V6.
Budiž Q uzavřená regulární dvourozměrná oblast, budiž f spojitá funkce dvou proměnných definovaná v oblasti Q. Budiž 

 posloupnost dělení oblasti Q taková, že pro každé přirozené číslo n je dělení 

 zjemněním dělení 

 a norma dělení 

 pro 

 konverguje k nule. Potom




.

V7.
Budiž Q uzavřená regulární dvourozměrná oblast, budiž f spojitá funkce dvou proměnných definovaná v oblasti Q. Budiž k libovolné reálné číslo. Pak 

.

V8.
Budiž Q uzavřená regulární dvourozměrná oblast, budiž f1, f2 spojité funkce dvou proměnných definované v oblasti Q. Pak 

.

V9.
Budiž Q1, Q2 dvě nepřekrývající se uzavřené regulární dvourozměrné oblasti, jejichž sjednocením je oblast Q, budiž f spojitá funkce dvou proměnných definovaná v oblasti Q. Pak 


.

V10.
Fubiniova Budiž Q uzavřená regulární oblast v rovině omezená křivkami 

, 

 a přímkami 


, 

, kde x1, x2 jsou reálná čísla, 

, a y1, y2 jsou funkce jedné proměnné x definované a spojité na intervalu 

 a takové, že 

 pro všechna 

. Budiž f spojitá funkce dvou proměnných definovaná v oblasti Q. Pak 

.

D7.
Výraz na pravé straně uvedené rovnosti se nazývá dvojnásobný integrál.

V11.
Budiž Q uzavřená regulární oblast v rovině omezená křivkami 

, 

 a přímkami 

, 

, kde y1, y2 jsou reálná čísla, 

, a x1, x2 jsou funkce jedné proměnné y definované a spojité na intervalu 

 a takové, že 

 pro všechna 

. Budiž f spojitá funkce dvou proměnných definovaná v oblasti Q. Pak 

.

D8.
Říkáme, že funkce 

, 

 zobrazují vzájemně jednoznačně oblast Q* na oblast Q, jestliže

1)  pro každá dvě čísla u, v taková, že bod 

 leží v Q*, bod 

 určený těmito rovnicemi leží v Q;

2)  ke každým dvěma číslům x, y takovým, že bod 

 leží v Q, existuje právě jedna dvojice čísel u, v taková, že bod 

 leží v Q* a platí 

, 

.

Uvedená dvojice funkcí se nazývá vzájemně jednoznačné zobrazení oblasti Q* na oblast Q.

D9.
Nechť 

, 

 je vzájemně jednoznačné zobrazení oblasti Q* na oblast Q. Nechť obě funkce mají v oblasti Q* spojité parciální derivace podle obou nezávislých proměnných. Potom determinant: 

 se nazývá jakobián zobrazení daného těmito funkcemi.

V12.
(o substituci v dvojném integrálu). Nechť Q a Q* jsou uzavřené regulární oblasti. Nechť existuje vzájemně jednoznačné zobrazení 

, 

 oblasti Q* na oblast Q. Nechť obě funkce mají v oblasti Q* spojité parciální derivace podle obou proměnných a nechť jakobián uvedeného zobrazení je 
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. Budiž f funkce dvou proměnných x, y definovaná a spojitá v oblasti Q. Pak 


.

V13.
Budiž Q uzavřená regulární oblast v rovině. Pak 

 je roven obsahu oblasti Q.

V14.
Nechť Q je uzavřená oblast v rovině, nechť f je funkce dvou proměnných definovaná a spojitá v oblasti Q, která v této oblasti nabývá pouze nezáporných hodnot. Budiž T těleso omezené rovinou os x a y, grafem funkce 

 a kolmou válcovou plochou, jejíž řídicí křivkou je hranice oblasti Q. Pak objem tělesa T je 

.

V15.
Budiž P část plochy dané rovnicí 

, jejíž průmětem do roviny os x, y je uzavřená regulární oblast Q. Nechť funkce F má spojité parciální derivace podle všech proměnných x, y, z a 

. Potom obsah plochy P je 

, kde za z se dosahuje hodnota přiřazená dvojici hodnot x, y tak, že bod 

 leží na P.

V16.
Budiž Q uzavřená regulární oblast v rovině, budiž S její obsah. Nechť plošná hustota oblasti Q je konstantní. Pak těžiště T oblasti Q má souřadnice xT, yT dané vzorci: 

, 

.

V17.
Budiž Q uzavřená regulární oblast v rovině. Pak její moment setrvačnosti vzhledem k ose x je 


, její moment setrvačnosti vzhledem k ose y je 

.

Trojný integrál
D10.
Dolním integrální součtem 

 nazveme součet 

.


Horním integrální součtem 

 nazveme součet 

.

D11.
Budiž  ohraničená třírozměrná regulární oblast, budiž f spojitá funkce tří proměnných definovaná v oblasti . Společná hodnota supréma množiny dolních integrálních součtů 

 pro všechna dělení D oblasti  a infíma množiny horních integrálních součtů 

 pro všechna dělení D oblasti  se nazývá trojný integrál z funkce f přes oblast  a značí se 

.

V18.
Budiž  uzavřená regulární třírozměrná oblast, budiž f spojitá funkce tří proměnných definovaná v oblasti . Budiž 

 posloupnost dělení oblasti  taková, že pro každé přirozené číslo n je dělení 

 zjemněním dělení 

 a norma dělení 

 pro 

 konverguje k nule. Potom 

.

V19.
Budiž  uzavřená regulární trojrozměrná oblast, budiž f spojitá funkce tří proměnných definovaná v oblasti . Budiž k libovolné reálné číslo. Pak 

.

V20.
Budiž  uzavřená regulární trojrozměrná oblast, buďtež f1, f2 spojité funkce tří proměnných definované v oblasti . Pak 

.

V21.
Buďtež  1,  2 dvě nepřekrývající se uzavřené regulární dvourozměrné oblasti, jejichž sjednocením je oblast , budiž f spojitá funkce dvou proměnných definovaná v oblasti . Pak 

.

V22.
Fubiniova Budiž  uzavřená regulární třírozměrná oblast omezená plochami 

, 

, válcovými plochami 

, 

 a přímkami 

, 

, kde x1, x2 jsou reálná čísla, 

, a y1, y2 jsou funkce jedné proměnné x definované a spojité na intervalu 

 a takové, že 

 pro všechna 

 a z1, z2 jsou funkce dvou proměnných x, y definované a spojité v rovinné oblasti ohraničené křivkami 

, 

 a přímkami 

, 

 a takové, že 

 pro všechny dvojice x, y z uvedené oblasti. Budiž f spojitá funkce dvou proměnných definovaná v oblasti . Pak 

.

D12.
Výraz na pravé straně uvedené rovnosti se nazývá trojnásobný integrál.

D13.
Říkáme, že funkce 

, 

,  

zobrazují vzájemně jednoznačně oblast  * na oblast , jestliže

1)  pro každá tří čísla u, v, w taková, že bod 

 leží v  *, bod 

 určený těmito rovnicemi leží v ;

2)  ke každým třem číslům x, y, z takovým, že bod 

 leží v , existuje právě jedna trojice čísel u, v, w taková, že bod 

 leží v  * a platí 

, 

,  

.


Uvedená dvojice funkcí se nazývá vzájemně jednoznačné zobrazení oblasti  * na oblast .

D14.
Nechť 

, 

,  

 je vzájemně jednoznačné zobrazení oblasti  * na oblast . Nechť obě funkce mají v oblasti  * spojité parciální derivace podle všech nezávislých proměnných. Potom determinant 

 se nazývá jakobián zobrazení daného těmito funkcemi.

V23.
(o substituci v trojném integrálu). Nechť  a  * jsou uzavřené regulární třírozměrné oblasti. Nechť existuje vzájemně jednoznačné zobrazení 

, 

,  

 oblasti  * na oblast . Nechť funkce mají v oblasti spojité parciální derivace podle všech nezávislých proměnných a nechť jakobián uvedeného zobrazení je 

. Budiž f funkce tří proměnných x, y, z definovaná a spojitá v oblasti . Pak 

.

V24. Budiž uzavřená regulární třírozměrná oblast. Pak 

 je roven objemu oblasti .

V25.
Budiž  uzavřená regulární třírozměrná oblast, budiž V její objem. Nechť hustota oblasti  je konstantní. Pak těžiště T oblasti  má souřadnice xT, yT , zT dané vzorci: 

, 

, 

.

V26.
Budiž  uzavřená regulární třírozměrná oblast. Pak její moment setrvačnosti vzhledem k ose x je 

, její moment setrvačnosti vzhledem k ose y je 

, a její moment setrvačnosti vzhledem k ose z je 

.

Exaktní diferenciální rovnice

D15.
Rovnice 

, kde P, Q jsou spojité funkce dvou proměnných x, y se nazývá exaktní, jestliže výraz na její levé straně je totálním diferenciálem, tj. jestliže existuje funkce 

 taková, že 

, 

.

D16.
Oblast D v rovině se nazývá jednoduše souvislá, jestliže pro každou jednoduchou uzavřenou křivku C ležící v oblasti D platí, že všechny body ležící uvnitř křivky C patří do oblasti D.

V27.
Nechť P, Q jsou funkce dvou proměnných x, y definované a spojité v jednoduše souvislé oblasti D a nechť  mají v D spojité parciální derivace. Rovnice 

 je v oblasti D exaktní právě tehdy, platí-li v každém bodě oblasti D rovnost 

.

V28.
Budiž 

 exaktní diferenciální rovnice a nechť 

 je funkce taková, že 

, 

. Budiž 

 řešení této rovnice. Pak pro všechny hodnoty x z definičního oboru funkce y platí 

, kde C je konstanta.

D17.
Nechť je dána rovnice tvaru 

 (kde P, Q jsou funkce splňující předpoklady věty 27, která není exaktní). Funkce 

 je exaktní, se nazývá integrační faktor dané rovnice.

Křivkové integrály

D18.
Nechť x, y, z jsou spojité funkce proměnné t se společným definičním oborem D. Nechť J je interval ležící v D. Říkáme, že soustava vztahů 

, 

,

, 

 je parametrickým vyjádřením křivky C, jestliže C je množinou bodů o souřadnicích 

, 

,

 daných uvedenými rovnicemi pro 

. Proměnná t se nazývá parametr.

D19. Budiž 

, 

,

, 

 parametrické vyjádření křivky C. Jestliže pro libovolnou dvojici různých čísel t1, t2 z intervalu J, nejvýše s výjimkou dvojice tvořené krajními body intervalu J, platí 

, pak toto parametrické vyjádření se nazývá jednoduché.

D20.
Křivka, pro niž existuje jednoduché parametrické vyjádření, se nazývá jednoduchá. Má-li v tomto vyjádření interval J krajní body a, b a je-li 

, nazývá se taková křivka uzavřená.

D21.
Křivka se nazývá hladká, lze-li ji parametricky vyjádřit funkcemi 

, 

,

 tak, že derivace 

, 

,

 jsou spojité pro všechny hodnoty parametru t. Křivka se nazývá po částech hladká, je-li sjednocením konečného počtu hladkých křivek.

D22.
Budiž 

, 

,

, 

 příslušné parametrické vyjádření křivky C. Diferenciál oblouku křivky C je výraz 

. 

Křivkový integrál I. druhu
D21.
Budiž C jednoduchá po částech hladká křivka, kterou lze parametricky vyjádřit tak, aby parametr t probíhal uzavřený interval 

 a toto vyjádření bylo jednoduché. Dělením křivky C nazveme konečnou množinu oblouků, z nichž žádné dva se nepřekrývají a jejichž sjednocením je křivka C.

D22.
Řekneme, že dělení D’ je zjemněním dělení D křivky C, jestliže každý oblouk dělení D’ je částí oblouku dělení D.

D23.
Norma dělení D křivky C je maximum délek jeho oblouků.

D24.
Dolním integrální součtem 

 nazveme součet 

.


Horním integrální součtem 

 nazveme součet 

.

D25.
Budiž C jednoduchá po částech hladká křivka, kterou lze parametricky vyjádřit tak, aby parametr t probíhal uzavření interval 

. Budiž f funkce tří proměnných definovaná a spojitá ve všech bodech křivky C. Společná hodnota supréma množiny dolních integrálních součtů 

 pro všechna dělení D křivky C a infíma množiny horních integrálních součtů 

 pro všechna dělení D křivky C se nazývá křivkový integrál I. druhu z funkce f po křivce C a značí se 

.

V29.
Budiž C uzavřená po částech hladká křivka, kterou lze parametricky vyjádřit tak, aby parametr t probíhal uzavřený interval 

. Budiž f funkce tří proměnných definovaná a spojitá ve všech bodech křivky C. Budiž 

 posloupnost dělení křivky C taková, že pro každé přirozené číslo n je dělení 

 zjemněním dělení 

 a norma dělení 

 pro 

 konverguje k nule. Potom 

.

V30.
Budiž C křivka s vlastnostmi popsanými ve větě 29, budiž f funkce tří proměnných definovaná a spojitá ve všech bodech křivky C. Budiž k libovolné reálné číslo. Pak 

.

V31.
Budiž C křivka s vlastnostmi popsanými ve větě 29, buďtež f1, f2 funkce tří proměnných definované a spojité ve všech bodech křivky C. Pak 

.

V32.
Budiž C křivka s vlastnostmi popsanými ve větě 29, a nechť C je sjednocením dvou nepřekrývajících se křivek C1, C2. Budiž f funkce tří proměnných definovaná a spojitá ve všech bodech křivky C. Pak 

.

V33.
Budiž C jednoduchá po částech hladká křivka s jednoduchým parametrickým vyjádřením 

, 

,

, 

. Budiž f funkce tří proměnných definovaná a spojitá ve všech bodech křivky C. Potom 

.

V34.
Budiž C křivka s vlastnostmi popsanými ve větě 33. Pak délka křivky C je rovna 

.

V35. Budiž C křivka s vlastnostmi popsanými ve větě 33. Nechť se C skládá z hmotných bodů, nechť lineární hustota ve všech jejích bodech je konstantní. Pak její těžiště je 

, kde 

, 

, 

, a l značí délku křivky.

V36.
Budiž C křivka s vlastnostmi popsanými ve větě 33. Nechť je C hmotná a její hustota ve všech bodech je rovna jedné. Pak její moment setrvačnosti vzhledem k ose x je 

 a její moment setrvačnosti vzhledem k ose y je 

.

Křivkový integrál II. druhu

Mějme nějakou množinu D v rovině. Každé dvojici čísel x, y takové, že bod o souřadnicích 

 patří do D, přiřadíme nějaký dvourozměrný vektor 

. Toto přiřazení budeme nazývat vektorovou funkcí.
D26.
Dolním integrální součtem 

 nazveme součet 

,


dolním integrální součtem 

 nazveme součet.

,


horním integrální součtem

 nazveme součet 



a konečně horním integrální součtem

 nazveme součet 

.

V37.
Budiž C jednoduchá po částech hladká orientovaná rovinná křivka, kterou lze parametricky vyjádřit s parametrem definovaným na uzavřeném intervalu, budiž 

 vektorová funkce dvou skalárních proměnných definovaná a spojitá ve všech bodech křivky C. Budiž 

 posloupnost dělení křivky C taková, že pro každé přirozené číslo n je dělení 

 zjemněním dělení 

 a norma dělení 

 pro 

 konverguje k nule. Potom 

, 

.

D27.
Nechť jsou splněny předpoklady věty 37. Pak značíme 

, 

. Součet těchto výrazů nazýváme křivkový integrál II. druhu z vektorové funkce 

 po křivce C a značíme jej 

.

V38.
Budiž C  křivka s vlastnostmi popsanými ve větě 37. Budiž 

 vektorová funkce dvou skalárních proměnných definovaná a spojitá ve všech bodech křivky C. Budiž k libovolné reálné číslo. Pak 

.

V39.
Budiž C křivka s vlastnostmi popsanými ve větě 37, buďtež 

, 

 vektorové funkce dvou skalárních proměnných definované a spojité ve všech bodech křivky C. Pak 

.

V40.
Budiž C křivka s vlastnostmi popsanými ve větě 37 a nechť C je sjednocením dvou nepřekrývajících se křivek C1, C2, přičemž orientace křivek C1, C2 je určena orientací křivky C. Budiž 

 vektorová funkce dvou skalárních proměnných definovaná a spojitá ve všech bodech křivky C. Pak 

.

V41.
Budiž C jednoduchá po částech hladká orientovaná křivka s parametrickým vyjádřením 

, 

, 

. Budiž 

 vektorová funkce dvou skalárních proměnných definovaná a spojitá ve všech bodech křivky C. Potom 

.

V42.
Nechť D je jednoduše souvislá oblast v rovině, nechť M1, M2 jsou dva body v D, nechť 

 je totální diferenciál nějaké funkce 

 v oblasti D. Pak pro libovolné dvě jednoduché po částech hladké křivky C1, C2 ležící v D, spojující body M1, M2 a orientované z M1 do M2 je 

. Tento integrál je roven rozdílu hodnot funkce

 v bodě M2 a v bodě M1.

V43.
Nechť D je jednoduše souvislá oblast v rovině, nechť 

 je totální diferenciál nějaké funkce 

 v oblasti D. Nechť C je jednoduchá po částech hladká uzavřená křivka ležící v oblasti D. Pak 

.

D28.
Říkáme, že skalární funkce 

 je potenciálovou funkci vektorové funkce 

, jestliže 

.

V44.
Greenova Budiž C kladně orientovaná jednoduchá po částech hladká uzavřená rovinná křivka, budiž D uzavřená regulární oblast ohraničená křivkou C. Budiž 

 vektorová funkce dvou skalárních proměnných definovaná a spojitá v oblasti D a nechť v D existují spojité parciální derivace 

, 

. Pak 

.

V45.
Budiž D uzavřená regulární oblast v rovině. Nechť C je její kladně orientovaná hranice. Pak obsah oblasti D 
je 

.

Funkce komplexní proměnné

K množině R reálných čísel se přidá nový prvek i zvaný imaginární jednotka a definuje se pro něj 

.

Nový číselný obor se skládá z čísel tvaru 

, kde x, y jsou reálná čísla. Těmto číslům se říká komplexní čísla, množina všech těchto čísel se nazývá množina (obor) komplexních čísel a značí se C. Množina R všech reálných čísel je pak podmnožinou množiny C. Obecně se komplexní číslo značí 

.

Je-li 

, je 

 reálné číslo. Je-li 

, 

, je 

 a říká se mu ryze imaginární číslo.

Imaginární číslo je každé komplexní číslo, které není reálné, tedy číslo 

, kde 

.

Reálné číslo x ve výrazu 

 se nazývá reálná část čísla z a značí se 

. Číslo y se nazývá imaginární 
část čísla z a značí se 

. Můžeme tedy psát 

.

Komplexním číslům přiřazujeme body roviny, která se nazývá Gaussova rovina. Nemluvíme zde o osách x a y, 
ale o reálné ose a o imaginární ose.

Absolutní hodnotou čísla 

 je reálné číslo 

. Je to vzdálenost obrazu čísla z do obrazu čísla 0 v Gaussově rovině, a tedy obdoba polární souřadnice r. Podobně obdobou souřadnice  je argument čísla z; budeme jej také značit písmenem.  nazýváme hlavní hodnotou argumentu čísla z a značíme 

. Argument čísla z je nekonečná množina reálných čísel tvaru 

 pro všechna celá čísla k.

Každé nenulové komplexní číslo z lze tedy vyjádřit v goniometrickém tvaru 

, kde 


.

Číslo komplexně sdružené k číslu 

 je číslo 

. Platí 

, 

, 

, kde 
výraz na pravé straně značí množinu všech čísel opačných k číslům z množiny 

.

V oboru komplexních čísel každá algebraická rovnice 

, kde 

 jsou 
komplexní čísla, x je neznámá a n je kladné celé číslo, má alespoň jeden kořen. Toto tvrzení se nazývá 
základní věta algebry.

D29.
Zobrazení f, které každému číslu z z dané množiny D komplexních čísel přiřazuje komplexní číslo 

, se nazývá funkce komplexní proměnné. Množina D se nazývá definiční obor funkce f.

D30.
Říkáme, že funkce komplexní proměnné 

 je spojitá v bodě z0, jestliže existuje funkční hodnota 

 a ke každému kladnému (reálnému) číslu  existuje kladné číslo  tak, že pro každé číslo takové, že 

, je 

. Funkce 

 je spojitá v množině komplexních čísel D, je-li spojitá v každém bodě 

.

D31.
Kruhové okolí bodu z0 v Gaussově rovině je vnitřek kruhu o středu v bodě z a o poloměru , kde  je libovolné kladné číslo. Jinými slovy, je to množina všech komplexních čísel z, pro něž platí nerovnost 

.

D32.
Říkáme, že funkce komplexní proměnné 

 má v bodě z0 (vlastní) limitu a, jestliže ke každému kladnému číslu  existuje kladné číslo  tak, že pro každé číslo z takové, že 

, je 

. Píšeme 

.

D33.
Říkáme, že funkce komplexní proměnné 

 má v bodě z0 (nevlastní) limitu 

, jestliže ke každému kladnému čísli  existuje kladné číslo  tak, že pro každé číslo z takové, že 

, je 

. Píšeme 

.

D34.
Říkáme, že funkce komplexní proměnné 
[image: image2.wmf](
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 má v bodě 

 (vlastní) limitu a, jestliže ke každému kladnému číslu  existuje kladné číslo  tak, že pro každé číslo z takové, že 

, je 

. Píšeme 

.

D35.
Říkáme, že funkce komplexní proměnné 

 má v bodě 

 limitu 

, jestliže ke každému kladnému číslu  existuje kladné číslo  tak, že pro každé číslo z takové, že 

, je 

. Píšeme 

.

D36.
Zobrazení f, které každému reálnému číslu t z dané množiny D reálných čísel přiřazuje komplexní číslo 

, se nazývá komplexní funkce reálné proměnné. Množina D se nazývá definiční obor funkce f. U komplexní funkce reálné proměnné 

 zpravidla zkoumáme funkce 

, 

; píšeme 

. Funkce 

, 

 jsou reálné funkce reálné proměnné.

D37.
Říkáme, že posloupnost 

 komplexních čísel má limitu a, jestliže ke každému kladnému číslu  existuje přirozené číslo n0 tak, že pro každé přirozené číslo 

 je 

. Píšeme 

.

V46.
Budiž 

 posloupnost komplexních čísel. Pro každé přirozené číslo n budiž 

, 

. Komplexní číslo 

 je limitou posloupnosti 

 právě tehdy, má-li posloupnost 

 limitu b a posloupnost 

 limitu c.

Nekonečná číselná řada je opět výraz 

, kde 

 je posloupnost komplexních čísel. Značí se také 

.

Součet řady se stejně jako u řad s reálnými členy definuje jako 

, tedy jako limita posloupnosti částečných součtů. Je-li tato limita konečná, řada se nazývá konvergentní.

V47.
Budiž 

 nekonečná řada komplexních čísel. Tato řada je konvergentní právě tehdy, jsou-li konvergentní řady reálných čísel 

, 

; v tom případě platí 

.

V48.
Nechť řada komplexních čísel 

 je konvergentní. Pak platí 

.

Řada 

 se nazývá absolutně konvergentní, jestliže řada 

 je konvergentní. Zde jde ovšem o 
absolutní hodnoty komplexních čísel.

V49.
Nechť řada komplexních čísel 

 je absolutně konvergentní. Pak tato řada je konvergentní.

Geometrická řada je řada tvaru 

, kde a1, q jsou nějaká komplexní čísla; číslo q se nazývá kvocient řady.

V50.
Budiž 

 geometrická řada komplexních čísel, nechť 

. Tato řada je konvergentní právě tehdy, je-li 

. Její součet je pak 

.

V51.
D’Alembertovo kritérium Budiž 

 řada komplexních čísel a nechť existuje 

. Je-li 

, pak řada 

 je absolutně konvergentní; je-li 

, pak je divergentní.

Mocninná řada je řada tvaru 

, kde z0 je komplexní číslo zvané střed mocninné řady, an pro 
všechna přirozená čísla n jsou komplexní čísla zvaná koeficienty mocninné řady a z je komplexní pro
měnná.

V52.
Budiž 

 mocninná řada v komplexním oboru. Pak nastává právě jeden ze tří případů:

1)  řada je absolutně konvergentní pro všechna komplexní čísla z;

2)  řada je absolutně konvergentní pouze pro 

;

3)  existuje kladné číslo R takové, že řada je absolutně konvergentní pro všechna komplexní čísla z uvnitř kruhu omezeného kružnicí 

 a je divergentní pro všechna komplexní čísla z vně tohoto kruhu.

Ve třetím případě se mluví o čísle R. V prvním případě můžeme položit 

, v druhém případě 

. Ve všech případech pak R nazýváme poloměr konvergence řady 

.

V53.
Budiž 

 mocninná řada v komplexním oboru a nechť existuje limita 

. Pak poloměr konvergence mocninné řady 

 je roven této limitě.

D38.
Budiž z komplexní číslo, n přirozené číslo. Pak n-tá odmocnina 

 z čísla z je množina všech čísel w takových, že 

. Prvky této množiny se nazývají hodnoty n-té odmocniny z čísla z.

V54.
Je-li z komplexní číslo 

, a je-li n přirozené číslo, pak 

 má právě n různých hodnot.

V55.
Budiž z komplexní číslo, 

, budiž n přirozené číslo. Budiž w jedna hodnota n-té odmocnin z čísla z. Pak všechny hodnoty této odmocniny mají tvar 

 pro 

.

Pomocí součtu nekonečné mocninné řady lze definovat exponenciální funkci 

. Je to rozšíření 
funkce 

 z reálné osy na celou Gaussovu rovinu. Uvedená mocninná řada konverguje absolutně pro 
všechna komplexní čísla z. Dosadíme-li za z reálné číslo, dostaneme hodnotu 

. Pomocí exponenciální 
funkce lze goniometrický tvar komplexního čísla 

 kde 

, převést na 
exponenciální tvar 

. Také n-tou odmocninu 

 z jedné lze psát 

.

Hledejme nyní k nenulovému komplexnímu číslu z takové číslu w, že 

. Budeme psát 

, 

, kde u, v,  x, y jsou reálná čísla. Je zřejmě 

, 

. Z toho máme 

, 

. Z toho 

, 

. Množina čísel s uvedenou vlastností je tedy 

; říkáme jí logaritmus čísla z. Je to funkce mnohoznačná; každému nenulovému komplexnímu číslu z přiřazuje nekonečně mnoho funkčních hodnot. Hlavní hodnotou logaritmu čísla z se nazývá 

.

Pro každé celé číslo k funkce 

 nazýváme větvení logaritmické funkce 

.

Pomocí exponenciální funkce 

 a logaritmické funkce 

 se definuje obecná mocnina 

, kde a, z jsou 
komplexní čísla, 

. Je definována vztahem 

.

Funkce 

, kde a je konstanta a z je proměnná, se nazývá obecná exponenciální funkce. Funkce 


 se nazývá obecná mocninná funkce.





















V56.
Komplexní funkce 

 reálné proměnné t má derivaci právě ve všech bodech, v nichž ji mají reálné funkce reálné proměnné 

, 

 a platí 

.

V57.
Neurčitý integrál z komplexní funkce 

 reálné proměnné t existuje právě tehdy, existují-li neurčité integrály z reálných funkcí reálné proměnné 

, 

 a platí 

.

V58.
Určitý integrál z komplexní funkce 

 reálné proměnné t v mezích od a do b, kde a, b jsou reálná čísla nebo symboly 

, 

, existuje právě tehdy, existují-li určité integrály v týchž mezích z reálných funkcí reálné proměnné 

, 

 a platí 

.

D39.
Derivací 

 funkce komplexní proměnné 

 (ve vnitřním bodě z jejího definičního oboru) nazýváme limitu 

.

D40.
Funkce 

 se nazývá analytická v bodě z0, existují-li v okolí bodu z0, v jehož každém bodě má funkce 

 derivaci. Funkce 

 se nazývá analytická na množině M, je-li analytická v každém bodě množiny M. Body, ve kterých je funkce 

 analytická, jsou její regulární body, ostatní body jsou její singulární body.

V59.
Je-li funkce 

 analytická v oblasti Q, pak v této oblasti platí 

, 
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D41.
Rovnosti 

, 
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 se nazývají Cauchyovy-Riemanovy podmínky. Tyto podmínky tedy musejí být splněny, aby funkce byla v daném bodě analytická. Z jejich platnosti obecně existence derivace nevyplývá; je zapotřebí, aby byly splněny ještě některé další podmínky.

V60.
Pro všechny posloupnosti dělení 

 křivky C takové, že dělení 

 je zjemněním dělení 

 pro kaž-dé přirozené číslo n a norma dělení 

 pro 

 konverguje k nule, je 

 tatáž. Nazývá se integrál z funkce 

 po křivce C a značí se 

.

V61.
Budiž C orientovaná jednoduchá po částech hladká křivka daná rovnicí 

 pro 

, kde a, b jsou reálná čísla. Budiž 

 funkce komplexní proměnné definovaná a spojitá ve všech bodech křivky C. Pak 

.

Laplaceova transformace

D42.
Nechť F je množina všech komplexních funkcí 

 reálné proměnné t, které vyhovují těmto podmínkám:

1)  Funkce 

 je po částech spojitá pro 

.

2)  Funkce 

 má pro všechna záporná t hodnotu nula.

3)  K funkci 

 existují konstanty M,  tak, že 

 pro každé reálné t.


Funkce patřící do množiny F budeme nazývat předměty.

V62.
Nechť funkce 

 je předmětem. Potom integrál 

 konverguje absolutně pro všechny hodnoty komplexní proměnné s, pro něž je 

, kde  je konstanta z podmínky 3. Funkce 

 definovaná tímto integrálem je analytickou funkcí v polorovině 

.

D43.
Komplexní funkci 

 komplexní proměnné s, která je dána výrazem 

, nazýváme 
obrazem funkce 

 v Laplaceově transformaci neboli Laplaceovým obrazem funkce 

. Transformaci, která převádí 

 na 

, nazýváme Laplaceovou transformací. Laplaceův obraz funkce 

 značíme L

. Píšeme tedy L

. Někdy užíváme stručnější zápisu 

.

V63.
o linearitě Nechť 

 a 

 jsou předměty, nechť L

, L

. Nechť a, b jsou libo
volné komplexní konstanty. Pak také funkce 

 je předmětem a platí 
L

.

V64.
o podobnosti Nechť 

 je předmět, nechť 

 je jeho Laplaceův obraz. Nechť a je reálná konstanta, 

. Pak také 

 je předmět a platí: L

.

V65.
o tlumení Nechť 

 je předmět, nechť 

 je jeho Laplaceův obraz. Nechť a je reálná konstanta, 

. Pak 

 je rovněž předmět a platí L

.

V66.
o derivování předmětu Předpokládejme, že funkce 

 je předmětem a má derivaci 

, která je rovněž předmětem. Nechť 

 je spojitá v intervalu 

 a spojitá zprava v bodě 0. Je-li 

 Laplaceův obraz funkce 

, platí L

.

V67.
o integrování předmětu Nechť 

 je předmět, nechť 

 je jeho Laplaceův obraz. Potom funkce 

 je rovněž předmětem a platí L

.

V68.
o derivování obrazu Nechť 

 je předmět, nechť 

 je jeho Laplaceův obraz. Pak 

 je rovněž předmět a platí L

.

Řady

Číselné řady

D44.
Říkáme, že řada 
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V69.
Nechť řada 
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Řada harmonická: 
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V70.
Je-li 
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V71.
Integrální kritérium. Nechť 
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V72.
Porovnávací kritérium. Nechť platí 
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1. Je-li řada 
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2. Je-li řada 
[image: image28.wmf]a

n

n

=

¥

å

1

 divergentní, pak řada 
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V73.
Podílové kritérium. Nechť pro řadu 
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1. Je-li 
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V74.
Odmocninové kritérium (pro řady s nezápornými členy). Je dána řada 
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2. Je-li 
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D45.
Absolutní konvergence řady. Říkáme, že řada 
[image: image41.wmf]a

n

n

=

¥

å

1

 konverguje absolutně, jestliže konverguje řada absolutních hodnot 
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V75.
Nechť řada 
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D46.
Nechť 
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 Utvořme řadu 
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 Tato řada je alternující.

V76.
Leibnizovo kritérium. Nechť platí 
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V78.
Weierstrassovo kritérium stejnoměrné konvergence řady. Nechť členy řady 
[image: image73.wmf]u

x

n

n

=

¥

å

1

 jsou majorizovány členy konvergentní číselné řady 
[image: image74.wmf]c

n

n

=

¥

å

1

 v oboru D, což znamená, že pro každé 
[image: image75.wmf]x

D

Î

 platí 
[image: image76.wmf](

)

u

x

c

n

n

£

; 
[image: image77.wmf]n

=

1

2

,

,

K

 Pak řada 
[image: image78.wmf]u

x

n

n

=

¥

å

1

 je stejnoměrně konvergentní v oboru D.

V79.
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V81.
O derivování součtu funkční řady. Nechť funkce 
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O integrování součtu mocninné řady. Nechť mocninná řada 
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Abelova věta. Nechť řada 
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Nechť mocninná řada 
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Taylorova řada. Nechť funkce f je definovaná v nějakém okolí bodu 
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Nechť mocninná řada 
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Zápisy některých funkcí pomocí řad
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Fourierovy řady
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D54.
Předpokládejme, že máme funkci f 2 periodickou a integrovatelnou. Utvořme řadu f(x), kde a0, ak a bk jsou dány výše. Tato řada se nazývá Fourierova řada funkce f.

V96.
Věta o konvergenci. Nechť 2 periodická funkce f je po částech monotónní a ohraničená v intervalu 
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[image: image203.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

s

x

f

x

f

x

=

+

+

-

1

2

.

D55.
Funkce f je v intervalu 
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V97.
Nechť funkce f je po částech monotónní v 
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Ortogonální soustavy

D56.
Nechť X je množina (neprázdná), nechť 
[image: image222.wmf]d
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Pak množina X s funkcí d se nazývá metrický prostor, značíme 
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D57.
Definice konvergence v 
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V98.
Posloupnost může mít nejvýše jednu limitu (nemusí mít žádnou).

V99.
O spojitosti vzdálenosti. Nechť 
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D58.
Úplnost metrických prostorů. Nechť 
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V100.
Každá konvergentní posloupnost je Cauchyovská.

D59.
Metrický prostor se nazývá úplný, jestliže v něm každá Cauchyovská posloupnost má limitu.
D60.
Nechť X je lineární vektorový prostor („KANODAJ“). Nechť každému 
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Pak říkáme, že X je normovaný prostor, funkce 
[image: image258.wmf]x

 se nazývá norma vektoru x.

V101.
V normovaném prostoru lze zavést vzdálenost. Položme pro 
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D61.
Normovaný prostor, který je úplný v přiřazené metrice se nazývá Banachův prostor.

D62.
Nechť X je lineární vektorový prostor. Nechť každým dvěma prvkům (
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Pak prostor X s funkcí 
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V102.
V prostoru se skalárním součinem lze zavést normu předpisem 
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D63.
Prostor se skalárním součinem, který je úplný v přidružené metrice se nazývá Hilbertův prostor.

D64.
Nechť je dán H, např. 
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D65. Funkce 
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V103.
Máme-li ortogonální posloupnost 
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, můžeme dostat ortonormální posloupnost předpisem 
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D66.
Definice Fourierovy řady. Pro každou funkci 
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 Tato řada se nazývá Fourierova řada funkce f vzhledem k ortonormálním systému 
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V104.
O nejlepší aproximaci. Mezi všemi lineárními kombinacemi 
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 existuje právě jedna, která má nejmenší vzdálenost od funkce f. Tato specielní lineární kombinace má tvar 
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D67.
Ortogonální systém funkcí 
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V105.
Besselova nerovnost. Pro koeficienty ci platí 
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V106.
Systém 
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V107.
Jsou-li a, b konečná čísla, pak soustava ortogonálních polynomů je úplná v 
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