Diferenciální rovnice

D1.
Rovnice typu 

, kde 

 je neznámá funkce proměnné x z jistého oboru I na-
zveme obyčejnou diferenciální rovnicí n-tého řádu. Řádem rovnice rozumíme řád nejvyšší derivace v rov-
nici. Funkce 

 se nazývá řešení diferenciální rovnice 

, jestliže této rovnici po 
dosazení vyhovuje a jestliže má spojité derivace až do řádu n. Graf řešení 

 nazýváme integrální 
křivkou diferenciální rovnice 

.

V1.
Existenční. Určujeme rovnici 

 (1), kde f je spojitá funkce proměnných x, y na kartézském 
součinu I x J s omezenými spojitými derivacemi 

. Pak pro každou počáteční podmínku 

 
existuje právě jedna integrální křivka y rovnice (1) procházející bodem 

 definovaná na otevřeném 
podintervalu uzavřeném podintervalu 

, kde  je předem daná konstanta. Řešení vypadá 
následovně: 
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, kde funkce 

 jsou definovány rekurentně 
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D2.
Každou množinu funkcí 
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, kterou můžeme popsat implicitně rovnicí 

, kde c jsou 
taková čísla, pro která existuje taková funkce 
[image: image5.wmf](
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 definovaná implicitně 

 nazveme jed-
noparametrickou soustavou funkcí s parametrem c. Množině řešení diferenciální rovnice 

, 
která je jednoparametrickou funkcí 
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 s parametrem c říkáme OBECNÉ ŘEŠENÍ DIFERENCIÁLNÍ 
ROVNICE 

. Řešení, které nelze získat žádnou volbou konstanty c rovnice 

 se 
nazývá SINGULÁRNÍ ŘEŠENÍ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE 

. Řešení diferenciální rovni-
ce 

, které vyhovuje dané počáteční podmínce se nazývá PARTIKULÁRNÍ ŘEŠENÍ DIFE
RENCIÁLNÍ ROVNICE 

.

V2.
Cauchyova úloha. 
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, kde f1 je spojitá funkce na intervalu I,  f2 je spojitá na J, 
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, 

 má na otevřeném intervalu I právě jedno řešení.

V3.
Nechť 

 je spojitě diferencovatelná funkce na intervalu I, která je řešením nehomogenní rovnice 


, kde 

 a 

 jsou spojité funkce na intervalu I. Nechť 

 je nějaké řešení přiřazené 
homogenní rovnice 

, potom jednoparametrická soustava funkcí 

, 

, je 
množina všech řešení rovnice původní 

 na I. 
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Separovatelné diferenciální rovnice
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Rovnice s homogenní funkcí
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separovatelná diferenciální rovnice

Lineární diferenciální rovnice prvního řádu
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V4.
Nechť 

 a 

 jsou spojité funkce na intervalu I a nechť 

. Pak na intervalu I existuje právě jedno 
řešení diferenciální rovnice 

. Řešení lze psát ve tvaru:



D3.
Řekneme, že funkce 

 jsou na intervalu I lineárně závislé, jestliže neexistuje jejich netriviální 
lineární kombinace rovna 0 na I.

V5.
Jestliže jsou funkce 

 lineárně závislé na I (tj. 

), pak 


.



 - homogenní bez pravé strany



 - nehomogenní s pravou stranou

V6.
Jsou-li 

 nějaké řešení LDR 

, je také jejich lineární kombinace 


 řešením této rovnice.

D4.
Lineárně nezávislá řešení 

 LDR 

 se nazývají fundamentální systém řešení rovni-
ce 

, 
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V7.
Je-li 

 fundamentálním systémem rovnice 

, pak obecné řešení 

 má 
tvar 

.

V8.
Obecné řešení LDR 
[image: image15.wmf](
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, kde 

 je obecné řešení rovnice bez pravé 
strany (V7.) a 

 je partikulární řešení rovnice s pravou stranou.

V9.
Je-li pravá strana LDR n-tého řádu rovna součtu funkcí 

, pak pro řešení 

 platí 


, kde 

 je partikulární řešení rovnice LDR 

 a 

 je partikulární řešení 
LDR 

.

V10.
Cauchyova úloha 

, kde funkce 

, 


 jsou spojitá na intervalu I, 

, 

 (daná čísla) má na intervalu I 
právě jedno řešení.

V11.
Řešení získaná z diskuse řešení charakteristické rovnice tvoří fundamentální systém rovnice 

 (v 
případě, je-li jich n, ověří se např. 

).

Analytická geometrie
V12.
Dva nenulové vektory u, v jsou k sobě kolmé (ortogonální) právě když jejich skalární součin je roven nule. 


 - euklidovská norma

D5.
n-rozměrným euklidovským prostorem 

 nazýváme množinu všech uspořádaných n-tic 

 
reálných čísel, kde každý bod 

 a pro každý vektor 

 je definován součet 


 jako bod a pro každé dva body 

 a 

 je defi-
nován jejich rozdíl jako vektor 

. Vzdálenost těchto bodů X a Y je dána jako nor-
ma vektorů Y - X tj. 

.

D6.
Okolím bodu 

 rozumíme množinu 

.

D7.
Řekneme, že bod A je vnitřním bodem množiny 

, jestliže existuje okolí 

 tak, že 


.


Bod A je vnějším bodem množiny 

, jestliže existuje okolí 

 tak, že 

.


Bod A je hraničním bodem množiny 

, není-li ani jejím vnitřním ani vnějším bodem.

D8.
Řekneme, že množina 

 je otevřená v 

, jestliže každý její bod je vnitřním bodem M je uzavřená 
v 

, jestliže 

 je otevřená v 

.

Funkce n-proměnných


Definiční obor funkce dvou proměnných je 

.


Graf funkce dvou proměnných je 

 zobrazených v pravoúhlém souřadném systému (E3).

D9.
Řekneme, že funkce f n-proměnných 

 má v bodě 

 limitu 

, jestliže 
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D10.
Řekneme, že funkce n-reálných proměnných definovaná v okolí 

 je v bodě c spojitá, je-li 
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Platí věty:

I.  Funkce má nejvýše jednu limitu v bodě 


II.  
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III.  
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IV.  
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V.  Věta o limitě sevřené funkce + spojitost (obdobná analogie).

V13.
Buď f funkce definovaná na množině 

, c je vnitřní bod M. Pak platí rovnost (za předpokladu, že to 
má smysl) 
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D11.
Parciální derivace. Nechť f je funkce n-proměnných 

; 

 je vnitřní bod definiční
ho oboru existuje-li konečná limita 

. Pak 
řekneme, že funkce f má v bodě A parciální derivaci podle i-té proměnné a značíme ji 

.

V14.
Věta o záměnnosti. Nechť f je funkce n-proměnných, která má v otevřené množině 

 spojitá všech-
ny parciální derivace až do řádu R, pak hodnota smíšených derivací nezávisí na pořadí proměnných při 
derivaci. (Závisí pouze na tom, kolikrát derivujeme podle jednotlivých proměnných).

V15.
Věta o derivaci složené funkce. Nechť 

 jsou funkce r proměnných 

; 

, 
které jsou diferencovatelné v bodě 

; f je funkce n-proměnných 

, která je v bodě 


 diferencovatelná. Pak má složená funkce 

 v bodě  
parciální derivace 

; pro něž platí 

.


Výrazy s jednou nezávislou proměnnou: 

.


Výrazy s více nezávislými poměnými 

.

D12.
Řekneme, že funkce f n proměnných 

 má v bodě 

 totální diferenciál (nebo-li je 
diferencovatelná v bodě A), jestliže existují konstanty 

 tak, že


. Totálním diferenciálem je pak 
lineární funkce 

 pro n proměnných 

. Značíme df; 

. 

.

V16.
Má-li funkce 

 v bodě 

 totální diferenciál, je v tomto bodě spojitá a má v něm 
parciální derivace a platí 

; 

.

V17.
Má-li funkce f v bodě A spojité parciální derivace 

, pak má v tomto bodě totální diferenciál. 


 

D13.
Nechť f má spojité parciální derivace 

 v bodě A. Pak vektor 

 nazý-
váme gradientem funkce f v bodě A. Značíme grad f(A) = 

.


Rovnice tečné roviny: 

.

V18.











D14.
Řekneme, že funkce 

 definovaná na nějakém okolí bodu 

 má v bodě A deriva-
ci vektoru 

; 

, jestliže existuje konečná 

.


Derivace ve směru se vypočítá 

.

V19.
Nechť 

, kde F je funkce n proměnných se spojitými parciálními 
derivacemi na otevřené množině N. Předpokládáme, že v bodě 

 platí 

, 


. Pak existuje okolí 

 bodu 

 a právě jedna funkce 

 n-1 
proměnných definovaná na okolí 

 tak, že 

. Předpis pro tuto funkce je 


 a pro každý bod 

 platí 

. 



Derivace implicitně zadané funkce
D15.
Nechť f je funkce n proměnných definovaná 

, 

. Existuje-li prstencové  okolí bodu 

 
(- poloměr) tak, že pro všechny body 

 je




 říkáme, že funkce f má lokální maximum f(A) v době A,




 říkáme, že funkce f má ostré lokální maximum f(A) v době A,




 říkáme, že funkce f má lokální minimum f(A) v době A,




 říkáme, že funkce f má ostré lokální minimum f(A) v době A.

V20.
Má-li funkce 

 proměnných 

 ve vnitřním bodě 

 lokální extrém a existuje-li 


, 

, pak 

 => pro diferencovatelnou funkci (tj. takovou, která má 

) může 
být lokální extrém jen tam, kde 

.

D16.
Je-li 

, 

 vnitřní bod, pak A nazýváme stacionálním bodem funkce f.

D17.
Funkce 

 se nazývá kvadratická forma n proměnných, existují-li konstanty 

; 


 takové, že pro každý bod 

 je 

.








Kvadratická forma v proměnných dx, dy: 





A je pro danou kvadratickou formu f jednoznačná.

„Dále předpokládáme, že A je symetrická matice 

.“

D18.
Řekneme, že kvadratická forma je pozitivně (resp. negativně) definitní, jestliže 

 (resp. 


) pro 

.


Řekneme, že kvadratická forma je pozitivně (resp. negativně) semidefinitní, jestliže 

 (resp. 


) pro 

 a přitom 

, kde 

.


Řekneme, že kvadratická forma je indefinitní, jestliže 

 a 

 tak, že 


.

V21.
Kritéria definitnosti kvadratické formy

1)  A - diagonální matice





 pozitivně definitní,





 negativně definitní,





pozitivně semidefinitní,





negativně semidefinitní,





indefinitní.

2)  A - obecná symetrická matice n x n
2.1  Silvestrovo kritérium - kvadratická forma f je pozitivně definitní 

; kde




, 

,... 


2.2  Kvadratická forma f je negativně definitní 

 (začíná se „-“); 


2.3  Je-li 

 a neplatí ani 2.1 ani 2.2, je forma indefinitní.

V22.
Nechť S je stacinální bod funkce 

 (! vnitřní !) a nechť v S existují spojité parciální derivace 
druhého řádu. Pak platí:

a)  

 pozitivně definitní => v S je ostré lokální minimum,

b)  

 negativně definitní => v S je ostré lokální maximum,

c)  

 indefinitní => v S není lokální extrém,

d)  

 semidefinitní => není možno rozhodnout zda je v S extrém.

D19.
Nechť f je definovaná na 

, nechť 

, 

. Řekneme, že funkce f nabývá v bodě A 
extrému vázaného na 

 a nabývá-li funkce f zúžená na 

 v bodě A extrému téhož typu.

D20.
Nechť funkce f n proměnných a 

. Existuje-li číslo 

; resp. 


, nazýváme toto číslo globálním maximem, resp. minimem funkce f na množině M.

Metrické prostory

D21.
Metrickým prostorem 

 rozumíme množinu X, v níž je dána funkce 

 (zvaná metrika) splňující 



I.  


- nezápornost

II.  


- symetrie

III.  


- trojúhelníková nerovnost

D22.
Buď X lineární vektorový prostor. Reálnou funkci definovanou v 

, jejíž hodnotu budeme značit 


 nebo 

 pro 

 nazveme skalárním součinem, jestliže platí:

I.  

,

II.  

,

III.  

.

D23.
Lineární vektorový prostor, v němž je zaveden skalární součin, se nazývá vektorový prostor se skalárním 
součinem nebo-li unitární prostor.

V23.
V každém prostoru se skalárním součinem a normou indukovanou tímto součinem platí Schwarzova ne-
rovnost: 

.

D24.
Okolím o poloměru 

 bodu a v metrickém prostoru X rozumíme množinu 

, 
analogicky prstencové okolí 

.

D25.
Řekneme, že posloupnost bodů 

 v metrickém prostoru 

 konverguje k 

, jestliže 


. Bod 

 se nazývá limitou posloupnosti 

 a píšeme 

. Řekneme, že 


 je konvergentní, má-li limitu. Řekneme, že 

 je divergentní, nemá-li limitu.

D26.
Řekneme, že posloupnost bodů 

 z metrického prostoru 

 je Cauchyovská, jestliže 


.

D27.
Metrický prostor 

, kde je každá Cauchyovská posloupnost konvergentní, nazýváme úplný metrický 
prostor, nebo-li Banackův.

D28.
Jsou-li X, Y normované lineární prostory a A lineární operátor z X do Y, pak řekneme, že operátor A je ome-
zený, jestliže existuje 

 tak, že 

. Normou operátoru A pak rozumíme 


 píšeme 

.

V24.
A buď lineární operátor z normovaného prostoru X do normovaného prostoru Y, 

 buď A. Pak platí 


 

.

D29.
Nechť X je metrický prostor a A operátor z X do X. Řekneme, že A je kontrahující operátor z X do X 
(operátor kontrakce), jestliže existuje 

 tak, že pro libovolné dva body 

 platí 


 ( se nazývá Liprchilzova konstanta).

V25.
Banachova věta o pevném bodě (FIXPUNKT). Nechť X je úplný metrický prostor a nechť A je operátor 
kontrakce v X, 

 je konstanta kontrakce. Pak platí:

1)  Existuje právě jeden bod 

 tak, že 

. Tento bod se nazývá pevný bod operátoru A.

2)  Nechť 

 je libovolný bod z X a nechť 

 Pak je 

 a platí odhady 








V26.
Buď f spojitá funkce na 

, 

. Nechť existují spojité derivace 

 na 

, které ne-
mění na 

 znamení. Nechť 

 je ten z krajních bodů a, b kde 

. Pak iterační proces 
definovaný Newtonovou metodou 

 konverguje k řešení rovnice 





1)  metoda prosté iterace 

, 

 je libovolné

2)  metoda Newtonova 

 

 





Postačující podmínky konvergence
1)  

 při libovolné normě

2)  

, kde  jsou vlastní čísla matice   

    Jakobyho 


Aproximace (např. Tailorův polynom) „nahrazení velmi podobnou hodnotou“

Interpolace „nahrazení, v předepsaných uzlových bodech jsou hodnoty identické“

Numerické metody výpočtu integrálů

Numerická kvadratura




Kvadraturní vzorec: 

, kde xi jsou uzlové body
dělení na n dílků: 


I - skutečný integrál
Rn, Tn, Sn - námi spočtený integrál



Newton-Cotesovy vzorce
Obdélníkové pravidlo







Chyba: 


Lichoběžníkové pravidlo





 
Chyba: 









Simpsonovo pravidlo






Chyba: 






spojitost parciálních derivací





existence totálního diferenciálu (diferencovatelnost)





existence parciálních derivací








omezenost parciálních derivací





spojitost funkce
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