§3 DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE (DR)

§3.1 úvod

Obyčejná diferenciální rovnice je rovnice, v níž vystupuje proměnná x, neznámá funkce 

 a derivace této neznámé funkce 

,

,(, 

. Slovo obyčejná znamená, že funkce 

 je reálnou funkcí jedné reálné proměnné.

Řádem diferenciální rovnice rozumíme řád nejvyšší derivace neznámé funkce 

 vystupující v rovnici. Rovnice 



 

je diferenciální rovnicí prvního řádu, rovnice 




je diferenciální rovnicí druhého řádu atd.

Řešit DR 

 znamená nalézt reálnou funkci jedné reálné proměnné y = y(x) definovanou na jistém intervalu 

 tak, že pro všechna x tohoto intervalu platí 

.

V kapitole věnované primitivní funkci jsme se zabývali řešením rovnice 

, kde f(x) je reálná funkce jedné reálné proměnné definovaná v intervalu 

. Naším úkolem bylo nalézt všechny funkce 

, které vyhovovaly podmínce:




( x ( 


Víme, že je‑li  funkce f spojitá v intervalu 

, pak takových funkcí existuje nekonečně mnoho a každé dvě se liší nejvýše o konstantu.

Funkce





(*)
je řešením diferenciální rovnice prvního řádu 

 na intervalu 

. Toto řešení se nazývá obecné řešení.

Zvolíme‑li za konstantu c nějaké konkrétní číslo, pak takové řešení nazýváme partikulární řešení rovnice 

. Partikulární řešení rovnice 

 dostaneme tak, že z množiny všech řešení vybereme to, jehož graf prochází pevně zvoleným bodem 

(

( R. Funkci, která v bodě x0 nabývá hodnoty y0  ( y(x0) = y0 ), dostaneme ze vztahu  (*)  dosazením x = x0,

    (


  (
c = y0
Dosazením za c dostaneme 




Budeme říkat, že jsme našli řešení rovnice 

, které vyhovuje počáteční podmínce  y(x0) = y0 .

Příklad : Uvažujme například rovnici 

.

 Řešení: Zřejmě platí 

  a   

 , kde c1 a c2 jsou reálné konstanty. Obecné řešení této rovnice na intervalu (-(, +() závisí tedy na dvou konstantách. Stanovit počáteční podmínky (např. y(0) = 1, y((0) = 1) znamená vybrat ze všech řešení to, jehož graf prochází bodem A = [0, 1] a které má v bodě nula derivaci jedna. Protože y(0) = c2  a y((0) = c1 , dostaneme vzhledem k počátečním podmínkám y(0) = 1 a y ((0) = 1 partikulární řešení rovnice 

, které má tvar 

.
§3.2 Diferenciální rovnice n-tého řádu

Definice: Nechť f je reálná funkce (n +1) reálných proměnných, definovaná a spojitá v (a, b) ( G, kde G = (a1, b1) ( (a2, b2) ( ( ( (an, bn). Diferenciální rovnicí n-tého řádu (n ( N) rozumíme rovnici 




,

 kde x je proměnná a y(x) je neznámá funkce.

Řešením diferenciální rovnice 

, rozumíme reálnou funkci jedné reálné proměnné




definovanou v jistém otevřeném intervalu I ( (a, b) tak, aby (x(I platilo



 

Interval I se nazývá definiční obor řešení (.

Definice: Úloha nalézt řešení ( rovnice




tak, aby platilo



,



,



, 

,(,



,
 kde (x0, y0,   y1,( , yn-1) ( I ( (a1, b1) ( (a2, b2) ( ( ( (an, bn) jsou reálné konstanty, se nazývá počáteční úloha. Podmínky 

, 

 ,(, 

 se nazývají počáteční podmínky.

Definice: Nechť I je otevřený interval. Řekneme, že diferenciální rovnice n-tého řádu




 je lineární, existují‑li reálné funkce jedné reálné proměnné p1, p2, (, pn, q definované a spojité na intervalu I tak, že platí




§3.3 Diferenciální rovnice 1. řádu

Separace  proměnných

Rovnici 

 nazveme rovnicí se separovatelnými proměnnými, lze‑li funkci f(x,y) napsat ve tvaru 



 ,

kde g(x) je spojitá funkce na intervalu (a, b), h(y) je spojitá funkce na intervalu (c, d) a pro každé y ( (c, d) je h(y) ( 0. Pak lze napsat rovnici ve tvaru 




Je‑li funkce ( řešením rovnice 

 na intervalu ((, () ( (a, b), pak pro každé x ( ((, () je (x, ((x)) ( ((, () ( (c, d) a platí 




Integrací této rovnice dostaneme




Z věty o integraci substitucí plyne



 

Jestliže tedy řešení rovnice 

 na intervalu ((, () ( (a, b) existuje, pak na tomto intervalu platí 

H(((x)) = G(x) + c,

kde H je primitivní funkce k funkci h a G je primitivní funkce k funkci g. 

Příklad : Vypočteme řešení diferenciální rovnice

 

 

vyhovující počáteční podmínce  

.
Řešení : Vyšetřovaná rovnice je rovnicí se separovatelnými proměnnými. Separací proměnných dostaneme




     

.

 Zřejmě platí 



,





(




,

kde c ( R. Z podmínky 

 dostaneme c = 2. Řešení naší úlohy je definováno v jistém okolí bodu nula implicitně rovnicí 




Příklad : Řešme rovnici




a uveďme všechna řešení vyhovující počáteční podmínce 

.

Řešení : Funkce identicky rovná nule na intervalu (‑(, +() je řešením této rovnice, ale nevyhovuje počáteční podmínce. V intervalech, ve kterých je y(x) ( 0, platí 





( 


( 

, 
kde k ( R.

Odtud 

, kde c = ek  a tedy 

, kde c ( 0. Funkci identicky rovnou nule lze rovněž popsat tímto vzorcem, připustíme‑li c = 0. Funkce 

, kde c je libovolná reálná konstanta je řešením rovnice 

. Protože y(0) = c = 1, je funkce 



 

řešením vyhovujícím počáteční podmínce 

.

HOMOgenní rovnice

Je to rovnice, kterou lze upravit na tvar  



. 

Homogenní DR můžeme převést na separovatelnou substitucí 




( 



(



Po dosazení má DR tvar




a pro 
x ( 0, 
(f(z) ( z) ( 0





 EMBED Equation.2  
,

což je rovnice separovaná. Je-li funkce z(x) řešení této rovnice, pak funkce 

,  je řešení rovnice 

.

Příklad : Na intervalu 

  řešme rovnici


 .

Řešení : Položme  z =

 . Potom  


( 



(



Obecné řešení  lze napsat ve tvaru



  (



(


,
 kde c(R.

Příklad : řešme rovnici



  vyhovující počáteční podmínce 

.

Řešení : Na libovolném intervalu neobsahujícím bod nula a na němž  

(1 platí





Substitucí  z =


,  převedeme vyšetřovanou rovnici do tvaru



   (



(



(



Integrací dostaneme







Odtud





(



Z  podmínky  y(1)=0  plyne :

arctg(0) ( ln(1) = c
(
c = 0. 

Takže, partikulární řešení  je




exaktní diferenciální rovnice

Rovnici tvaru




nazýváme rovnicí exaktní, pokud její levá strana je totálním diferenciálem funkce dvou proměnných 






((x,y) = c

neboť




d((x,y) =  P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0

Věta :

(podmínka exaktnosti)

Nutná a postačující podmínka pro to, aby P(x,y)dx + Q(x,y)dy byl totální diferenciál funkce dvou proměnných je







kde obě dvě parciální derivace jsou spojité v příslušné oblasti.

Správnost této věty vyplývá z rovnosti smíšených parciálních derivací funkce ((x,y), pro niž je





K nalezení  řešení je třeba určit funkci ((x,y), pro kterou platí 






Integrováním první rovnice podle x, dostaneme




kde ((y) je zatím libovolná funkce jenom proměnné y. Určíme ji tak, aby byla splněna rovnice





 EMBED Equation.2  

Příklad : řešme rovnici



.

Řešení : 

P = 2xy4 ( 3,
Q = 4x2y3 + 5,







Funkci  ((x,y) určíme integrováním P podle x







takže





Lineární  DR  1.  Řádu

Nechť p, q jsou reálné funkce jedné reálné proměnné, spojité v intervalu (a,b). Lineární diferenciální rovnicí  1. řádu nazveme rovnici tvaru




K této rovnici přiřadíme rovnici s nulovou pravou stranou, kterou nazveme zkrácenou.




Řešení LDR 1.řádu nalezneme metodou variace konstanty. Řešíme nejdříve zkrácenou rovnici separací proměnných



(




(



(



(



kde P(x) je primitivní funkce k funkci  p(x). Položme si otázku, zda existuje funkce c(x) tak, aby funkce










byla řešením rovnice 

.  Dosazením dostaneme




Odtud plyne 



 (  

 ( 


kde k je reálná konstanta. Obecné řešení LDR 1. řádu lze napsat ve tvaru







Příklad : řešme rovnici




Řešení : Rovnici upravíme na tvar








(pro  x ( 0)

nejprve řešíme zkrácenou rovnici




(



(



Řešení zkrácené rovnice bude ve tvaru 

y = c(x 

variace konstanty ( řešení rovnice 

 bude ve tvaru

y = c(x)(x 

Odtud 




Dosazením do zadané rovnice dostáváme




( 



(



Obecné řešení je proto



=


§3.4 Lineární dR 2. řádu s konstantními koeficienty

Budeme vyšetřovat řešení rovnice





kde a 1, a 2 jsou reálné konstanty a  q(x)  je spojitá reálná funkce jedné reálné proměnné v intervalu (a,b).

· Nejprve se budeme zabývat zkrácenou rovnicí, tj. případem




Řešení budeme hledat ve tvaru




kde x je proměnná a  (  je dosud neurčená konstanta. Zřejmě platí



, 


  (



Protože e(x(0, je funkce 

 řešením zkrácené rovnice právě tehdy, je-li  (  kořenem algebraické rovnice




Tato rovnice se nazývá  charakteristická rovnice  příslušná k DR.

V případě algebraické rovnice druhého stupně mohou nastat tři případy :

1.) Charakteristická rovnice  

 má dva kořeny reálné různé (1 ( (2 . Potom platí



  (



Determinant sestavený z těchto funkcí a jejich derivací (Wronskián)




 tyto funkce jsou lineární nezávislé a tvoří fundamentální systém řešení zkrácené rovnice, tj. každé řešení této rovnice lze napsat ve tvaru




kde c1, c2  jsou reálné konstanty.

2.) 


 má jeden dvojnásobný kořen (0. Potom platí



   (



Dá se dokázat, ze funkce  

  je také řešení zkrácené rovnice (dosazením). Protože












kde c1, c2  jsou reálné konstanty.

3.) 


 má dva komplexně sdružené  kořeny  (1 = a + ib, (2 = a ( ib. Potom platí



, 


Wronskián







pro b(0









kde c1, c2  jsou reálné konstanty.

Příklad : Uveďme obecné řešení rovnice  

.

Řešení : Charakteristická rovnice 

 má dva reálné různé kořeny (1 = 3, (2 = (3 
 


Obecné řešení lze napsat ve tvaru




Příklad : Uveďme obecné řešení rovnice 

.

Řešení : Charakteristická rovnice 

 má jeden dvojnásobný kořen (0 = 1. Potom platí





a



Obecné řešení lze napsat ve tvaru




· Teď se budeme zabývat řešením rovnice  

 
metodou 

variace konstant.

Víme, že každé řešení zkrácené rovnice lze napsat ve tvaru




kde c1, c2 jsou konstanty. Položme si otázku, zda existují funkce c1(x) a  c2(x), které mají v (a,b) derivaci tak, aby funkce




byla řešením rovnice


.

Zderivujeme y(x) dvakrát a položíme přitom po prvním derivováním   



 

Pak dosazením dostaneme




.

Řešení této soustavy dvou rovnic o dvou neznámých je právě jedno pokud W((1, (2) ( 0. Odtud pomocí Cramerova pravidla 



 








 



Příklad : Uveďme obecné řešení rovnice     

   pro 

x((((,+().

Řešení : Nejprve vyřešíme zkrácenou rovnici. Charakteristická rovnice 

 má dva komplexně sdružené  kořeny  (1 = 3i, (2 = (3i. Potom platí




 Wronskián










Integrací dostaneme







Obecné řešení lze na intervalu  (((,+() napsat ve tvaru



=

   =

+


§3.5 Lineární dR n-tého řádu s konst. koeficienty

Budeme vyšetřovat řešení rovnice




kde ai jsou reálné konstanty a  q  je spojitá reálná funkce jedné reálné proměnné v intervalu (a,b).

Nejprve se budeme zabývat zkrácenou rovnicí, tj. případem








Algebraickou rovnici








nazýváme   charakteristickou rovnici příslušnou zkrácené rovnici.

Poznámka: Je-li (0 k-násobným kořenem charakteristické rovnice, pak funkce





jsou lineárně nezávislá řešení zkrácené rovnice.

Pokud máme fundamentální systém řešení zkrácené rovnice, můžeme, analogicky jako v případě diferenciálních rovnic 2. řádu, řešit rovnici 

 pomocí metody variace konstant. 

Příklad : Uveďme obecné řešení rovnice 

.

Řešení : Nejprve vyřešíme homogenní rovnici. Charakteristická rovnice 

 má  kořeny  (1 = 0, (2 = 1, (3 = (1. Potom platí






Řešíme soustavu






 













Odtud pomocí Cramerova pravidla







Integrací dostaneme






Obecné řešení lze napsat ve tvaru




kde ki jsou reálné konstanty.



9 LdR s konst. koeficienty a speciální pravou stranou.

A) Uvažujme rovnici se speciální pravou stranou




kde ai , a jsou reálné konstanty, 

 je polynom m-tého stupně. Pak funkce 




je partikulárním řešením rovnice se speciální pravou stranou (kde 

 je polynom m‑tého stupně s dosud neurčenými koeficienty a exponent k značí násobnost a jako kořen charakteristické rovnice. Není‑li a kořenem charakteristické rovnice, položíme k = 0). Takto stanovený výsledek dosadíme do rovnice a koeficienty určíme porovnáním obou stran identit. Popsaná metoda se nazývá metoda neurčitých koeficientů.

Příklad : Uveďme obecné řešení rovnice 

.

Řešení : Charakteristická rovnice 

 má kořeny (1 = 2, (2 = 1. Pravá strana má tvar x2.e0x, kde a = 0 ( (i  není kořenem charakteristické rovnice a x2 je polynom druhého stupně. Potom platí



 








Dosazením do rovnice 

 dostaneme



2a ( 6ax ( 3b + 2ax2 + 2bx + 2c = x2
(




      2a = 1





     ( 6a + 2b = 0





2a ( 3b + 2c = 0

Odtud


,


,



(




Poznámka: Je‑li  

 řešení zkrácené rovnice 

 a y(x) libovolné partikulární řešení rovnice 

, potom obecné řešení diferenciální rovnice můžeme psát ve tvaru



.

(




Příklad : Uveďme obecné řešení rovnice 

.

Řešení : Charakteristická rovnice 

 má dvojnásobný kořen (0 = 2. Pravá strana má tvar x0. e2x ( a = 2 = (0 ( k = 2. Pak



 







Dosazením do rovnice 

 dostaneme






(











Odtud








B) Uvažujme rovnici se speciální pravou stranou



= 


kde ai , a , b  jsou reálné konstanty, 

 je polynom m1-tého stupně a 

 je polynom m2-tého stupně. Pak funkce 




(*)
je řešením rovnice se speciální pravou stranou( kde 

 a 

 jsou polynomy s dosud neurčenými koeficienty stejného stupně 

, xk je mocnina, jejíž exponent k značí násobnost dvojice kořenů (1= a + ib, (2=a ( ib charakteristické rovnice).

Poznámka: Je‑li pravá strana v rovnici součtem několika funkcí typu 

, určíme partikulární řešení y(x) jako součet výrazů, z nichž každý je stanoven podle (*).

Příklad : Řešte  rovnici  

.

Řešení : Charakteristická rovnice 

 má kořeny (1 = +i, (2 = (i. Z toho plyne že řešení zkrácené rovnice je 

.

Partikulární řešení y(x) se bude skládat ze dvou částí

1. 

 
neboť pravá strana 

má tvar



( m = 1, a = 0, b = 1( k = 1

Pak









+



   +


2.  


neboť pravá strana má tvar



(

m = 1, a = 1
( (i ( k = 0. Pak




,


,




,







+


Dosazením do rovnice 

 dostaneme

A = (1, B = 0, C = 0, D = 1, E = 2, F = (2

a odtud 


,

a
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